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Анотація. Розглянуто новий метод визначення надійності металевих стержневих систем за умовами
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з теорії нечітких множин для розрахунку надійності при нелінійних моделях граничної рівноваги.

Ключові слова: стержнева конструкція, надійність, можливістний метод, гранична рівновага.

ВОЗМОЖНОСТНЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАДЕЖНОСТИ
СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЙ ПО МОДЕЛИ ПРЕДЕЛЬНОГО

РАВНОВЕСИЯ

В.С. Уткин, О.С. Плотникова
Кафедра "Промышленное и гражданское строительство", Вологодский государственный технический

университет, ул. Ленина 15, 160000, г. Вологда, Россия.
E�mail: sergey@icm.dn.ua

Получена 11 апреля 2005; принята 20 июля 2005

Аннотация. Рассмотрен новый метод определения надежности металлических стержневых систем по
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Abstract. The new method of definition of reliability of metal rod systems is considered on the condition of
the limiting balance developed on the basis of the theory of opportunities at the limited information on
object's and influence's parameters. The special attention is given to use of a Zade's principle of generalization
from the theory of indistinct sets for calculation of reliability at nonlinear models of limiting balance.
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Расчет надежности конструкций по моде�
лям предельного состояния, в которых значе�
ния расчетных сопротивлений материалов и
воздействий получены с учетом статистичес�
кой изменчивости исходных данных, дает, как
правило, заниженные значения надежности [1]
и с погрешностью неподдающейся оценке. Под
погрешностью, как принято, понимается отли�
чие полученных результатов расчетной надеж�
ности от «истинного» значения надежности.

В связи с этим предлагается оценивать на�
дежность конструктивных элементов и конст�
рукции в целом путем использования модели
предельного равновесия, по которой несущая
способность элементов конструкции в целом
характеризуется значением предельной нагруз�
ки, соответствующей превращению конструк�
ции или элемента в механизм, т.е. в подвижную,
геометрически изменяемую систему.

Предельная прочность материала вообще
является случайной величиной. В качестве ее
в дальнейших рассуждениях используем пре�
дел текучести материала. Надежность конст�
рукции по модели предельного равновесия
можно записать в виде «Вероятность события
(эксплуатационная нагрузка ≤F  предельной
нагрузки прF )».

Вероятностный подход к оценке надежнос�
ти стержневых строительных конструкций по
модели предельного равновесия был развит в
работе В.Д.Райзера [1], где распределение пре�
дела текучести и возможного эксцентриситета
приложения нагрузки принимается по нор�
мальному закону; нагрузка от снегового покро�
ва по распределению Гумбеля; давление ветра
по распределению Вейбулла.

При проектировании строительных конст�
рукций вероятностный подход оправдан для
сравнения вариантов проекта и для примерной
оценки безопасности конструкций. Однако в
условиях эксплуатации, после длительного и

разнообразного воздействия нагрузок и окру�
жающей среды, а также воздействий техноген�
ного характера свойства материалов претерпе�
вают изменения, в частности они охрупчива�
ются и предположение о нормальном распре�
делении предела текучести вызывает сомнение.
Тем более известно [2], что предел текучести
как случайная величина в мировой практике
характеризуется нормальным распределением,
логнормальным, урезанным нормальным, бета�
распределением и экстремальным типа I. Эти
распределения близки между собой вблизи
математического ожидания, но существенно
отличаются в «хвостах» при малых значениях
вероятностей. А именно, эти уровни вероятно�
стей используются при определении требова�
ний к надежности строительных конструкций.
Распределения снеговой и ветровой нагрузок
в условиях городской застройки могут суще�
ственно отличаться от распределений Гумбеля
и Вейбулла. В связи с этим результаты расче�
тов надежности конструкций вызывают недо�
верие. Проведение сравнительного анализа
конструкций по надежности теряет смысл.

Большая озабоченность в настоящее время
связана с безопасностью эксплуатации зданий,
т.е. с состоянием зданий, при котором отсут�
ствует недопустимый риск, связанный с при�
чинением вреда жизни и здоровью граждан,
имуществу и окружающей среде. В этих усло�
виях требуется проверка принимаемых распре�
делений или выявление других, используемых
в теории надежности, построенных с исполь�
зованием методов теории вероятностей и ма�
тематической статистики.

Понятно, что в условиях отсутствия мони�
торинга за поведением базисных переменных
– случайных величин, характеризующих безо�
пасность, и из�за невозможности проведения ис�
пытаний материалов конструкции в необходи�
мых (больших) объемах проверка и выявление
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законов распределения прочности материалов
и воздействий на конструкции практически ис�
ключены.

Для анализа неопределенностей в условиях
ограниченной информации о базисных пере�
менных модели предельного состояния, в част�
ности в моделях предельного равновесия, мо�
гут найти применение методы, построенные на
основе теории возможностей. Модель надеж�
ности конструкции в условиях предельного
равновесия будет иметь вид «Возможность со�
бытия (эксплуатационная нагрузка ≤F  пре�
дельной нагрузки прF )». Возможность, как
понятие, в этом случае является количествен�
ной оценкой относительной потенциальности
реализации исхода эксперимента. По форме
предложенный вид записи надежности совпа�
дает с записью условия надежности в контек�
сте мер вероятностей, однако имеется в виду,
что информация о значениях F  и прF  огра�
ничена малым объемом, когда вероятностный
подход становится некорректным. Расчетный
анализ надежности конструкции при возмож�
ностном подходе получается в «размытом»
виде, в виде интервала [нижнее значение веро�
ятности или «необходимость» и верхнее зна�
чение вероятности или «возможность»]. Ана�
логично вероятностному подходу используют�
ся характеристики базисных переменных в мо�
делях предельного равновесия в виде функций
распределения возможностей (ФРВоз). Для
анализа надежности строительных конструк�
ций нашла [3.4] широкое применение ФРВоз
вида

( )[ ]{ }2в/ахехр)х(х −−=π (1)

где ( ) 2/minmax хха +=  � среднее значение,

αn/)хх(в minmax l−−= 2 , [ ]1,0∈α . Зна�
чением α  � уровнем риска задаются с учетом
ряда факторов, описанных в [5, 6].

Значения maxх , minх  находятся из вариа�
ционного ограниченного ряда измерений (ис�
пытаний) { }nх,,х,х K21 . Так как рассмат�
риваются верхнее Р  и нижнее Р  значения ве�
роятности нормального функционирования
конструкции, то используют две функции: фун�
кцию распределения безопасной работы R  и
функцию распределения отказа Q , показанных
на рис.1.

Пусть )х(Χπ  характеризует прочность
материала, например, предела текучести, х  —
значения предела текучести. Если ах ≤  сред�
него значения предела текучести, то реализа�
ция события ( х  = пределу текучести Τσ ) ха�
рактеризуется возможностью равной единице
( 1== RР ). При Τσ = ах >  эта реализация
характеризуется ниспадающей ветвью ФРВоз

R)х( =Χπ  (см. рис.1). Возможность проти�
воположного события («отказа») при ах ≥
равна 1=Q  и при ах ≤  =Q )х(Χπ
(см.рис.1.). При ах =  имеет место неопреде�
ленность ( 1=R , 1=Q ). Такую степень реали�
зации на практике стараются избегать. Видно,
что 1>+QR . Необходимость N  того, что х
равно пределу текучести определяется из

QN −=1 .
Таким образом, степень реализации события

« =х  пределу текучести» характеризуется ин�
тервалом [ ]NR,  или [ ]Р,Р . При этом по ус�
ловию совместимости или связности по [7]

NPR ≥≥  или PPP ≥≥ , т.е. класс возмож�
ных вероятностных мер должен находиться
внутри интервала [ ]NR, , иначе статистичес�
кая гипотеза теории вероятностей, утвержде�
ния относительно распределения случайной
величины, отвергается (ошибка второго рода).
Видно, что и в теории возможностей приходит�
ся подбирать ту или иную функцию распреде�
ления возможностей, чего нельзя сделать без
наличия статистических данных. Однако, как
утверждается в [7], необязательно располагать
точными знаниями функции распределения
возможностей. Небольшие ошибки в определе�
нии границ ядра и носителя нечеткого множе�
ства, обусловленные видом ФРВоз, будут ме�
нее значимы по сравнению с ошибками четких

Рис. 1. ФРВоз      , Q  и QN −= 1 .R
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множеств, с которыми приходится иметь дело
в теории вероятностей. Кроме того, «ошибка»
не будет возрастать при комбинировании не�
четких множеств, так как в теории возможнос�
тей используются лишь операции нахождения
минимума и максимума вместо объединения и
пересечения в теории вероятностей. Известно,
что при любых математических преобразова�
ниях (умножение, сложение и т.д.) возможная
ошибка накапливается.

Нередко положительным качеством при
определении надежности конструкций вероят�
ностными методами считается однозначность
(точечность) значения надежности, что якобы
облегчает специалисту принимать те или иные
решения, в отличие от возможностных методов
с их «размытой» интервальной оценкой надеж�
ности. Однако это ложное утверждение, кото�
рое противоречит самой идее поиска оценки
некоторой неопределенности. Не случайно
В.В.Болотин в [8] пишет, что «заказчики часто
настаивают на обеспечении гарантированного
ресурса (надежности, замечание от автора), не
принимая вероятностно�статистической точки
зрения даже при наличии очевидного разброса
физико�механических свойств материалов и
условий эксплуатации».

Из�за ограниченности объема результатов
экспериментов остается высокий уровень нео�
пределенности и по отношению к численным
значениям параметров распределения � мате�
матическому ожиданию и дисперсии. Все
это свидетельствует о том, что к однозначному
значению расчетной надежности следует отно�
ситься с  озабоченностью и видеть в нем не до�
стоинства, а определенный недостаток в инфор�
мативности. Получение более узкого довери�
тельного интервала, а не его отсутствие, вот
практическая цель расчетов. А это связано с
объемом информации, который на практике
всегда ограничен и чаще всего информации
недостает.

Не останавливаясь более на преимуществах
оценки надежности конструкций возможност�
ным методом по сравнению с вероятностным
подходом при ограниченной (неполной) ин�
формации о системах и воздействиях на них
[3, 4, 7], рассмотрим методику оценки надеж�
ности отдельных стержневых металлических

систем, для которых может быть использована
при расчетах модель предельного равновесия
при различных вариантах поведения эксплуа�
тационной и предельной нагрузок.

Рассмотрим решение статически определи�
мой однопролетной балки постоянного сече�
ния, нагруженной по всей длине равномерно
распределенной нагрузкой методом предельно�
го равновесия. Известно, что предельная на�
грузка прq  соответствует для статически оп�
ределимой системы состоянию образования
одного пластического шарнира. Для однопро�
летной балки он образуется в середине проле�
та и предельная нагрузка для балки равна

28 l/Wqпр ΤΤ ⋅⋅= σ  (математическая модель
предельного равновесия). Балку следует рас�
сматривать как систему с последовательным
соединением « n » элементов (участков балки
длиной 0→∆l ). В отличие от вероятностных
методов определения надежности системы�бал�
ки, в контексте мер возможностей надежность
характеризуется значениями { }ic RR min=  и

{ }ic QQ max= , ni ,,2,1 K= . Если при�
нять constWi =Τ , т.е. неслучайной и эксплуа�
тационную нагрузку constq = , то математи�
ческую модель предельного равновесия балки
можно записать в виде ΤΤ σ≤⋅⋅ ~8/2 Wq l . В этом
случае из конструкции необходимо вырезать 3�
4 заготовки для образцов и произвести их ис�
пытания на выявление значения физического
(или условного) предела текучести. В резуль�
тате имеем значения { }nх,,х K1=Τσ , где

iix Τ=σ .
Пусть 250== Τ maxmaxх σ  МПа, =minх

200min =Τσ  МПа, тогда в (1) имеем
225=

Τσa МПа, 20=
Τσв  МПа, при 2,0=α .

Положим 15=экq  кН/м, 6=l  м, двутавр
I N24 с 3289 смWx =  и =⋅=Τ xWW 16,1

333528916,1 см=⋅= [9].
Надежность балки найдем из условия «Воз�

можность 28 l/W~q~q прэк ΤΤ ⋅⋅=≤ σ , или

Т
эк ~
W

q
σ≤

⋅
⋅

Τ8

2l
».

Найдем =
⋅⋅
⋅⋅

=
⋅
⋅

= −
Τ

6

232

103358
61015

8 W
qэк

эк
lσ

МПаПа 20010200 6 =⋅= .
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Так как 225200 =<=
Τσ

σ аМПаэк  МПа,

то 1=R  и по (1) == ΤΤ
)(~ σπσQ

( )[ ]{ } 21,020/225200 2 =−−= ехр . Тогда 79,0=N .

Надежность балки по условию предельного
равновесия характеризуется интервалом
[0,79; 1].

Рассмотрим случай, в котором экq  — нечет�
кая переменная с известными значениями

{ }171513 ,,q~эк =  кН/м, 15=qа  кН/м,
61,в q =  кН/м при 2,0=α .

 Модель предельного равновесия примет
вид

Т
~

W
q~ σ≤
⋅
⋅

8

2l .

Обозначим

qq
W

qХ ~1033,1
103358

~36
8

~
4

6

2
⋅=

⋅⋅
⋅

=
⋅
⋅

= −
l

;

МПакПа,ах 20010201033115 44 =⋅=⋅⋅= ,
1,21=хв  МПа. Построим ФРВоз в общем

виде нечетких переменных X и Τσ~  по (1), как
показано на рис.2.

Для определения возможности отказа бал�
ки при 

Τ
< σаах  находят значение абсциссы

Тх σ=  в интервале (
Τ

<< σахах ), соответ�
ствующей месту пересечения ФРВоз, которое
определяется решением двух уравнений

( )[ ]{ }2
хх в/ахехр)х( −−=Χπ ,

( )[ ]{ }2
ΤΤΤ

−−=Τ σσσ σπ в/ахехр)(~

при Тх σ=  из условия )х(Χπ  = )(~ ΤΤ
σπσ ,

т.е. из уравнения

 
ΤΤ

−=− σσ в/ахв/ах хх (2).

Подставляя значение х  в любое из двух
уравнений, находим возможность отказа

)(хQ Χπ=  (см. рис.2). По числовым данным
примера (при условии 

Τ
<< σахах ) и по ре�

шению уравнения (2) получим 8213,х = МПа.
При этом значении х  найдем

( )[ ]{ } 730202258213 2 ,/,ехр)х( =−−=Χπ ,

т.е. возможность отказа 73,0=Q , а необходи�
мость безотказного функционирования конст�
рукции 27,0=N . Надежность балки будет ха�
рактеризоваться интервалом [1; 0,27]. Практи�
чески такая надежность мала и требуется либо
понижать нагрузку q , если это возможно, или
усиливать балку. Такое принятие решений ока�
залось возможным благодаря полученной ин�
формации об уровне надежности балки. Если
судить о работоспособности балки из сравне�
ния средних, т.е.

МПа~МПаэ 225200 =<= Τσσ ,

то, как раньше писали, прочность обеспечена,
что на самом деле может оказаться ошибочным.

Известно [9], что для стандартного двутав�
ра xWW ⋅±=Τ )18,114,1( , т.е. ΤW  нечеткая пе�
ременная с xw Wa ⋅= 16,1  и xw W,в 21061 −⋅=
при 2,0=α  и модель предельного равновесия
примет вид

Т
~

W~
q~ σ≤
⋅
⋅

Τ8

2l
,

т.е. нечетких переменных более двух и зависи�
мость между нечеткими переменными нели�
нейная. Такая задача может быть решена с ис�
пользованием принципа обобщения теории
нечетких множеств Заде [7]. При этом нечет�
кие переменные q~ , W~  и Τσ~  должны быть мо�
нотонными и непрерывными.

Теоретическую информацию и практичес�
кое применение принципа обобщения можно
найти в ряде опубликованных работ Дюбуа Д.
[7] и автора статьи [3, 4, 10, и др.]. Приведем
алгоритм решения задачи на определение на�
дежности с использованием принципа обоб�
щения.Рис. 2. ФРВоз )х(Χπ  и )(~ ΤΤ

σπσ .
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1. Математическая модель предельного рав�
новесия приводится к функции СY ≥  ( или

СY ≤  в зависимости от формул (модели) пре�
дельного равновесия), где Y  зависит от нечет�
ких переменных iХ , а С  — некоторая констан�
та, в частности равная нулю.

2. Записывают обратные функции )х(
iХ
1−

π
нечетких переменных. Для ФРВоз (1) они име�
ют вид αnвах iii l−±= , где )х(Χ= πα  и
является неизвестной. Так как функция Y  за�
висит от нечетких переменных iХ , то она так�
же будет нечеткой переменной. Конечной це�
лью моделирования является определение воз�
можности и необходимости того, что СY ≥
(или СY ≤ ). Для этого необходимо найти вы�
ражение функции распределения возможнос�
ти Y в точке С . Воспользуемся известным под�
ходом  для реализации вычислений по прин�
ципу обощения с использованием α  — уров�
невых срезов, который может быть применен,
если функция Y  является монотонной по всем
нечетким переменным iХ . Особенностью пред�
лагаемой в данной работе модели является то,
что полный расчет функции Y заменяется не�
посредственным аналитическим вычислением
единственного значения уровня среза для ус�
ловия СY ≥  (или СY ≤ ), в точке СY = , ис�
пользуя обратные функции iх  в явном виде.
Тогда, согласно методу α  — уровневых срезов,
найдем значение обратной функции Y  в зави�
симости от одного α :

))(x,),(x),(x(fy n ααα K21= .

При этом перед корнем в обратных функ�
циях iХ  берется знак минус, если функция Y
будет возрастающей от нечеткой переменной

iХ  и знак плюс, если iХ  приводит к убыва�
нию функции Y . По�прежнему

2/)xx(а minimaxii += ,

*minimaxii n/)xx(b α⋅−−= l2
значением *α  при вычислении ib  задаются,

∈α*  [0,1]. Обозначение *α  введено для того,
чтобы не путать его с α , которое неизвестно.

3. В уравнении ,),(),(( 21 Kαα xxfy =
))(αnx  будет два неизвестных, а именно )(у α

и α . На стадии проектирования задаемся зна�
чением )(у α  и вычисляют значение α . На
стадии эксплуатации значение )(у α  вычис�
ляют по детерминированной правой части мо�

дели предельного равновесия и находят α  из
уравнения

))(x,),(x),(x(fy n ααα K21=
с обратными функциями распределения
возможностей вида (1) в виде

αα nва)(х iii l−±=  при ранее найден�
ных значениях iа  и iв  (при нахождении iв
значением ∈*α  [0,1] задаются в соответствии
с рекомендациями в [6]).

4. Если при средних значениях iа  нечетких
переменных iХ  (в этом случае 1)( =α=π iХ аi ,

01 == n)(n ll α  и 0=− αnвi l ) левая часть
уравнения )(у α  будет больше (меньше) пра�
вой детерминированной части, в зависимости
от модели предельного равновесия, то возмож�
ность нормального функционирования конст�
рукции будет равна единице ( 1=R ), а возмож�
ность отказа α=Q .

Решим предыдущий пример при следую�
щих данных: 225=

Τσа  МПа, 20=
Τσв МПа,

15=qа  кН/м, 6,1=qв  кН/м,
323352335181335141 см,/),,(aw =⋅+⋅= ,

3624 см,вw = , при 20,* =α , м6=l .

2
8
l

≤
⋅

=
ΤΤ W
~~

q~)y(Y
σ

,

26
8

≤
−+⋅−+

−−
=

ΤΤ
)nвa()nвa(

nвa
y

ww

qq

αα
α

σσ ll

l
,

где неизвестное α  или αβ nl−=  и

2βα −= e . Получим

266

3

6

8

10)62,42,335(10)20225(

10)6,115(
=

⋅β⋅+⋅⋅β⋅+

⋅β⋅−
=

−
y ,

решая которое относительно β  найдем
85,01 −=β , 1612 −=β  и из  

2βα −= l  получим
48501 ,=α , 02 ≈α . Принимаем 4850,=α , т.к..к.

при 02 ≈α , 0=Q  и 1=N , чего не может быть,
т.к.

1990
2335225

1015 3
,

,aa
a

а
w

q
y =

⋅
⋅

=
⋅

=
Τσ

,

что меньше значения правой части уравнения
предельного равновесия

222,0
6

88
22
==

l



Возможностный метод определения надежности стержневых конструкций по модели ... 11

и следовательно 1=R , тогда 485,0=Q  и
515,0485,01 =−=N . Надежность балки харак�

теризуется интервалом [1; 0,515].
Расстояние до пластического шарнира в ре�

альности является нечеткой переменной, но
нахождение этого расстояния технически (эк�
спериментально) трудоемкая процедура. По�
этому был рассмотрен самый неблагоприятный
случай, когда пластический шарнир находит�
ся в середине пролета балки.

Рассмотрим статически неопределимую си�
стему в виде балки, представленной на рис.3.
Для сравнения с предыдущим примером выбе�
рем те же параметры задачи. 3289 смWx = ,

xWW ⋅÷=Τ )18,114,1( . { }17,16,14,13~ =q  кН/м,
м6=l , ΤΤΤ ⋅= WМ σ , 250max =σΤ  МПа,

200min =σΤ М П а .
Известно [11], что пластический шарнир на�

ходится на расстоянии l414,0  от подвижной
опоры и предельная нагрузка 2611 l/М,qпр Τ⋅=
или 2611 l/W~~,q~пр ΤΤ ⋅⋅= σ . Надежность балки
по условию предельного равновесия определя�
ется из условия «Возможность =≤ прэкс qq ~~

2/~~6,11 lΤΤ ⋅⋅= Wσ » .
В силу ограниченности информации об эк�

сплуатационной нагрузке эксq , а также о Τσ  и

ΤW  расчет надежности проводим методом те�
ории возможностей, используя принцип обоб�
щения Л.Заде.

Известны значения 225=
Τσа  МПа,

20=
Τσв  МПа, 15=qа  кН/м, 61,вq =  кН/м,

32335 см,aw = , 3624 см,вw = ,

при 2,0* =α , 2
6,11

~~
~

)(
l

≤
⋅σ

=
ΤΤ W

qyY .

Аналогично предыдущему примеру найдем:

11
2

1 3220
6

6111990 −−− =<=
⋅

=
Τ

м,м,м,
аа

а
а

W

q
y

σ
.

Следовательно, R = 1. Из решения уравнения

2
611

l

,
)вa()вa(

вa

ww

qq =
⋅+⋅⋅+

−

ΤΤ
ββ

β

σσ

после подстановки параметров задачи найдем
3,2−=β , 0050

2
,≈= −βα l  и 9950,N ≈ . Балка

характеризуется высокой надежностью, т.е.
интервалом [1; 0,995]. Нижнее значение веро�
ятности безотказной работы балки существен�
но повысилось. Это показывает на более высо�
кую надежность статически неопределимых
систем.

Такая же балка, но с двумя защемленными
концами, оказалась бы еще более надежной, что
видно из сравнения математических моделей
предельного равновесия. Для балки с защем�
ленными концами она имеет вид

 
2

16
l

ΤΤ ⋅⋅
=

W~~
q~пр

σ .
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