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Анотація. В статті розглянуто методику визначення ексцентриситетів у позацентрово�стиснутих
стрижнях з будь�якими типами перерізів. Також розглянуті окремі випадки моделі граничного стану
позацентрово�стиснутого стрижня. В статті також запропонована нова методика визначення надійності
сталевого стрижня при позацетреному стиску в умовах пружного деформування при відсутності по�
вної статистичної інформації, також наведений приклад.

Ключові слова: позацентрово�стиснутий стрижень, пружне деформування, обмежена статистичні
інформація, надійність, метод можливостей.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАДЕЖНОСТИ ПРИ ВНЕЦЕНТРЕННОМ СЖАТИИ
СТАЛЬНОГО СТЕРЖНЯ В УСЛОВИЯХ УПРУГОГО

ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПРИ ОГРАНИЧЕННОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ
ИНФОРМАЦИИ

В.С. Уткин, О.С. Плотникова
Вологодский государственный технический университет, ул. Ленина 15, 160000,

г. Вологда, Россия.
E�mail: pgs@mh.vstu.edu.ru

Получена 17 октября 2005; принята 10 апреля 2006

Аннотация. В статье рассмотрена методика определения эксцентриситетов во внецентренно�сжатых
стержнях с различными типами сечений, рассмотрены частные случаи модели предельного состоя�
ния внецентренно�сжатого стержня. В статье  предлагается новая методика определения надежности
при внецентренном сжатии стального стержня в условиях упругой деформации при отсутствии пол�
ной и точной статистической информации, приведен численный пример.
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Abstract. In article the technique of definition of points of the appendix of forces the non�centrally
compressed rod with various types of sections, special cases of model of a limiting condition are considered.
In article the new technique of definition of reliability of similar steel cores in conditions of elastic deformation
is offered at absence of the full and exact statistical information, the numerical example is given.
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Для определения надежности любых структур�
ных систем необходима информация о надеж�
ности отдельных ее элементов. Наибольшую
трудность при определении надежности эле�
ментов, например в фермах, представляет оцен�
ка надежности внецентренно�сжатого стержня.
Это вызвано, во�первых, тем, что измерение
эксцентриситета представляет не простую за�
дачу в условиях эксплуатации фермы или дру�
гой конструкции, а во�вторых, трудностью вы�
явления действительного распределения и зна�
чения усилия (напряжений) в элементе от экс�
плуатационной нагрузки на конструкцию и
определения значения прочности материала
(стали). Например, определение предела теку�
чести σ

Т
элемента неразрушающими или по�

луразрушающими методами на практике свя�
зано с известными трудностями.

Теоретическое решение задачи по определе�
нию надежности внецентренно�сжатого стерж�
ня рассмотрено А.Р.Ржаницыным в работе [1].
Анализ существующих математических моде�
лей границ предельного состояния стержней
при внецентренном сжатии для использования
их при оценке надежности железобетонных
стержней приведен В.Д.Райзером в работе [2].
Для упругой модели деформирования В.Д.Рай�
зер в [2] использовал решение, полученное

А.Р.Ржаницыным в [1], а также показал воз�
можность использования других математичес�
ких моделей. При этом использованы следую�
щие допущения:

� сечения при деформировании стержня ос�
таются плоскими и перпендикулярными
оси стержня;

� сечения не изменяются при деформации
стержня;

� дифференциальные уравнения изгиба со�
ставляются в предположении, что прогибы
малы и допустима линеаризация дифферен�
циального уравнения, т.е. рассматривается
физически и геометрически линейная задача;

� точная кривая оси изогнутого стержня за�
меняется приближенно той или иной кри�
вой, например, синусоидой.

В предлагаемой работе используется известная
модель [2] предельного состояния при приня�
тых допущениях в условиях упругой деформа�
ции в виде (1). За отказ принято появление
краевой текучести в сечении стержня:

σπσ Т
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y

IL ENW
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−
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где N – сжимающее усилие в стержне;
A – площадь поперечного сечения стержня;
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ey  – эксцентриситет (по одной из главных
осей сечения) при ex = 0;

E – модуль упругости материала элемента;
II y min= — момент инерции поперечно�

го сечения относительно главной оси;
σ Т – предел текучести материала элемен�

та, например, стали;
L – расчетная длина стержня.

Рассмотрим методику определения значения
эксцентриситетов ex и ey в составном стерж�
не, например, состоящем из двух уголков, ра�
ботающих совместно, поперечное сечение ко�
торого показано на рис.1.

Значения деформаций устанавливают при
пробном нагружении (разгружении) конструк�
ции уменьшенной эксплуатационной нагруз�
кой с помощью тензометров или других средств
измерения деформаций в точках (участках)
1,2,3,4 внецентренно�сжатого стержня
(см.рис.1).

При оценке надежности стальных колонн,
поддерживающих подкрановые балки мосто�
вых кранов, пробное нагружение осуществля�
ется подъемом грузов мостовым краном. На�
грузка на сжатые стержни мостовых ферм осу�
ществляется транспортными средствами, раз�
грузку сжатых колонн зданий удобно произво�
дить с помощью гидравлических домкратов и
соответствующего обустройства.

Предположим, что в результате пробного
нагружения выявлено, что ε 1 >ε 2 , например,
ε 1 = ε 2k , ( k >1), как показано на рис.1. Для
стали по закону Гука: Eii εσ =  ( 4,3,2,1=i ).

Тогда будем иметь:
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Отсюда, при вычитании получим
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При  ε 1 >ε 2  (см. рис.1)

=ey N
EW x

2
)( 31 εε −

.

Общий эксцентриситет eee yx
22 += .

Измерение деформаций ε i  проводится на
обоих концах стержня, вблизи узлов, если речь
идет о стержне фермы, рамы или другой кон�
струкции. В расчет принимаются наибольшие
значения эксцентриситетов. В работе не рас�
сматривается случай разных эксцентриситетов
по концам стержня (это отдельная задача).

Аналогично находится значение эксцентриси�
тета для других по форме поперечного сечения
стержней. Рассмотрим частные случаи попереч�
ных сечений в виде полого прямоугольного
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Рис. 1. Поперечное сечение стержня, тензометры (Тр) и эпюры деформаций.



В.С. Уткин, О.С. Плотнікова102

стержня и круглой трубы, которые нашли ши�
рокое применение для сжатых стержней в
стальных конструкциях. На рис.2 представле�
но поперечное сечение стержня в виде полого
прямоугольника. В первом квадранте знаки на�
пряжений от моментов ( exN ⋅  и eyN ⋅ ) и сжи�
мающей силы N  одинаковые.

Место приложения сжимающего усилия
неизвестно и, следовательно, неизвестны экс�
центриситеты ex  и e y . Для их определения
стержень нагружается (разгружается) пробной
эксплуатационной нагрузкой. Деформации изме�
ряются в точках 1,2,3,4. Допустим, что
ε 1>ε 2 >ε 4 >ε 3  (во всяком случае, по значени�
ям деформаций можно так обозначить точки).
Тогда

W
e

W
e

y

x

x

y NN
A
N

++=σ 1

W
e

W
e

y

x

x

y NN
A
N

+−=σ 2

Отсюда  при Eii εσ =  и при вычитании
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при вычитании ( 41 σσ − ) найдем

NEWe yx 2)( 41 εε −= .

На рис.3 представлено поперечное сечение
стержня в форме круглой трубы. В круглом се�
чении труднее найти  σmax  и σmin , или
ε max  и ε min . Для этого придется проделать
несколько испытаний пробной нагрузкой (раз�
грузкой), измеряя деформации по периметру
кольца с фиксацией деформаций. Удобно по�
ставить сразу несколько измерителей деформа�
ций и затем (после очередной нагрузки) пере�
мещать их по окружности (поверхности) стер�
жня. Допустим, что ε max будет в точке «1» се�
чения стержня. Тогда ε min будет в точке «2»
(см. рис.3).

Соответственно,  
W
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Рис. 2. Поперечное сечение полого прямоугольно�
го стержня и эпюра деформаций.
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Рис. 3. Поперечное сечение стержня в форме круг�
лой трубы и эпюра деформаций.
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При Eεσ 11 =  будем иметь:
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 МПа (для стали);

N — значение пробной нагрузки (разгрузки).
В.Д.Райзер в [2] приводит решение задачи

по оценке надежности внецентренно�сжатого
стержня на основе теории вероятностей и тео�
рии математической статистики, когда статис�
тической информации о параметрах модели
предельного состояния достаточно, т.е. когда по
имеющейся информации можно выявить закон
распределения случайных величин (определя�
ющих параметров) математической модели
предельных состояний и надежно определить
его параметры. На практике, иногда, при отсут�
ствии полной и точной статистической инфор�
мации о случайных величинах их законами
распределения априорно задают. В этом случае
к результатам расчетов надежности относятся
с недоверием. Обратимся к разрешению такой
задачи с помощью других методов.

Рассмотрим ситуацию, в которой статисти�
ческой информации недостаточно, или она не�
достаточно точная для использования вероят�
ностных методов при оценке надежности эле�
мента, что нередко встречается на практике в
эксплуатационных условиях, например, при
ускоренной оценке надежности элемента в ус�
ловиях аварийной ситуации.

В этом случае используется методика оцен�
ки надежности, построенная на основе теории
возможностей [3,4]. Будем считать, что в моде�
ли предельного состояния (1) нечеткой пере�
менной (в терминологии теории возможнос�
тей) является эксцентриситет, например, в силу
неточности или ограниченного объема измере�
ний, вызванного реальными условиями прове�
дения испытаний конструкции. Нечеткой пе�
ременной будем считать также предел текуче�
сти σ Т  материала конструкции. Параметры
N , A ,W x ,W y , I x , I y , L ,E  являются неслу�
чайными (детерминированными). Значение
расчетной длины стержня L  зависит от способа

закреплений его концов, а точнее от жесткости
этих закреплений. Определение жесткости зак�
реплений стержня в узлах конструкции пред�
ставляет определенную сложность, часто не�
преодолимую. Методы определения жесткос�
ти опорных закреплений можно найти в рабо�
те [6]. В связи с этим в запас значения надеж�
ности предлагается принимать за L  длину
стержня (в предположении шарнирного зак�
репления его концов). В расчетах можно при�
нять длину стержня L  как детерминированную
величину, т.к. ее измерение проводится доста�
точно точно, т.е. с малым коэффициентом ва�
риации результатов измерений.

В этом случае (1) для произвольной формы
поперечного сечения стержня при внецентрен�
ном сжатии примет вид:

σπ

π
~~

~

)1(

)1(

22

22

Т
xx

y

yy

x

ILW
e

ILW
e

EN

N

EN

N
A
N

≤
−

+

+
−

+

(2)

Если известно,
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но принять равным WeN xy
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тойчивости в направлении оси «y» не будет.
То же самое можно рассматривать при
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С учетом этих замечаний (2) примет вид:
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Частные случаи:

1)  0=ey

σ
π

~
)1(

~
22 Т
I yELNW y

e xN
A
N

≤
−

+ ;

2) 0== exey

)(min
22
lIENкрN μπ=≤

(гибкий стержень). В данной работе этот
случай не рассматривается;

3)  0== ee xy        
A
N

 σ Т≤

(стержень большой жесткости). Этот случай
относится к центральному сжатию.

Для оценки надежности по модели (2′) ис�
пользуем принцип обобщения Заде [3]. Сим�
волично его можно представить в виде:

( ) ( )1111
),( ),...()(,)(

21,...21

−∈−∈−∈−∈ =
nn xxxxxxf f ππππ ,

∈∈ { }−+, , где ix — нечеткая переменная.

Для (3) будем иметь

Υ~ ( )y = eКeК xyТ
~~~

21 −−σ , (4)

где Υ~ ( )y  � нечеткая функция, т.к. зависит
от нечетких аргументов.

Для характеристики всех нечетких перемен�
ных, входящих в (4), примем функцию распре�
деления возможностей в виде (5):

][{ }2)(exp)( bxx xxx a−−=π (5)

при )(5.0 minmax xxax += ,

=bx α*minmax ln)(5,0 −− xx , α* ][ 1,0∈ ;
значением  α *  (уровнем риска) задаются, о чем
можно найти в работе [5] . xmax  и x min

значе�
ния нечеткой переменной x~ , получаемые в ре�
зультате измерений (испытаний). Обратная
функция для (5) будет

αln−±= bxxax ,

где )(xxπα = при определенном значении
x является неизвестной (в отличие от *α ). По
принципу обобщения, при обозначении

αβ ln−= , согласно [3,4] будем иметь:

     )(

)()(

2

1

β

ββσσ
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eey
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yyТТ
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В обратных функциях нечетких аргументов
перед параметром «b» принимается знак ми�
нус, если функция Υ~ ( )y  в (4) будет возраста�
ющей и знак плюс, если Υ~ ( )y  будет убывать
(в нашем случае от e y~  и e x~ ).

В (6) два неизвестных:α или β  и y . В ус�
ловиях, когда конструкция находится в эксп�
луатации, значением « y » задаются в виде пра�
вой части уравнения (3). Тогда из (6) находят
β , а из αβ ln−= . Возможность отказа
Q = e βα −=

2

, если среднее значение  Y ( )y , обо�
значаемое а y и которое находят из (6) при 1=α
или 0=β , будет  а y = −a

Тσ
−aeК
y1 aeК

x2 .
Известно [4], что нечеткая переменная ха�

рактеризуется двумя функциями распределе�
ния: функцией распределения безотказной ра�
боты  (функционирования) R  и функцией рас�
пределения отказа Q , ( QR + >1). В рассмат�
риваемой задаче при выполнении условия (3)
с учетом (4) при ANay≥  будем иметь 1=R ,
а возможность отказа Q  по методике оценки
надежности, построенной на основе теории воз�
можностей, определяется как

 Q= eAN βαπ −==Υ

2

)( .

Пример.   Пусть  по результатам обследова�
ния стального внецентренно�сжатого стержня
установлено следующее: σ Т ={240, 280, 300}
МПа , ex ={0,6; 0,8; 1,2}см , ey ={0,8; 1,1; 1,2}см .

Примем, что нечеткие переменные характе�
ризуются функциями распределения возмож�
ностей вида (5). Зададимся  уровнем риска для
всех нечетких переменных равным α * = 0,3.

 Значения других детерминированных пара�
метров в уравнении (2) следующие:

=N 670 кН , =A 51,7 см2 , =W x 383 см3 ,
=W y 131см3 , =I x 3730 см4 , =I y 1310 см4 ,

=L 2,5м , МПаE 5101.2 ⋅= .

Тогда   МПаa
Т

270=σ , МПаb
Т

3,27=σ ,

мae ч 10 29,0 −⋅= , мbex 10 23.0 −⋅= ;
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мaeу 100,1
2−

⋅= , мbeу 102.0 2−
⋅= ;  50=λ .

мМПаК 10375,11 ⋅= , мМПаК 10304,62 ⋅= ,

N Э=4340 кН .

Значением « y » задаются в виде правой ча�
сти уравнения (3). Из (6), принимая

МПаANy 6,129107.5110670 43 =⋅⋅== −

находят β =1,39. Тогда 144.0
239.1 == −eα .

a y = −a
Тσ

−aeК
y1 aeК

x
2 =

= −270 101075,1
23 −

⋅⋅ — 109,01004,6
23 −

⋅⋅⋅ =

= МПа198 ,

т.к  a y =198 МПа . > 6,129=AN МПа , то воз�
можность безотказной работы R=1, а возмож�
ность отказа  Q= 144.0)( ==

Υ
απ AN .

 Необходимость безотказной работы
856.0144.011 =−=−= QN . Таким образом,

надежность по условию появления краевой те�
кучести в стержне характеризуется интервалом
[ 1 ,  0 , 8 5 6 ] .  Значение истинной надежности на�
ходится внутри этого интервала.

В предлагаемой методике оценки надежно�
сти внецентренно�сжатого стержня рассмотре�

ны наиболее распространенные стержни малой
гибкости, т.е. для стальных стержней с гибкос�
тью λ <100. При λ >100 существенное влия�
ние на значение надежности стержня оказыва�
ют случайные, даже незначительные, искрив�
ления оси стержня [1]. Это отдельная задача.
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