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Анотація. В статі розглянуто задачу дослідження локальної втрати стійкості оболонки складної фор�
ми. Для аналізу критичних напружень використовується метод  кінцевих  елементів.  При цьому  в
якості  моделі було прийнято елементи з різними геометричними параметрами, в тому числі товщи�
ною стінки.  Розглянуто випадки осьового та радіального стику заготовки. Проведено порівняння
результатів з аналітичними в різних випадках навантаження. Наведено результати експерименталь�
них досліджень  втрати стійкості спеціально підготовлених трубок, що защемлені при осьовому стис�
ку пуансоном, що дозволило выявити форму втрати стійкості. Виконано порівняння експериментально
результатів не тільки з  аналітичними методами,  але і з одержаними з використанням МСЕ в випадку
осьового навантаження заготовки. Проведене порівняння еквівалентних критичних напружень пока�
зало, що аналітичний спосіб дає завищені значення критичних напружень, а метод кінцевих елементів
� декілька  занижені. Використання аналітичних виразів для коротких оболонок недоцільно.

Ключові слова: оболонка, стійкість, втрата стійкості, навантаження, напруги, деформації, метод
кінцевих елементів.
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Аннотация. В статье рассматривается задача исследования локальной потери устойчивости оболоч�
ки сложной формы. Для анализа критических напряжений используется метод конечных элементов.
При этом в качестве модели принимались элементы с разными геометрическими параметрами, в том
числе  толщиной стенки. Рассмотрены случаи осевого и радиального сжатия заготовки. Выявлен ха�
рактер потери устойчивости при осевом и радиальном нагружении. Проведено сравнение результатов
с аналитическими для разных случаев нагружения. Приведены результаты экспериментальных ис�
следований потери устойчивости защемленных специально подготовленных трубок при осевом сжа�
тии пуансоном, позволившие выявить форму потери устойчивости. Выполнено сравнение экспери�
ментально полученных результатов не только  с аналитическими но и  с  полученными при моделиро�
вании с  использованием МКЭ в случае осевого нагружения заготовки. Проведенное сравнение экви�
валентных критических напряжений показало, что аналитический способ дает завышенные значения
критических напряжений, а метод конечных элементов — несколько заниженные. Использование ана�
литических выражений для коротких оболочек нецелесообразно.

Ключевые слова: оболочка, нагружение, напряжения, деформации,  устойчивость, потеря
устойчивости, метод конечных элементов.
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Abstract. A research problem of the local collapse of the shell of a complex form is considered in the article.
The method of final elements is used to analyze critical pressures. Elements with different geometrical
parameters, including the wall thickness, were therewith taken as the model. There are considered the cases
of axial and radial compression of a billet. The collapse character at axial and radial loading has been found
out. The results obtained have been compared with the analytical ones for different cases of loading. There
are given the results of experimental studies of collapse of restrained specially prepared pipes at a axial
compression by a male die that made it possible to diagnose the collapse form. The experimental results are
compare3d not only with the analytical ones but also with those obtained by FEM modeling at a billet axial
loading. Comparison of the equivalent critical stresses shows that the analytical method gives higher values
of critical stresses, and the finite�element method gives lower ones. The use of analytical forms for short
shells turns out to be unpractical.

Keywords: shell, stability, collapse, load, stress, strain, finite�element method.

С точки зрения теоретических исследова�
ний наибольший интерес вызывают возможно�
сти несущей способности изделия в случае тор�
цевого или радиального нагружения, возника�
ющие при этом напряжения и деформации.
Интересны  также экспериментальные иссле�
дования  критического нагружения  при поте�
ре устойчивости.

Вопросы потери устойчивости оболочек, в
том числе и за пределами упругости  рассмот�
рены в работах  [6,7] .

Установлено [6], что в основном потеря ус�
тойчивости за пределами упругости имеет ме�
сто для оболочек  с параметрами ≥D

S 0, 005,
где S � толщина стенки, D � диаметр цилинд�
рической оболочки. Потеря устойчивости  для
оболочки с меньшими значениями выбранно�
го  параметра носит преимущественно упругий
характер, как это показано в работе [6]. При�
чем на характер потери устойчивости могут
влиять неоднородность материла, наличие де�
фектов, в том числе механических, и ряд дру�
гих факторов.

Ряд работ [8�10] описывают поперечную
потерю устойчивости и разрушение круглых
труб.

Работа [11]  посвящена диссипации энергии
при осевом  разрушении труб, а [12] осесим�

Современная промышленность выпускает
достаточно много сложных пространственных
изделий. В том числе полые   осесимметрич�
ные заготовки в виде оболочек, которые явля�
ются элементами конструкций  различного на�
значения, в том числе строительного. Основное
преимущество подобных конструкций заклю�
чается в том, что они являются как цельными,
так и полыми одновременно, что позволяет со�
единять высокие эксплутационные, в том чис�
ле прочностные характеристики при относи�
тельно небольшом собственном весе.

Возможности получения изделий типа по�
лых оболочек различной конфигурации рота�
ционным деформированием отражены в рабо�
тах  [1�3].

Получение аналогичных металлоизделий
рационально в условиях небольших предпри�
ятий, имеющих парк металлорежущего обору�
дования, в частности при использовании метал�
лорежущих станков после несложной модерни�
зации [4,5].

Однако с целью производства таких изде�
лий,  а также расширения возможностей ис�
пользования полых заготовок, в частности, как
элементов металлоконструкций,  необходимо
провести ряд исследований как теоретических,
так и экспериментальных.
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метричному разрушению круглых труб при
осевом сжатии.

В труде [13] рассматривается моделирование
с использованием метода конечных элементов
разрушения с потерей устойчивости квадратных
труб при высоких скоростях деформации.

В предшествующих работах рассмотрение
проблемы ограничилось только простыми фор�
мами оболочек с различными комбинациями
их нагружения.

Практический же интерес в настоящее вре�
мя существует к проблеме потери устойчивос�
ти оболочек более сложных конфигураций.

Целью настоящей работы является теорети�
ческие и экспериментальные исследования
критического деформирования изделий в виде
осесимметричных оболочек сложной формы.

В качестве метода теоретических исследо�
ваний принят конечно�элементный анализ,
использованный в трудах [14,15,16], в случае
исследования локальной потери устойчивости
и технологии.

Рис. 1. Типы  изделий, используемые для  модели�
рования устойчивости.

а — заготовка, при  0067,0=D
S ;

б — заготовка, при 027,0=D
S

 а б

а

в

б

г

Рис. 2 Распределение эквивалентных деформаций экв'ε  (а,в,г) и деформации xε  (б), в случае потери
устойчивости для заготовки 0067,0=D

S (а), заготовки 027,0=D
S (б).

а, б — потеря устойчивости оболочки, при  осевом нагружении, p = 107 Па  (а), p =  108 Па  (б);
в, г — потеря устойчивости оболочки, при радиальном нагружении, p =  108 Па
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При моделировании использовались эле�
менты (рис. 1) с геометрическими характерис�
тиками D хS= 150х1; 72х2мм рис.1.  В качестве
материала использовалась Ст.0. Число элемен�
тов не превышало 20 000, время расчета от 40
до 160 мин на ПЭВМ с процессором 2,4 ГГц.

На рис. 2 приведены результаты проведен�
ного моделирования, где показана  интенсив�
ность деформаций. Они свидетельствуют о раз�
личном характере локальной потери устойчи�
вости заготовки в случае осевого и радиально�
го нагружений.

Интенсивность деформаций определялась
по выражению:

3
2 21

'
εεε +

=экв
,

где 1ε  и 2ε — главные деформации.
В  первом случае, при осевом нагружении,

(рис.2а), потеря устойчивости наблюдается при
цилиндрической   кромке  заготовки относи�
тельной длины =R

L 0,25, во втором  =R
L 0,14,

(рис.2б). Причем в первом и во втором случа�
ях происходит симметричная форма потери ус�
тойчивости цилиндрической части оболочки,

при этом отличаются лишь значения критичес�
ких нагрузочных осевых напряжений.

Максимальная  интенсивность деформаций
в первом случае =max' ,эквε  2,1…2,7х10�2 , а во
втором =xε 1,5…1,84х10�2.

Для случая радиального нагружения, устой�
чивость теряет в целом область цилиндричес�
кой втулки заготовки, рис.2 в, г.

Характер потери устойчивости согласуется
с результатами, приведенными  в работе [6].

На рис. 3 приведено распределение интен�
сивности напряжений по Мизесу для указан�
ных осевого (рис. 3 а, б) и радиального (рис. 3
в, г)  способа нагружения  заготовок.

Интенсивность напряжения по Мизесу на�
ходилась как

2
32

2
31

2
21 )()()(2

1 σσσσσσσ −+−+−=э ,

где 1σ , 2σ , 3σ � главные напряжения.
В случае осевого нагружения торца заготов�

ки  потеря устойчивости наблюдается на  тор�
цевой цилиндрической  части  заготовки, рис.
3 а,  при максимальных значениях интенсив�
ности напряжений по Мизесу maxσ ≅ Тσ , рис.
3а,б.

а, б — осевое нагружение распределенной нагрузкой , p =  107 Па (а) , p = 1х108 Па (б);
в, г — радиальное нагружение распределенной нагрузкой, p = 1х108 Па;

Рис. 3  Распределение интенсивности напряжений по Мизесу для  Ст. 0, Тσ =106 МПа.

а б

в г
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В случае нагружения радиальной нагрузкой
p = 1х108 Па заготовки втулки, рис. 1 а, наблю�
дается потеря устойчивости донышка втулки,
при maxσ ≅ Тσ .

Для случая, рис. 1 б, p = 1х108 Па также
наблюдается потеря устойчивости заготовки  в
области донышка втулки, при этом  maxσ ≅ Тσ ,
рис. 3 г.

Отсюда следует, что конечно�элементный
анализ позволил установить уровень критичес�
ких напряжений при осевом радиальном сжа�
тии,  а также возникающие при этом формы
потери устойчивости.

Проведем сравнение значений параметров
полученных МКЭ и аналитическими метода�
ми  в соответствии с работой  [6] . На основе
результатов, полученных автором работы [7],
сравним  значения величин полученных кри�
тических усилий в двух случаях нагружения
осевого и радиального. При  этом =E

Eс 0,8,
=E

Eк 0,7,  где E , cE , кE — модули Юнга, в том
числе касательный и секущий.

Сравнение результатов, полученных в соот�
ветствии с работой [6], показало, что итоги КЭ
моделирования дают более низкие результаты
критических напряжений, чем полученные ана�
литическим путем. Причем эта разность умень�
шается с ростом относительной толщины стен�
ки R
s , где s— толщина стенки, а R— радиус

оболочки. Наиболее ярко эта тенденция про�
является при ≥R

s 100, рис.4.
Это можно объяснить применимостью ре�

зультатов аналитических расчетов в основном
для средних и длинных оболочек с отношени�
ем 1≥R

L , где L— длина оболочки, в нашем

же случае мы имеем дело с короткими оболоч�
ками.

Результаты радиального нагружения обо�
лочки, полученные при расчете разными мето�
дами, приведены на рис. 5. В случае использо�
вания аналитического метода принято, что

=E
Eс  0,8, =E

Eк 0,7,  33,1=R
L .

Рассмотрение результатов, полученных при
теоретических расчетах с использованием фор�
мулы Джерара [6] и методом КЭ, (рис. 5), по�
казывает, что последний дает завышенные ре�
зультаты по сравнению с аналитическим мето�
дом, и эта разница существенна при значениях

≥R
s  60.

Это можно объяснить также ограниченной
применимостью формулы Джерара к относи�
тельно коротким оболочкам, рис.1, а  также вли�
янием фланцевых частей металлоконструкции.
Ненагруженные фланцевые части изделия в
рассматриваемых случаях будут резко увели�
чивать величину прикладываемых критичес�
ких напряжений.

Экспериментальная проверка возможности
потери устойчивости оболочки при осевом сжа�
тии осуществлялась на  специально изготовлен�
ных защемленных трубках, рис.6 а.

При осадке использовались специально про�
точенные трубки с внутренним диаметром

oD = 38,5мм, в интервале толщин S =0,4...0,9 мм.
В результате проведения эксперименталь�

ных исследований с использованием простого
приспособления получены графики зависимо�
сти осевой нагрузки Q  от смещения пуансона
(рис.6), в качестве линии тренда для усилий
применялся полином.

Рис. 4. Сравнение критических нагрузок для осево�
го нагружения  оболочки, полученных при проведе�
нии КЭ анализа, кривая �1, с  аналитическими, кри�
вые 2 и 3  , для толщин оболочки, где  2� =S 1,0 мм,
3� =S 2,0 мм.

Рис. 5 Сравнение результатов при радиальном  на�
гружении  оболочки  полученных при проведении
КЭ анализа – кривая 1, с  результатами, полученны�
ми в работе [7] – кривая 2.
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Рассмотрение графиков (рис. 6 б) свиде�
тельствует о  наличии максимумов  усилия при
образовании гофров в случае потери  устойчи�
вости оболочки. Первому  гофру соответству�
ет первый максимум (рис.6 б), а затем следует
разгрузка оболочки.

Второму гофру� второй максимум на графи�
ке, рис.6 б, с несколько  меньшим значением
величины нагружения.

Результаты  проведенных эксперименталь�
ных исследований торцевого нагружения обо�
лочки осевым усилием до потери устойчивос�
ти, а также графики сравнения с результатами
теоретических исследований показаны на рис.7.

Анализ результатов экспериментальных ис�
следований свидетельствует о возможной

потере осевой устойчивости оболочки в диапа�
зоне полученных критических напряжений,
(рис. 7 а). Эта потеря устойчивости может
иметь многократный характер при относитель�
ном падении нагрузки и последующем переме�
щении нагрузочного пуансона, рис. 7 б.

Сравнение экспериментальных результатов  с
теоретическими показывают, что аналитические
решения в диапазоне относительных толщин обо�
лочки ≤R

s  50 дают явно завышенное значение
критических напряжений, решение с использо�
ванием метода конечных элементов несколько
заниженное.  Причем уровень  совпадения с ре�
зультатами конечно�элементного анализа значи�
тельно выше. Последнее можно объяснить опре�
деленным  разбросом механических свойств

а — приспособление для  осевого нагружения оболочки;
б — графики изменения усилия Q для осевого нагружения

Рис. 6.  Определение осевой нагрузки  в зависимости от l — смещения  пуансона при осадке трубки D = 38,5 мм,
с толщинами , 1� S = 0,5 мм, =R

L 0,14; 2�S= 0, 6 мм, 21,0=R
L .

а б

а, б — формы потери осевой устойчивости оболочки;
в — сравнение результатов экспериментальных и теоретических исследований.

Рис. 7.  Результаты экспериментального исследования потери устойчивости оболочки  при осевом
нагружении, где 1, 2� расчетные значения; 3 — экспериментальные значения;  4 — МКЭ.

а б в
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материала образцов, более высокими значени�
ями относительной толщины стенки заготов�
ки,  а также разнотолщинностью образцов.

Недостаточное совпадение с результатами
аналитических расчетов объясняется неточно�
стью используемых аналитических выражений
[6] при анализе коротких оболочек.

Выводы:

— Предложенные новые элементы металло�
конструкций полого типа, полученные с ис�
пользованием процессов  ротационного де�
формирования.

— Проведено решение с использованием МКЭ
при осевой нагрузке на торец изделия и ра�
диальном сжатии втулки, позволившее по�
лучить формы потери устойчивости, соот�
ветствующие классическим.

— Решения  МКЭ для критического напряже�
ния осевого и радиального сжатия дают за�
ниженные значения критических напряже�
ний по сравнению с аналитическим мето�
дом, что свидетельствует  об ограниченной
применимости аналитических решений в
области так называемых коротких оболочек,
а также  о влиянии концевых частей метал�
локонструкции.

— Экспериментальные исследования на труб�
ках показали соответствие характера поте�
ри устойчивости ранее полученным резуль�
татам, а также возможность многократной
потери устойчивости при осевом нагруже�
нии  в диапазоне рассмотренных парамет�
ров оболочки.

— Проведенное сравнение эквивалентных кри�
тических напряжений, полученное теорети�
чески и экспериментально,   показало, что
аналитический способ дает завышенные
значения критических напряжений, а МКЭ
� несколько  заниженные. Использование
аналитических выражений (формула Дже�
рара) для коротких оболочек нецелесооб�
разно.
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