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Анотація. Визначення напруженого стану конструкцій, що перебувають у процесі експлуатації, най�
частіше є досить складною багатофакторною задачею. Одним з методів, які дозволяють вирішити цю
задачу для фермових конструкцій, є вібраційний метод. В основі вібраційного методу лежить за�
лежність частоти власних поперечних коливань стержня фермової конструкції від поздовжнього зу�
силля в ньому. Основним питанням застосування вібраційного методу є визначення параметрів прий�
нятої динамічної моделі � ефективної довжини стержня і коефіцієнтів  пружного закріплення гранич�
них точок. Для визначення цих параметрів в 70�х роках минулого сторіччя вченими ЦНІІПБК були
розроблені способи додаткового навантаження і додаткових зв'язків. Однак через складність їхнього
натурного застосування ці способи не одержали широкого поширення. У даній статті приводяться
основні теоретичні положення ще одного способу уточнення параметрів динамічної моделі вібрацій�
ного методу � способу варіації мас. Запропонований спосіб варіації є найбільш простим у плані прак�
тичного застосування та забезпечує достатню точність вібраційного методу.
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Аннотация. Определение напряженного состояния конструкций, находящихся в процессе эксплуа�
тации, зачастую является достаточно сложной многофакторной задачей. Одним из методов, позволя�
ющих решить эту задачу для ферменных конструкций, является вибрационный метод. В основе виб�
рационного метода лежит зависимость частоты собственных поперечных колебаний стержня фер�
менной конструкции от продольного усилия в нем. Основным вопросом применения вибрационного
метода является определение параметров принятой динамической модели � эффективной длины стер�
жня и коэффициентов  упругого закрепления граничных точек. Для определения этих параметров в
70�х годах прошлого столетия учеными ЦНИИПСК были разработаны способы дополнительной
нагрузки и дополнительных связей. Однако по причине сложности их натурного применения эти
способы не получили широкого распространения. В данной статье приводятся основные теоретичес�
кие положения еще одного из способов уточнения параметров динамической модели вибрационного
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метода � способа вариации масс. Предложенный способ вариации масс является наиболее простым в
плане практического применения и обеспечивает достаточную точность вибрационного метода.

Ключевые слова: вибрационный метод, динамическая модель, способ вариации масс.

МАSS VARIATION TECHNIQUE FOR SPECIFYING PARAMETERS OF
THE VIBRATION METHOD DYNAMIC MODEL

A.М. Yugov, Ye.V. Denisov
Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture,

 Derzavin str. 2, 86123, Makeyevka, Ukraine.
E�mail: denissovev@ukr.net

Received 6 April 2007; accepted 20 April 2007

Abstract. It is often quite a multifactor task to determine a stressed state of structures under operation.
One of the methods that allows  solving this task for frame structures is the vibration method based on the
dependence of natural lateral vibration frequency of a frame structure rod on a longitudinal force in it. The
main idea of  applying the vibration method is to determine the parameters of the accepted dynamic model
� an effective rod length and the coefficients of elastic fastening of boundary points. For determining these
parameters a technique of an additional loading and additional bonds were developed by the scientists of
the Central Research Institute of Building structures in the 70�s  of the last century. But these methods were
not widely used because of the complexity of their in�situ application. The paper presents the basic theoretical
principles of another technique for specifying parameters of the vibration method dynamic model, that is
the mass variation method. That is the simplest method in terms of  its practical application and it provides
a sufficient accuracy of the vibration method.

Keywords: a vibration method, a dynamic model, a mass variation method.

Введение

На сегодняшний день накоплен значительный
практический и научно�методический опыт
оценки технического состояния строительных
конструкций [2, 3, 8, 16]. Тем не менее, задача
оценки НДС (напряженно�деформированного
состояния) конструкций, находящихся в про�
цессе эксплуатации, является достаточно слож�
ной. Причиной этому служит влияние множе�
ства факторов: наличие дефектов и поврежде�
ний конструкции, полнота информации о не�
совершенствах и нагрузках, наличие информа�
ции об истории нагружения конструкции и пр.
Учет в инженерных расчетных схемах несовер�
шенств часто приводит к необходимости моде�
лирования нелинейных процессов деформации
системы, в связи с чем трудоемкость подобных
расчетов возрастает [5]. Таким образом, чрез�
вычайно актуальным является  вопрос об адек�
ватности подобной расчетной схемы с реаль�
ным сооружением.

Оценка НДС эксплуатируемых конструк�
ций экспериментальными методами не получи�
ла на сегодняшний широкого распространения.
Первопричиной этого является сложность
практического исполнения. Применение широ�
ко распространенных методов контроля прира�
щений деформаций – тензометрии, фотомет�
рии и др., как правило, в натурных условиях
затруднительно, поскольку требует дополни�
тельных нагрузок на конструкции. Помимо это�
го, подобные методы не дают количественной
характеристики НДС эксплуатируемой конст�
рукции. Существуют и другие методы, реали�
зация которых зачастую не требует дополни�
тельных нагрузок и дает количественный ре�
зультат [13]. Одним из таких методов является
вибрационный метод. Само понятие “вибра�
ционный метод” подразумевает анализ дина�
мических характеристик исследуемого объек�
та при возбуждении его колебаний. На сегод�
няшний день вибрационный метод получил
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широкое применение в машиностроении и об�
ластях сопряженных с ним [1, 4, 6, 7]. В строи�
тельной области благодаря исследованиям
Крылова Н.А., Пикулева Н.А., Сперанского �
Б.А., Судакова В.В. и др. вибрационный метод
получил распространение для определения
усилий в арматурных стержнях, тросовых за�
тяжках, канатах и т.п.

Для определения усилий в элементах фер�
менных конструкций вибрационный метод был
создан в 70�х годах прошлого века учеными
ЦНИИПСК, среди которых следует отметить
Файнберга И.И, Лурье Ф.М, Трулля В.А. и др.
[10�12, 14]. Однако созданный метод на сегод�
няшний день не получил распространения.
Основной причиной этого является сложность
его практического применения. В отличие от
арматурных стержней и канатов точность виб�
рационного метода для ферменных конструк�
ций очень чувствительна к определению расчет�
ной длины стержня и условий его закрепления.

В этой связи учеными ЦНИИПСК сформу�
лированы фундаментальные принципы уточне�
ния этих параметров динамической модели
вибрационного метода на основе их экспери�
ментального определения [14]. Для уточнения
параметров динамической модели были пред�
ложены два способа [12, 14]. Первый способ –
способ дополнительной нагрузки, предполага�
ет уточнение длины стержня и коэффициентов
угловой жесткости опор на основе создания в
стержне известной добавки продольного уси�
лия, и определение обусловленного этим при�
ращения частоты собственных колебаний. Од�
нако, и процесс создания подобной добавки
усилия в натурных условиях, и процесс экспе�
риментального контроля ее величины являет�
ся достаточно сложными. Второй способ – спо�

соб дополнительных связей, предполагает ус�
тановку дополнительной П�образной рамки в
конструкцию. Трудоемкость этого способа не
меньше, чем предыдущего, особенно если
учесть, что изгибная жесткость элементов рам�
ки должна быть на порядок больше изгибной
жесткости стержней конструкции. Поэтому ак�
туальным является вопрос создания такого спо�
соба уточнения параметров динамической мо�
дели вибрационного метода, который был бы
пригодным для применения в натурных усло�
виях.

Сущность способа вариации масс

Расчетной динамической моделью вибрацион�
ного метода является весомый призматический
стержень на упругих опорах, имеющий неко�
торое продольное усилие, равномерно распре�
деленную массу и сосредоточенную массу в
произвольной точке (рис. 1).

При этом коэффициенты линейной с
лин
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Проведенные исследования [9, 14] показа�
ли, что влияние погрешности величины коэф�
фициентов линейной жесткости опор стержня
S

лин (S
1
, S

2
 на рис. 1), определенных теоретичес�

ким путем методами строительной механики,
на конечный результат усилий в стержне, по�
лученных вибрационным методом, невелико.
Поэтому, наиболее важной задачей является
получение значений эффективной длины

Рис. 1. Расчетная динамическая модель вибрационного метода.
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Для уточнения значений эффективной дли�
ны стержня L и коэффициентов угловой жест�
кости опор стержня S

угл
 может быть использо�

ван способ вариации масс, сущность которого
заключается в определении частот собственных
поперечных колебаний стержня в 4�х состоя�
ниях, в которых изменяется величина и поло�
жение сосредоточенной массы на стержне
(рис. 2). Способ является итерационным и со�
стоит из 3�х отдельных независимых шагов
(рис. 3).

Первый шаг используется для определения
эффективной длины L в предположении, что

Нет

21

3 4

32

Да

Вывод результатов

Проверка
необходимости дальнейших

итераций

Шаг 1. Определение уточненного 
значения эффективной длины L.
Расчетные состояния- "1", "2".
Расчетные частоты -     ,

Получение исходных 
данных

Шаг 2. Определение уточненного 
значения коэффициента     .
Расчетные состояния - "3", "4".
Расчетные частоты -     ,

Шаг 3. Определение уточненного 
значения коэффициента 
приведения длины    .
Расчетные состояния - "2", "3".
Расчетные частоты -     ,

Рис. 3. Алгоритм поиска решений в  соответствии
со способом вариации масс.

Рис. 2. Расчетные состояния в соответствии со спо�
собом вариации масс.

стержня L и коэффициентов угловой жесткос�
ти опор стержня S

угл (S
3
, S

4
 на рис. 1) таким об�

разом, чтобы частота основного тона попереч�
ных колебаний стержня расчетной динамичес�
кой модели соответствовала частоте попереч�
ных колебаний этого стержня в составе конст�
рукции. Использование методов строительной
механики в данном случае малоэффективно [9�
14], поскольку погрешности определения этих
параметров, полученные за счет идеализации
расчетной схемы и определенных допущений,
вносят существенную ошибку в результат виб�
рационного метода.
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коэффициенты угловой жесткости опор S
3
 и S

4

известны, а коэффициенты линейной жестко�
сти S

1
 и S

2
 больше 500 (что удовлетворяет ус�

ловиям закрепления подавляющего большин�
ства стержней ферменных конструкций). В
этих условиях влияние жесткости линейных
связей на величину производной квадрата час�
тоты собственных поперечных колебаний по
нормальным напряжениям в стержне
 ( ) σω ∂∂ 2  ничтожно. Тогда, рассматривая со�
стояния “1” и “2” соответственно стержня без
массы и с массой в середине, отмечается, что
отношение частот собственных поперечных ко�
лебаний стержня в этих состояниях является
функцией безразмерного аргумента x, равного
отношению сосредоточенной массы на стерж�
не к массе самого стержня ( mLM=ξ ). Па�
раметр x в свою очередь является функцией
эффективной длины L.  Таким образом,
 ( ) ( )Lff == ξωω 21 . При этом нетрудно по�
казать, что при увеличении длины стержня
функция соотношения частот 21 ωω  моно�
тонно убывает, асимптотически приближаясь
к единице. Таким образом, для данного соот�
ношения частот существует единственное зна�
чение эффективной длины стержня.

Практически определение значения эффек�
тивной длины на данном шаге может быть про�
иллюстрировано при помощи графика зависи�

мости )( 2ωσ f= , которую в первом прибли�
жении можно трактовать как линейную (рис. 4).
Используется следующий подход: при данном
значении длины L и расчетных частотах w

1
 и

w2 определяют величины напряжений σ1 и σ2

для соответствующих состояний стержня “1”
и “2”. В случае σ

1
<σ

2
 (случай L

2
<L

1
 по рис. 4)

эффективная длина занижена, а коэффициент
ξ соответственно завышен. В случае σ

1
>σ

2

(случай L
3
>L

1
 по рис. 4) эффективная длина

завышена, а коэффициент ξ  соответственно
занижен. Таким образом, применяя итерацион�
ный алгоритм, получим искомое значение эф�
фективной длины.

Второй шаг используется для уточнения со�
отношения коэффициентов угловой жесткос�
ти опор стержня   43 SS=ψ  при известной
эффективной длине стержня L и коэффициен�
те приведенной длины μ. Коэффициент приве�
дения длины μ в этом случае выступает в виде
некоторой вспомогательной характеристики
угловой жесткости обеих опор стержня и оп�
ределяется на основании приведенных в нор�
мах зависимостей [17]:

( ) ( )
( ) ( )4.24.2

8.48.45.0
43

43

+⋅+
+⋅+

=
SS
SSμ .

Рис. 4. Принципиальный способ поиска решения на основе анализа зависимостей квадрата частот собствен�
ных колебаний ω2 от нормальных напряжений в стержне s  для двух расчетных состояний.
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Функция квадрата собственных чисел 2
0λ

от относительной координаты расположения
сосредоточенной массы на стержне U имеет
форму аналогичную форме кривой потери ус�
тойчивости стержня (рис. 5). (Собственные
числа 0λ  – безразмерные параметры, получен�
ные из решения частотного уравнения попереч�
ных колебаний стержня [15]. При отсутствии
продольного усилия в стержне спектр частот
собственных поперечных колебаний весомого
стержня связан со спектром собственных чисел

зависимостью  ( ) mEIL22
0λω = , где EI, L и

m – изгибная жесткость, длина и погонная мас�
са стержня соответственно.) Смещение экстре�
мума функции )(2

0 Uf=λ  от середины проис�
ходит в направлении наименее жесткой  опо�
ры, и максимальная величина смещения состав�
ляет 0,102L (при коэффициенте приведения
длины μ=0,7).

Рассматриваются расчетные состояния “3”
и “4” с соответствующим закреплением масс на
некотором одинаковом расстоянии а>0,102L от

Рис. 5. Зависимость квадрата собственных чисел от относительной координаты расположения массы на стер�
жне при различных соотношениях коэффициентов угловой жесткости опор стержня.

Рис. 6. Зависимость квадрата собственных чисел от относительной координаты расположения массы на стер�
жне при различных  значениях коэффициентов угловой жесткости опор стержня.
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середины. В этом случае нетрудно показать, что
функция  ( )ψλλωω f== 2

04
2
0343  является

монотонно возрастающей, что означает един�
ственность значения коэффициента ψ  для дан�
ного соотношения частот. Поиск значения ко�
эффициента ψ  может быть выполнен анало�
гично шагу 1 на основе анализа зависимости

)( 2ωσ f=  для данных расчетных состояний.
Третий шаг используется для уточнения ко�

эффициента приведения длины m при известной
эффективной длине L и соотношении коэффи�
циентов угловой жесткости ψ. Известно [15], что
собственные числа 0λ  являются функцией жес�
ткости опорных закреплений при неизменных
других параметрах. Так, для стержня без допол�
нительной сосредоточенной массы с шарнирным
закреплением концов 14.30 == πλ ш , с жестким
закреплением  — 23.40 =жλ . Также с увеличени�
ем угловой жесткости опор разность квадратов
собственных чисел стержня без массы и с массой
в любой точке также увеличивается (рис.6). На
этом принципе основан шаг №3. Рассматривают�
ся состояния “2” и “3” с соответствующим зак�
реплением массы в середине и на некотором рас�
стоянии от середины, для которых существует
монотонная функция  ( )μλλωω f== 2

03
2
0232 .

Величина коэффициента μ определяется по со�
отношению частот 32 ωω на основе анализа за�
висимости )( 2ωσ f=  для данных расчетных
состояний.

Весь процесс поиска решения объединяет�
ся в единый итерационный алгоритм (рис. 3).
Условие завершения итерационного процесса
при этом имеет вид εσσσ ≤−= 21f , где ε �
предел точности, который рекомендуется при�
нимать в пределах ε∈[0.01, 0.1] МПа. Несмот�
ря на то, что единственность решения на каж�
дом шаге тела итерационного алгоритма дока�
зана, сходимость общего итерационного про�
цесса зависит от множества факторов. Поэто�
му к условию завершения итерационного про�
цесса также необходимо отнести условие схо�
димости, которое выражается в убывании фун�
кции iiif 21 σσσ −=  при возрастании порядко�
вого номера итерации i. (Необходимо отметить,
что исследования сходимости итерационного
алгоритма, проведенные в работе [9], показали,
что процесс расходится при достаточно больших
начальных ошибках изгибной жесткости EI стер�

жня: при ошибке ΔEI=18÷32% при соответству�
ющей гибкости стержня 14070 ÷=λ ).

Способ вариации масс является приближен�
ным, поскольку является итерационным реше�
нием системы уравнений с тремя разрешающи�
ми уравнениями и четырьмя неизвестными.
Точность полученного решения способом вари�
ации масс исследовалась при различных вели�
чинах нормальных напряжений, коэффициен�
тов угловой жесткости опор стержня, началь�
ных погрешностей коэффициентов угловой
жесткости опор, гибкости стержня, а также наи�
более неблагоприятного сочетания ошибок
этих факторов [9]. При этом для избежания
влияния фактора сходимости итерационного
алгоритма использовались результаты, полу�
ченные только после первой итерации. Такой
подход трансформирует представленный ите�
рационный алгоритм (рис. 3) в простой шаго�
вый. Получено, что при начальной погрешнос�
ти величин относительных коэффициентов уг�
ловой жесткости не больше 10%, величина по�
лученных напряжений способом вариации масс
имеет абсолютную погрешность не больше
Δσ=(140/λ)2, что, например, для гибкости
λ=100 составляет 1,96 МПа.

Практическое применение способа
вариации масс

Способ вариации масс является сегодня наи�
более простым с точки зрения практического
применения при использовании вибрационно�
го метода в натурных условиях. Для его реали�
зации требуется тарированная масса
M=(0.1÷0.3)mL, которая жестко закрепляется
на стержне либо при помощи шпильки, напри�
мер, для поперечного сечения из спаренных
уголков (рис. 7), либо с использованием спе�
циальных элементов крепления (рис. 8).

Точки закрепления сосредоточенной массы
на стержне определяются расчетными состоя�
ниями способа вариации масс (рис. 2). В состо�
янии “2” середину стержня определяют путем
деления его на равные части между ближай�
шими точками узлового закрепления (крайни�
ми болтами, краями сварных швов и т.п.). Зак�
репление массы в расчетных состояниях “3” и
“4” производят смещением от середины на
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Рис. 7. Возбуждение поперечных колебаний стерж�
ня с закрепленной сосредоточенной массой.

Рис. 8. Схема крепления сосредоточенной массы на
стержне трубчатого сечения.

одинаковые расстояния а=(0,15÷0,3)L к ле�
вой и правой опоре. В каждом из состояний
вызываются собственные поперечные колеба�
ния стержня, и определяется значение соб�
ственной частоты колебаний основного тона.
Применение вибрационного метода с исполь�
зованием способа вариации масс в натурных
условия приведено в [9, 18, 19].

Выводы

Способ вариации масс позволяет наиболее про�
сто в плане практического применения в срав�
нении с известными аналогами производить
уточнения параметров динамической модели
вибрационного метода. Способ вариации масс
экспериментальным путем в натурных услови�
ях позволяет уточнить эффективную длину и
характеристики закрепления испытываемого
элемента и тем самым обеспечить удовлетво�
рительную точность определения действую�
щих продольных усилий в стержнях фермен�
ных конструкций вибрационным методом.
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