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Анотація. У статті проведено аналіз третьої рівності системи основних співвідношень [3], які містять
три коефіцієнти масштабування для імітації ожеледі в кліматичній камері ДонНАБА, а також представ�
лена параметрична система рівнянь. Ця залежність відрізняється від двох попередніх тим, що зв’язує
величини К

d
, К

n
, Kρв

, які характеризують водяний потік. Проведено аналіз явної залежності масштабно�
го коефіцієнта щільності води Кρb

 від кількості молекул води К
n
. Знайдено вирішення окремих похідних

функцій  g
1
(ΔKρв

,ΔК
n
), які прирівняні до нуля, що, по�перше, представляють рівняння прямих, на яких

розташовуються вершини еліпса, а, по�друге, із системи отриманих рівнянь знайдені покладені центри
еліпса ΔКρв

=0,6 та ΔК
n
=0,6. При рішенні даної задачі необхідно знати можливі зміни масштабних ко�

ефіцієнтів, щоб швидше знайти потрібний варіант рішення. Так, у першій напівсистемі передбачалося,
що обмежено коефіцієнти К

в
<1 та Кν<1, а в другій системі відомій системі Кτ і незалежної К

d
.

Ключові слова: масштабні коефіцієнти, система рівнянь, кліматична камера ДонНАБА, експеримент,
натура, модель, ожеледь, потік повітря, система координат, гіпербола, пряма, крива, ряд Тейлора.
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Аннотация. В статье произведен анализ третьего равенства системы основных соотношений [3], со�
держащих три коэффициента масштабирования для имитации гололеда в климатической камере
ДонНАСА, а также представлена параметрическая система уравнений. Эта зависимость отличается
от двух предыдущих тем, что связывает величины К

d
, К

n
, Kρв

 характеризующие водяной поток. Про�
веден анализ явной зависимости масштабного коэффициента плотности воды Кρb

 от количества мо�
лекул воды К

n
. Разрешены частные производные функции g

1
(ΔKρв

,ΔК
n
), приравненные нулю, кото�

рые, во�первых, представляют уравнения прямых, на которых располагаются вершины эллипса, а во�
вторых, из системы полученных уравнений найдены положенные центры эллипса ΔКρв

=0,6 и ΔК
n
=0,6.

При решении данной задачи необходимо знать возможные изменения масштабных коэффициентов,
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чтобы быстрее найти нужный вариант решения. Так, в первой полусистеме предполагалось, что
ограничены коэффициенты К

в
<1 и Кν<1, а во второй системе известной системе Кτ и независимой

К
d
.

Ключевые слова: масштабные коэффициенты, система уравнений, климатическая камера
ДонНАСА, эксперимент, натура, модель, гололед, поток воздуха, система координат, гипербола,
прямая, кривая, ряд Тейлора.
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Abstract. In article the analysis of the third equation of the main correlations system [3] containing three
coefficients of scaling for the glased frost imitation in the climatic chamber of DSACA has been made, as well
as parametric system of the equations has been represented. This dependency differs from two previous by
linking the values К

d
, К

n
, Kρв

 characterizing water flow. There has been made the evident dependency analisis
of the scale coefficient for water density Kρв

 from amount of the molecules in water K
n
. The Particular derived

functions g1(ΔKρв
,ΔК

n
) leveled zero have been resolved, which, first, represent the straight lines equations

where the tops of the ellipse are placed, but secondly, from system of the got equations centres of the ellipse
ΔКρв

=0,6 and ΔК
n
=0,6. Have been found while solving given problems it is necessary to know possible change

of scale coefficients to find the necessary soltion version. So in the first semisystem it was suposed limited
coefficients К

в
<1 and Кν<1, but in the second system known as Кτ and independent К

d
.

Keywords: scale coefficients, system of equalizations, climatic chamber of DSACA, experiment, nature,
model, gololed, blast, the system of co�ordinates, hyperbola, is direct, curve, the row Teylor.

1. Анализ третьего равенства

13 =×× вnd KKК ρ

Эта зависимость отличается от двух предыду�
щих тем [3], что связывает величины Кd, Кn, Kρв,
характеризующие водяной поток. Проводим
анализ следующей явной зависимости масш�
табного коэффициента плотности воды Кrb от
количества молекул воды Кn:

n
db Κ

Κ=Κ − 13
ρ

. (1)

Причём диаметр молекулы Кd
�3 считаем за�

данной величиной.
Для масштабного коэффициента Кd<1 вели�

чины 3−Κ d >1 и соответствующая ветвь гипер�
болы на рис. 1 зависимости (1) находится выше

гиперболы, определяемой при Кd=1 и проходя�
щей через точку (Kn; Kρв)=(1;1). Когда Кd>1,
то кривая (1) пересекает прямые Kρв=1 и Kn=1
соответственно в точках Kn=Кd

�3<1 и Kρв=Кd
�3<1.

Построенные кривые показывают, что уменьше�
ние диаметра молекул воды приводит к увели�
чению плотности воздушной массы и количе�
ства в ней молекул воды, а увеличение диамет�
ра – к понижению численности молекул и сни�
жению плотности воздушной массы воды. Как
распределяются приращения ΔKρв и ΔKn между
масштабными коэффициентами при изменении
величины Кd можно наблюдать на рис. 1, а мож�
но получить этот анализ отдельно.

Для функции KБв(Кd, Kn) находим частные
производные первого порядка [1,2,5,7,9,10,14]:

14  ,3 −− Κ⋅Κ−=
Κ∂

Κ∂
nd

d

bρ



Анализ равенств нахождения масштабных коэффициентов для имитации гололеда... 79

23 −− Κ⋅Κ−=
Κ∂

Κ∂
nd

n

bρ

и второго порядка:

15
2

2

  ,12 −− Κ⋅Κ=
Κ∂
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nd

d

bρ
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 ,3 −− Κ⋅Κ=
Κ∂Κ∂

Κ∂
nd

dn

bρ

33
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2

2 −− Κ⋅Κ=
Κ∂

Κ∂
nd

n

bρ
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Учитывая значения выражений:

1332415 =Κ⋅Κ=Κ⋅Κ=Κ⋅Κ −−−−−−
ndndnd

записываем приращение
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относительно приращений ΔKd и ΔKn фиксиро�
ванном значении ΔKρв эта зависимость являет�
ся уравнением второго порядка g(ΔKd,ΔKn)=0;

 

03
)(3)(6 22

=ΔΚ−ΔΚ−ΔΚ−
−ΔΚ+ΔΚ⋅ΔΚ+ΔΚ

bnd

nndd

ρ
(2)

Тип кривой определим через вычисление её
инварианта:
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При условиях А≠0, А33>0 и А·S<0 имеем
эллипс, а в случае А·S>0 он будет мнимым.
Величина S>0 знакопостоянная, а определи�
тель А<0 только в случае положительных и
отрицательных ”КБв>0 и ”КБв Є (�0,4;0). Для
равенства ”КБв=0 и S>0 кривая второго поряд�
ка выражается в совокупности двух мнимых
непараллельных сопряженных прямых.

Рис. 1. Зависимость Кρв
 от К

n
.
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Рис. 2. Зависимость ΔК
d
 от ΔК

n
.
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Вариант ΔKρвЄ[�0,4;0]. Для функции
g(ΔКd;ΔКn) вычисляем частные производные:
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Из равенств их нулю находим уравнения
прямых Р2 и Р1, на которых располагаются вер�
шины эллипсов (рис. 2).

 
 0123

 и   014
=−Δ+Δ
=−Δ+Δ

nd

nd

KК
KК

(3)

На рис. 2 имеются горизонтальные и верти�
кальные прямые.

Они понижены в случаях ΔKρв=0 и ΔKρв=0,5.
Из совместности их решения находим центр эл�
липсов ΔКn=0,2 и ΔКd=0,2. Записывая уравне�
ние (2) относительно выражений (3):

 ( ) ( )
( )          4,040

151415 22

в

nnd

K
KКК

ρΔ+=
=−Δ+−Δ+Δ

(4)

 ( ) ( )
( )    4,020

1531235 22

в
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K
KKК

ρΔ+=
=−Δ+−Δ−Δ

(5)

определяем из этих равенств вторые оси эллип�
са – прямую ΔКn=0,2 к прямой Р2 и прямую
ΔКd=0,2 к прямой Р1.

Разрешая зависимости (4) и (5) относитель�
но величин:
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Запишем зависимость (1) в ином явном
виде:
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Для функции Кd (Кρв, Кn) вычисляем част�
ные производные первого и второго порядков
[1,2,5,7,9,10,14]:
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Учитывая в точки (Кρв, Кn)=(1;1) значения
функций:
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находим приращение ΔКd, получаем по форму�
ле Тейлора [1,2,5,7,9,10,14]:
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При фиксированном значении ΔКd получа�
ем относительно переменных ΔКrв и ΔКn урав�
нение второго порядка  ( ) :0,1 =ΔΔ nв КKg ρ
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Тип кривой определим через вычисление
инвариант:
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Определитель А=�54(115ΔКd)<0 при
ΔKd Є [�0,2;1]. Поэтому при условиях А≠ 0,
А33>0 и А·S<0 имеем разные (канонические)
уравнения одного эллипса:

 ( ) ( )
( )d

вnв

К

ККК

Δ+=

=−Δ+−Δ+Δ

2,072

3516,034 22
ρρ

(8)

или

 ( ) ( )
( )d

вnв

К

ККК
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2,072

356,034 22
ρρ (9)

Частные производные функции
g1(ΔKρв,ΔКn):

 ( )
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g

ρ
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приравненные нулю, во�первых, представляют
уравнения прямых, на которых располагаются
вершины эллипса, а во�вторых, из системы по�
лученных уравнений  находим положенные
центры эллипса ΔKρв=0,6 и ΔКn=0,6. Этими за�
висимостями определены прямые параллель�
ными осями координат. Выражения ΔKρв

�0,6 и
ΔКn

�0,6 входят в соответствующие уравнения (5)
и (6). Если учесть, что число в уравнении (4)
приращений ΔKρв и ΔКn можно поменять мес�
тами, что из уравнений (4) и (8) получены ог�
раничений на изменения приращений снизу:

ΔКdЄ[�0,2;1,0], ΔKρвЄ[�0,4;1,0], ΔКnЄ[�0,4;1,0].
Пусть ΔКd=�0,2, тогда ΔKρв=0,6; ΔКn=0,6; со�

гласно (8).
Значение ΔKρв=0,6 вносим в (4):

 ( ) ( ) 40151415 22 =−Δ+−Δ+Δ nnd КKК .

Пересекаем этот эллипс прямой ΔКn=0,6
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На прямой Р2: 0123 =−Δ+Δ nd КК  опреде�

лим точку горизонтального при ΔКd=�0,2:
3(�0,2)+2ΔКn�1=0

2ΔКn=1,6 ΔКn=0,8

Вычисляем значение ΔКρв:
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2. Параметрическая система уравнений

Модель для проведения испытаний в климати�
ческой камере ДонНАСА [4] считается извест�
ной и соизмеримой масштабным коэффициентом
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Кв с натурным объектом исследования. Поэто�
му выбор модели [11,12,13], а значит опреде�
ление коэффициента масштабирования Кв

можно отнести к первоочередной задаче и да�
лее величину Кв будем называть независимой
переменной. Покажем, как остальные семь ко�
эффициентов исследуемой системы четырёх
уравнений представляются функциями указан�
ной переменной [3].

При коэффициенте первых двух уравнений
КvКτ=Кв и КвКν=Кv запишем в виде:

Кv=Кв
х , Кτ=Кв

1�х, Кν= Кв
х�0,75 (10)

Эта система уравнений примечательная тем,
что содержит в показатели степени перемен�
ной Кв произвольную величину Х – параметр.

Учитывая область определения переменной
КвЄ(0;1), строим графики показательных фун�
кций (10) (рис. 3).

Из рис. 3 следуют выводы, которые допол�
няют предыдущее исследование. Равенство
Кv =Кν принимает вид Кв=Кв

1�х и выполняется
для х=0,5. Второе равенство Кν=Кτ имеет мес�

то при 
 

Χ−−Χ
Κ=Κ 14

1

bb , когда 
 

8
5

=Χ .

Ранее приводилось условие Кв<Кν. Оно вы�
полняется на интервале (0;1) изменения пара�
метра Х, согласно тому, что возведение поло�
жительного числа меньшего единицы в дроб�
ную степень, меньшую единицы, приводит к
увеличению результата.

Значения масштабного коэффициента Кτ<1
для ХЄ(0;1) и будет больше 1, когда выполне�
но условие Кв<Кυ. Для всех значений Х имеет
место неравенство Кν>Кυ.

Третье уравнение Кd
3 Кn Кρb=1 не зависит

непосредственно от первых двух уравнений,
хотя косвенная связь существует. Выделяем в
этом уравнении независимую переменную Кd

и с помощью параметра Z записывается третье
уравнение в параметрической форме:

Кρb=Кd
z, Кn=Кd

�z�3 (11)

На рис. 4 представлены графики этих зависи�
мостей в случаях Кd<1 (рис. 4а) и Кd>1 (рис. 4б).

Равенство Кn=Кρb выполняется при z=�1,5,
а другие отношения между коэффициентами
можно видеть на рис. 4.

Четвёртое уравнение Кd
2 Кv=КвКμ является

связующим между первыми двумя и третьим,
и оно принимает вид:

( ) 21
d

х
в ККК ⋅= −

μ

Не будем его рассматривать как функцию
д в у х  п е р е м е н н ы х ,  а  в в е д е м  е щ е  п а р а м е т р  y, та�
ким образом:

( )

( )( )
2

11

1 ,
−−

−

=

=
ух

вd

ух
в

КК

ККμ

(12)

Если Кв<1, тогда хЄ(0;1).
Опуская два равенства (3.4), образующего

отдельное решение, и учитывая уже использо�
ванное (3.8), будем иметь еще три равенства:
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Рис. 3. Зависимость ΔК
V
 от ΔК

в
 и ΔКτ.
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Для проведения анализа существования ре�
шений с помощью равенства Кμ·Кn=1 достаточ�
но в предыдущих рассуждениях поменять ме�
стами индексы n и ρв. Из двух последних вы�
ражений в (13) необходимо использовать одно,
например, Кn·Kτ=1. Тогда уравнения (10), (11)
принимают вид:

  21
dККК ⋅= −

μτ (14)

    11 −− ⋅= dвn ККК ρ (15)

Эта система отличается от системы тем, что
в каждом уравнении присутствуют разные мно�
жители Кμ�1 и Кρв�1, поэтому точка пересечения
параболы и гиперболы принадлежит прямой
Кd=1 только в случае Кμ=Кρв. Для остальных
значений этих величин получаем равенство:

 
  3

в
d К

К
К

ρ

μ= (16)

Из него при выбранном коэффициенте мас�
штабирования Кd определяется зависимость:

 
вd ККК ρμ ⋅= 2 (17)

и, наоборот, задавая значения Кμ и Кρв нахо�
дим величину

 
 3

в
d К

К
К

ρ

μ= (18)

Рис. 4б. Зависимость при К
d
>1.Рис. 4а. Зависимость при К

d
<1.
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Существует еще третий случай Кτ
≠ Кn, в ко�

тором несовместные уравнения (14), (15) слу�
жат для определения одной величины при из�
вестных двух других.

При уЄ(0;1) имеем Кd>1 и Кμ<1, тогда у>0,
то Кμ< Кd<1.

Итак, имея систему уравнения:
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при выбранном профиле Кв и подбирая парамет�
ры х, у, z, можно найти необходимое решение.

Примечание

Следует хорошо знать возможные изменения
масштабных коэффициентов, чтобы быстрее
найти нужный вариант решения. Так, в первой
полусистеме предполагалось, что ограничены
коэффициенты Кв<1 и Кν<1, а во второй систе�
ме изменой системе Кτ и независимой Кd.
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