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Анотація. Стаття присвячена застосуванню розробленої методики з пружно�пластичного напруже�
но�деформованого стану оболонок довільної форми на основі теорії малих пружно�пластичних де�
формацій. Лінеаризація рішення задач виконується методом пружних рішень з використанням варіа�
ційних рівняннянь Лагранжа. При його записі зв’язок між напруженнями і деформаціями представ�
лено у формі закону Гука, але з додатковими членами, які враховують пластичні деформації. Кінема�
тичні граничні умови задовольняються точно, а статичні – на вільних від закріплення краях оболон�
ки наближено. В якості прикладу розглядається розрахунок двох незамкнених конічних оболонок
змінної товщини в окружному напрямку і оболонки постійної товщини з однаковою площею пере�
різу, рівняння серединної поверхні яких записані у параметричній формі. Задача вирішується мето�
дом пружних рішень у сполученні з варіаційно�різницевим методом у переміщенні точок серединної
поверхні оболонки. Розв’язання задачі доведено до чисельних результатів. Представлені поля інтен�
сивності дотичних напружень з внутрішньої, зовнішньої світлової і серединної поверхні для усіх трьох
типів оболонок при напружно�пластичному розв’язанні задачі.

Ключові слова: незамкнута конічна оболонка з отвором, варіаційно�різницевий метод, метод
пружних рішень, інтенсивність деформацій зсуву, інтенсивність дотичних напружень, функція
пластичності.
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Аннотация.  Статья посвящена применению ранее разработанной методики по определению упруго�
пластического напряженно�деформированного состояния оболочек произвольной формы на основе
теории малых упруго�пластических деформаций. Линеаризация решения задач выполняется методом
упругих решений c использованием вариационных уравнений Лагранжа. При его записи связь между
напряжениями и деформациями представлена в форме закона Гука, но с дополнительными членами,
учитывающими пластические деформации. Кинематические граничные условия удовлетворяются точ�
но, а статические – на свободных от закрепления краях оболочки приближенно. В качестве примера
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рассматривается расчет двух незамкнутых конических оболочек переменной толщины в окружном на�
правлении и оболочки постоянной толщины с одинаковой площадью сечения, уравнения срединной
поверхности которых записаны в параметрической форме. Задача решается методом упругих решений
в сочетании с вариационно�разностным методом в перемещениях точек срединной поверхности обо�
лочки. Решение задачи доведено до численных результатов. Представлены поля интенсивности каса�
тельных напряжений по внутренней, наружной световой и срединной поверхности для всех 3�х типов
оболочек при упруго�пластическом решении задачи.

Ключевые слова: незамкнутая коническая оболочка с отверстием, вариационно�разностный метод,
метод упругих решений, интенсивность деформаций сдвига, интенсивность касательных
напряжений, функция пластичности.
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Abstract. The article is devoted to the use of the before developed methods on determining plasto�elastic
stressed�deformed state of arbitrary shells on the base of the theory of small plasto�elastic deformations.
Linearization of problem solution is performed by the method of elastic solutions with the use of Lagrange’s
variational equations. When writing it down, the relationship between stresses and deformations is given in
the form of Hook’s law but with complementary members for plastic deformation. Kinematic boundary
conditions are accurately met, while static ones on shell free edges are satisfied approximately. There is
considered a design of two open conic shells of a tapered thickness in a peripheral direction and one shell of
a constant thickness of an even area of section, the equations of their middle surface being written down in
the parametric form. The problem is solved by the method of elastic solutions in combination with the
variational�differential method in the displacement of points of the shell middle surface. The problem is
solved till the numerical results. There are given the fields of shearing stress intensity by the internal, external
light and middle surface for these three types of shells at a plasto�elastic solution.

Keywords: open conic shell with a hole, variational�differential method,  method of elastic solutions,
shear deformation intensity, shearing stress intensity, plasticity function.

Постановка задачи

В книге [8] разработана методика численного
расчета тонких упруго�пластических оболочек
произвольной формы постоянной и перемен�
ной толщины при простых процессах нагруже�
ния на основе метода упругих решений. В каж�
дом последовательном приближении решение
задачи упругости для тонких оболочек выпол�
няется разностным методом на основе вариа�
ционного уравнения Ж. Лагранжа. При запи�
си этого уравнения в перемещениях точек u, v,
w, точек срединной поверхности физические
уравнения приняты в форме обобщенного за�

кона Гука, но с дополнительными членами, за�
висящими от пластических деформаций:
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где Е – модуль упругости, μ – коэффициент
Пуассона материала оболочки. Кроме того, ма�
териал оболочки характеризуется диаграммой
растяжения цилиндрического образца в виде
функции σ=f(ε), которую перестраиваем к виду
S=f(Г) по формулам:

3
)1( εμ+=Г , 3

σ
=S .

Дополнительные члены, зависящие от пла�
стических деформаций в уравнениях (1), пред�
ставлены в виде:
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Значения пластических деформаций уточ�
няются от приближения к приближению в виде
дополнительных нагрузок к внешней нагрузке.
Эти дополнительные нагрузки вычисляем по
формуле Симпсона путем численного интегри�
рования, принимая по толщине оболочки оп�
ределенное количество точек, обеспечивающих
требуемую точность решения задачи пластич�
ности. При этом сохраняется матрица системы
разностных уравнений. Это дает возможность
решать систему уравнений с использованием
обращения матрицы.

Основные относительные продольные де�
формации z

22
z
11 , εε   по направлению коорди�

натных линий α1 и α2 и деформации сдвига γz

приняты в виде геометрически линейных со�
отношений, связывающих с перемещениями
u, v, w, точек срединной поверхности, по кни�
ге В.В. Новожилова [4].

Компоненты девиатора деформаций
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Относительная деформация по направле�
нию нормали к срединной поверхности
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Индекс z в формулах (1, 2, 3) определяет
положение произвольной точки по толщине
оболочки.

 Функция пластичности в формулах (2)
А.А. Ильюшина [1] представляет такое выра�
жение:

G
G1 s−=ω . (4)

Секущий модуль G
s
 и модуль сдвига G на�

ходим по диаграмме растяжения цилиндричес�
кого образца из соотношений:

2 G
s
 = SГ�1 ,  2G = Е(1+μ)�1. (5)

Интенсивность касательных напряжений S
и деформаций сдвига Г при плоском напряжен�
ном состоянии находим по формулам [3, 5, 7]:
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Это даёт возможность по найденным пере�
мещениям u, v, w, точек срединной поверхнос�
ти определить деформации z

11ε , z
22ε  и γz  , а по

формуле (6) найти интенсивность деформаций
сдвига. По интенсивности деформаций сдвига,
используя диаграмму S=f(Г), найдем секущий
модуль G

s 
(5), функцию пластичности (4) и

уточняем дополнительные члены (2) в каждом
приближении. Процесс последовательных при�
ближений продолжается до тех пор, пока фун�
кция пластичности в двух последовательных
приближениях не будет отличаться на сколь
угодно малую величину δ, т. е.

δ≤
ω
ω−ω −

n

nn 1 .

Применение этой методики проиллюстри�
руем на конкретных примерах.

Пример расчета конических оболочек

Рассмотрим три круговые незамкнутые коничес�
кие оболочки. Первая из них (рис.1а) имеет
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Рис.1. Схемы сечений конических оболочек.
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Рис. 2. Геометрия незамкнутой конической оболоч�
ки переменной толщины с отверстием.

постоянную толщину h=3 см. Вторая и третья
оболочки (рис. 1б, в) переменной толщины, ме�
няющейся по линейному закону в окружном
направлении с таким расчетом, чтобы площадь
окружного сечения была равна площадки ок�
ружного сечения оболочки постоянной толщи�
ны. Оболочки ослаблены прямоугольными не�
подкрепленными отверстиями, края которого
совпадают с направлениями координатных ли�
ний α1 и α2 ( рис. 2).

Примем значения R1=0,5 м, R2=0,8 м,

0≤ α1
≤ l=1,5 м, 0≤ α2

≤ π. Положение отверстия
определим параметрами от α10=l/3 до α10 = 2l/3
и от α20= π/4 до α20= 3π/4. Нагрузка
q=1,5 МПа –равномерное нормальное давление
к срединной поверхности.

Окружные края оболочки при α1 = 0 и α1 =l
шарнирно закреплены, где перемещения
u=v=w=0. При α2 = 0 и α2 = p– жестко закреп�

лены, где перемещения u=v=w= 0
1

=
∂
∂
α
w

. Обо�
лочка изготовлена из конструкционной стали
применяемой при проектировании и строи�
тельстве специальных сооружений марки ЭИ�
195, характеризуемой диаграммой растяжения
S=f(Г) (рис. 3), модулем нормальной упруго�
сти Е = 1,95·105 МПа, коэффициентом Пуас�
сона μ=0,3, пределом упругости σу=390 МПа.

В каждом последовательном приближении
задача упругости решалась вариационно�раз�
ностным методом на базе уравнения Ж. Лагран�
жа. В силу симметрии оболочек расчету под�
вергались их половины. Как показали расчеты
оболочек без отверстий, достаточно было при�
менение сетки размером 21 на 11 узлов. Нали�
чие отверстий потребовало применения более
густой сетки размером 39 на 35 узлов. Схема
нанесения сетки показана на рис. 4.

В результате расчетов таких оболочек были
получены результаты, оцениваемые по интен�

сивностям касательных напряжений S, при уп�
ругом и упруго�пластическом решении задачи.

В таблицах 1, 2, 3 приведены значения ин�
тенсивности касательных напряжений S для
оболочек трех типов (рис. 1а, б, в), по ряду уз�
лов i=24. По данным этих таблиц для нагляд�
ной иллюстрации построены соответствующие
графики (рис. 5, 6, 7). Эти графики показыва�
ют, что по данному ряду узлов пиковые значе�
ния интенсивности касательных напряжений S
(узел 24,17) (на рис. 4 � это узел 26,19) мало
отличаются и не выходят за пределы упругос�
ти. Поэтому здесь приведены результаты толь�
ко для упруго�пластического решения задачи.
Здесь и далее узлу (0,0) таблиц в соответствие
узел 2,2 (рис. 4).

В таблицах 4, 5 показаны значения тех же
напряжений по толщине равны const оболочки
(рис. 1а) по ряду узлов i=12 при упругом и уп�
руго�пластическом решении задачи. Здесь так�
же видно, что пиковые значения  напряжений
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Диаграмма растяжения стали ЭИ-195
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Рис. 3. Диаграмма растяжения стали ЭИ�195.
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Рис. 4. Схема сеточной оболочки конической оболочки с отверстием (1/2 часть).



ТТТТ Т
аб

ли
ц

а 
1.

аб
ли

ц
а 

1.
аб

ли
ц

а 
1.

аб
ли

ц
а 

1.
аб

ли
ц

а 
1.

 h
=

3 
см

=
co

ns
t 

i=
24

 (
пл

ас
ти

че
ск

ое
 р

еш
ен

ие
).

Р
и

с.
 5

. 
Р

и
с.

 5
. 

Р
и

с.
 5

. 
Р

и
с.

 5
. 

Р
и

с.
 5

. 
И

нт
ен

си
вн

ос
ть

 к
ас

ат
ел

ьн
ы

х 
на

пр
яж

ен
и

й
 д

ля
 к

он
и

че
ск

ой
 о

бо
ло

чк
и

 п
ос

то
%

ян
но

й 
то

лщ
ин

ы
 п

о 
ря

ду
 у

зл
ов

 i=
24

 (
h=

 c
on

st
).

 

02040608010
0

12
0

14
0

16
0

18
0

0
4

8
12

16
20

24
28

32
J

S,
М
Па

S(
-h

/2
)

S(
0)

S(
h/

2)

В.Ф. Мущанов, А.И. Демидов130



Упруго�пластическое напряженное состояние круговых конических оболочек переменной... 131
ТТТТ Т

аб
ли

ц
а 

2.
аб

ли
ц

а 
2.

аб
ли

ц
а 

2.
аб

ли
ц

а 
2.

аб
ли

ц
а 

2.
 h

0=
4 

см
, β

 =
0.

5,
 i=

24
 (

пл
ас

ти
че

ск
ое

 р
еш

ен
ие

).

Р
и

с.
 6

. 
Р

и
с.

 6
. 

Р
и

с.
 6

. 
Р

и
с.

 6
. 

Р
и

с.
 6

. И
нт

ен
си

вн
ос

ть
 к

ас
ат

ел
ьн

ы
х 

на
пр

яж
ен

ий
 д

ля
 к

он
ич

ес
ко

й 
об

ол
оч

ки
 п

ер
ем

ен
�

но
й 

то
лщ

ин
ы

 п
о 

ря
ду

 у
зл

ов
 i 

=
24

 (
h 0=

 4
 с

м
, β

 =
0,

5)
.

 

02040608010
0

12
0

14
0

16
0

18
0

0
4

8
12

16
20

24
28

32
J

S,
M
П
а

S(
-h

/2
)

S(
0)

S(
h/

2)



В.Ф. Мущанов, А.И. Демидов132
ТТТТ Т

аб
ли

ц
а 

3.
аб

ли
ц

а 
3.

аб
ли

ц
а 

3.
аб

ли
ц

а 
3.

аб
ли

ц
а 

3.
 h

0=
 2

 с
м

,  
β 

=
2,

 i=
24

 (
пл

ас
ти

че
ск

ое
 р

еш
ен

ие
).

Р
и

с.
 7

.
Р

и
с.

 7
.

Р
и

с.
 7

.
Р

и
с.

 7
.

Р
и

с.
 7

. И
нт

ен
си

вн
ос

ть
 к

ас
ат

ел
ьн

ы
х 

на
пр

яж
ен

ий
 д

ля
 к

он
ич

ес
ко

й 
об

ол
оч

ки
 п

ер
ем

ен
%

но
й 

то
лщ

ин
ы

 п
о 

ря
ду

 у
зл

ов
 i=

24
 (

h 0=
 2

 с
м

, β
=

2)
.

 

02040608010
0

12
0

14
0

16
0

18
0

0
4

8
12

16
20

24
28

32
J

S,
 M

П
а

S
(-

h/
2)

S
(0

)

S
(h

/2
)



Упруго�пластическое напряженное состояние круговых конических оболочек переменной... 133
Та

бл
иц

а 
4.

 i
=

12
, h

=
3 

cм
=

co
ns

t 
(у

пр
уг

ое
 р

еш
ен

и
е)

.
Та

бл
иц

а 
5.

 h
=

3 
см

=
co

ns
t,

 i
=

12
 (

пл
ас

ти
че

ск
ое

 р
еш

ен
и

е)
.



В.Ф. Мущанов, А.И. Демидов134

 
 

02040608010
0

12
0

14
0

16
0

18
0

20
0

0
4

8
12

16
20

24
28

32
j

S,
 М

П
а

S(
-h

/2
)

S(
0)

S(
h/

2)

 

05010
0

15
0

20
0

0
4

8
12

16
20

24
28

32
J

S,
МП

а

S(
-h

/2)

S(
0)

S(
h/2

)

а)
б)

Р
и

с.
 8

. 
Р

и
с.

 8
. 

Р
и

с.
 8

. 
Р

и
с.

 8
. 

Р
и

с.
 8

. И
нт

ен
си

вн
ос

ть
 к

ас
ат

ел
ьн

ы
х 

на
пр

яж
ен

ий
 д

ля
 к

он
ич

ес
ко

й 
об

ол
оч

ки
 п

ос
то

ян
но

й 
то

лщ
ин

ы
 п

о 
ря

ду
 у

зл
ов

 i=
12

 (
h=

 c
on

st
):

а)
 –

 у
пр

уг
ое

 р
еш

ен
ие

; б
) 

–
 п

ла
ст

ич
ес

ко
е 

ре
ш

ен
ие

.



Упруго�пластическое напряженное состояние круговых конических оболочек переменной... 135
Та

бл
иц

а 
6.

 j=
16

, h
=

co
ns

t=
3 

см
 (

уп
ру

го
е 

ре
ш

ен
и

е)
.

Та
бл

иц
а 

7.
 h

=
3 

см
=

co
ns

t 
j=

16
 (

пл
ас

ти
че

ск
ое

 р
еш

ен
и

е)
.



В.Ф. Мущанов, А.И. Демидов136

 

0

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36

S,МПа

і

S(-h/2)

S(0)

S(h/2)

0

50

100

150

200

250

300

350

400

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
I

S,МПа

S(-h/2)

S(0)

S(h/2)

а)

б)

Рис. 9. Интенсивность касательных напряжений для конической оболочки по�
стоянной толщины по ряду узлов j=16 (h= const):
а) – упругое решение; б) – пластическое решение.
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Рис. 10. Интенсивность касательных напряжений для конической оболочки пере�
менной толщины по ряду узлов j=16 (h

0
=4 см, α=0,5):

а) – упругое решение; б) – пластическое решение.
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Рис. 11. Интенсивность касательных напряжений для конической оболочки переменной толщины по ряду
узлов j=16 (h

0
= 2 см, α=2): а) – упругое решение; б) – пластическое решение.

а)

б)
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S мало отличатся друг от друга с учетом и без
учета пластических деформаций (рис. 8 а, б).

Таблицами 6, 7 представлены значения интен�
сивности касательных напряжений S для оболоч�
ки постоянной толщины h=const=3 см по ряду
узлов и соответствующие им графики (рис. 9 а, б).

В таблицах 6 � 11 приведены значения ин�
тенсивности касательных напряжений S по
линии узлов j=16 для всех трех типов оболо�
чек (рис 1 а, б, в) при упругом и упруго�плас�
тическом решении задач, а на рис. 9 � 11 дана
их графическая иллюстрация.

Пластические зоны локализовались около
узлов 13, 16 и 23,16. Учет пластических дефор�
маций приводит за счет перераспределения
напряжений к их уменьшению в пластических
областях. В таблицах 12�14 приведены значе�
ния интенсивности касательных напряжений и
их снижение для всех трех типов оболочек
(рис. 1 а, б, в). Видно, что чем больше развита пла�
стическая зона, тем больше происходит перерас�
пределение напряжений. Наибольшие напряже�
ния S возникли при одинаковой нормальной
нагрузке в узле 13,16 при z=h/2 в оболочке по
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β=1

h  =30 см

βh0

 
 

Упругое решение Пластическое решение % снижения напряжений S 

Узлы 

S(-h/2) S(0) S(h/2) S(-h/2) S(0) S(h/2) ДS(-h/2) ДS(0) ДS(h/2) 
13,16 347,8 386,2 431,0 279,7 314,1 337,8 19,5 18,7 21,6 
23,16 275,9 324,2 379,3 240,9 280,2 321,1 12,7 13,6 15,3 

β=0.5

h  =40 см

βh0

 
Упругое решение Пластическое решение % снижения напряжений S 

Узлы 

S(-h/2) S(0) S(h/2) S(-h/2) S(0) S(h/2) ДS(-h/2) ДS(0) ДS(h/2) 
13,16 379,5 421,0 468,2 284,9 331,9 348,7 24,9 21,2 25,5 
23,16 299,6 348,0 403,4 253,9 293,6 332,5 15,25 15,63 17,57 
 

Таблица 12.

Таблица 13.

Таблица 14.

h  =20

β=2

см

βh0

 
Упругое решение Пластическое решение % снижения напряжений S 

Узлы 

S(-h/2) S(0) S(h/2) S(-h/2) S(0) S(h/2) ДS(-h/2) ДS(0) ДS(h/2) 
13,16 322,2 355,9 395,9 268,3 297,2 328,6 16,7 16,5 17,0 
23,16 257,8 303,0 354,7 231,1 268,4 307,3 10,4 11,4 13,4 

 

рис. 1б. Наименьшие напряжения возникли в
оболочке по схеме 1в.

Таким образом данная методика расчета по�
зволяет выбрать более рациональную форму се�
чения конической оболочки, ослабленной пря�
моугольным вырезом.
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