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Анотація. Проведені аналітичні дослідження на основі теоретичних засад теорії тонкостінних стержнів
В.З. Власова при аналізі просторової стійкості елементів рам та колон зі змінною висотою стінки при
дії поздовжньої стискаючої сили та згинального моменту. Отримана система диференційних рівнянь,
описує просторову роботу пружного стрижня зі змінним перерізом в площині дії моменту. Запропо�
новано приблизне рішення системи диферінційних рівнянь при апроксимації моменту інерції пере�
різу та секторіального моменту інерції параболічною залежністю. Розроблена методика перевірки
стійкості двотаврових колон зі змінною висотою стінки з площини дії згинального моменту. Показані
особливості методологічного підходу перевірки стійкості колон постійного перерізу, який прийнятий
у нормативних документах.

Ключові слова: раціональні конструкції, сталеві рами, колони, двотаври змінного перерізу,
малоенергоємні будівлі, просторова стійкість.
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Аннотация.  Проведены аналитические исследования на основе теоретических положений теории
тонкостенных стержней В.З. Власова при анализе  пространственной устойчивости  элементов рам
и колонн переменного сечения при действии продольной силы и изгибающего момента. Получена
система дифференциальных уравнений, которая описывает пространственную работу упругого стер�
жня с переменным сечением в плоскости действия момента. Предложено приблизительное реше�
ние системы дифференциальных уравнений при аппроксимации момента инерции сечения и секто�
риального момента инерции сечения параболической зависимостью. Разработана методика про�
верки устойчивости упругой двутавровой колонны переменного сечения из плоскости действия
изгибающего момента. Показаны особенности методологического подхода проверки пространствен�
ной устойчивости колонн постоянного сечения, который принят в нормативных документах.

Ключевые слова: рациональніе конструкции, стальные рамы, колонны, двутавры переменного
сечения, малоэнергоемкие здания, пространственная стойкость.
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Abstract. There are given analytical researches carried out on the base of V.Z.Vlasov’s theory of thin�wall
rods to analyze a spatial stability of frame and column elements of the I�shaped cross�section under a
longitudinal force and bending moment. There was obtained a system of differential equations which describes
a spatial operation of a variable cross�section elastic rod under a bending moment. There is suggested an
approximate solution of the system of differential equations when approximating a cross�section inertia
moment and sectorial cross�section inertia moment by a parabolic dependence. There have been developed
methods of controlling stability of a double�T column of a variable cross�section from the plane of a bending
moment effect. There are shown peculiarities of a methodological approach of controlling a spatial stability
of fixed section columns adopted in the normative documents.

Keywords: steel frame, columns, I�shaped cross�section with a variable web height, buckling resistance of
columns, stress�strain condition, optimum structure, rational design.

Актуальність роботи

Конструкції сталевих рам із двотаврів змінно�
го перерізу дають змогу проектувати прогре�
сивні конструкції не тільки економічні за вит�
ратами металу [1,3], а і створювати несучі кар�
каси  малоенергоємних будівель [2]. У зв’язку
з широким використанням таких економічних
конструкцій актуальною задачею є подальше
узагальнення і вдосконалення методики розра�
хунку рам із двотаврів зі змінною жорсткістю,
а також розвиток теоретичного апарату визна�
чення раціональних розмірів таких конст�
рукцій.

Аналіз основних досліджень і публікацій

В будівельних нормах з проектування сталевих
конструкцій в основу розрахунку просторової
стійкості двотаврових сталевих колон  пост�
ійного перерізу покладено теорію тонкостінних
стержнів В.З Власова. [7,8,9]. Відомими є дос�
лідження просторової стійкості стержнів при дії
стискальних і згинальних зусиль [4,5,6]. Відомі
дослідження [10�15] стійкості елементів змінної
жорсткості стали основою для подальшого уза�
гальнення і удосконалення математичного апа�

рату вивчення особливостей втрати стійкості
стиснуто�зігнутих сталевих елементів рам зі
змінним перерізом в площині дії згинального
моменту. Але просторова стійкість двотаврових
колон зі змінною висотою стінки потребує до�
даткових досліджень.

Постановка задачі

Розробити методику перевірки просторової
стійкості стиснуто�зігнутих  двотаврових ста�
левих колон  зі змінною висотою стінки.

Виклад основного матеріалу досліджень

В статті [13] на основі гіпотез тонкостінних
стержнів В.З.Власова [8] отримано систему
диференціальних рівнянь, яка описує просто�
рову роботу симетричних і несиметричних ко�
лон довжиною l при лінійній зміні розмірів пе�
рерізу. Прийнята декартова система координат,
початок якої розташований у центрі ваги ниж�
нього кінцевого перерізу стрижня (стержня) з
максимальним моментом інерції перерізу, ко�
ординати будь�якої точки перерізу  позначені
відповідно через �x, y, z.
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Система (1) отримана за умови взаємозв’�
язку між переміщеннями точки перерізу sξ  і sη ,
переміщеннями центру ваги ( ,η ξ ), θ  � кутом
повороту перерізу, координатами точки пере�
різу ( zx ; zy ) та координатами центру згину
( yza ; xza ): ( )s z xzx aη η θ= + − ; ( )s z yzy aξ ξ θ= − − .
Взаємозв’язок між координатами поточної точ�
ки перерізу і секторіальною координатою в ди�
ференціальній формі прийнято лінійним:
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Позначення геометричних характеристик
змінного перерізу більш високих порядків –

yzJ ; xzJ , прийняті як і для тонкостінних пруж�
них елементів постійного перерізу:
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Для симетричних двотаврових колон
0yza = ; 0xza = ; sη η= ; s zyξ ξ θ= − ,

0 (1 )z h zy y tγ= −  координата точки перерізу по
осі ОУ.
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Дослідження проведені при параболічній
апроксимації  залежності зміни секторіально�
го моменту інерції ( zIω ) перерізу колони по
довжині і при параболічній апроксимації  мо�
менту інерції ( xzI ) перерізу відносно осі ОХ.
Зміна крутного моменту інерції перерізу прий�
нята за лінійним законом ( tzI ).
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Для двотаврових колон симетричного пере�
різу зі змінною висотою стінки система дифе�
ренціальних рівнянь (2) розпадається на дифе�
ренціальне рівняння, яке описує стійкість в
площині дії згинального моменту та з площи�
ни дії згинального моменту, тому друге і  третє
диференціальне рівняння системи (2) за прий�
нятими умовами слід розглядати і вирішувати
окремо від першого рівняння. Рішення першо�
го рівняння системи (2) приведено в [12] і ба�
зується на дослідженнях [13,14,15].
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При переході до безрозмірної координати
розташування перерізу /zt z l=  система дифе�
ренціальних рівнянь, яка описує стійкість ко�
лони  зі змінною висотою стінки з площини дії
згинального моменту приймає вигляд.
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При шарнірному обпиранні колони з пло�
щини дії згинального моменту критичне зна�
чення знаходять за допомогою тригонометрич�
них рядів,  які лінійно незалежні.
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Для побудови методики перевірки стійкості
пружних колон змінного перерізу необхідно
проаналізувати прийнятий методологічний
підхід для двотаврових колон з постійного ви�
сотою стінки.

Особливості методики перевірки стійкості
пружних колон двотаврового симетричного
постійного перерізу

З системи диференціальних рівнянь (3) при

прийнятті незмінності висоти перерізу: zy′ =0,

0ωγ = , tz tI I const= = , zr r const= = , система
(3) переходить до системи диференціальних
рівнянь, яка описує просторову стійкість
колон постійного перерізу.

22

0 0

2 22 2

0 0 0

0;

( ) 0.

IV xz

y y

IV t xz

M lNl
EI EI

GI l M lNr l
EI EI EIω ω ω

ξ ξ θ

θ θ ξ

⎧
′′ ′′+ + =⎪

⎪
⎨
⎪ ′′ ′′+ − + =⎪⎩

 (4)

Для колон постійного перерізу при фіксації
значення згинального моменту xz xmM M=  ви�
користання тригонометричних функцій одно�
значно дає рішення. Тригонометричні функції
відповідають умові  ортогональності. Вважать�
ся, що задача щодо власних значеннь вирі�
шується позитивно, а граничні умови шарнір�
ного закріплення пружного стиснутого стерж�
ня мають вигляд:
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Підстановка рішення (6) і відповідних по�

хідних від переміщень і кутів повороту перерізу
у систему (4) приводить до алгебраїчного
рівняння:
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Введення відносного значення критичної
сили /y yc N N=  переводить останнє рівняння
до квадратного рівняння з невідомим парамет�
ром yc  ( N � критичне значення стискальної
сили при дії згинального моменту, характери�
зує можливість втрати стійкості за згинально�
крутильною формою, yN � критичне значення
стискаючої сили центрально�стиснутого   стер�
жня відносно осі ОУ, характеризує можливість
втрати стійкості за згинальною формою).
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Відношення /N Ny ω  в розгорнутому вигляді
буде мати вигляд:
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В формулі (9) використано позначення Nω–
критична  сила центрально�стиснутого стерж�
ня. Приймається , що відношення моменту сек�
торіального моменту інерції площі перерізу
двотавра до моменту інерції  відносно осі ОУ
залежить від квадрату висоти перерізу, а для
сталі відношення модулів пружності стала ве�
личина. Крім того є можливість перейти то
гнучкості стержня yλ відносно осі ОУ..
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В такому випадку остаточно відношення
критичних сил /yN Nω переходить до  форми
запису:
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В будівельних нормах прийнято:
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Таким чином, в нормативному документі
при використанні відношення (11) за (9) виз�
начається максимальне значення maxyc .

Для двотаврових колон зі змінною висотою
стінки прийнято аналогічну побудову методи�
ки  визначення параметра yc .

Підхід щодо перевірки просторової стійкості
пружних колон двотаврового симетричного
змінного перерізу

Приблизне рішення системи диференціальних
рівнянь (3) для граничних умов шарнірного
опору стержня із площини дії згинального мо�
менту побудоване через експотенціальні
функції при позначенні  параметра критично�
го навантаження � kφ .
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Підстановка  в систему диференціальних
рівнянь (3) запропонованого рішення (12) при�
водить до системи алгебраїчних рівнянь. При
фіксації значення розрахункового згинального
та геометричних характеристик розрахунково�
го перерізу можливе нетривіальне рішення си�
стеми (3). Для шарнірно опертого стержня з
площини дії згинального моменту при гранич�
них умовах (5) значення параметра прийнято
приблизним:  2 2kφ π= .
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Приймемо позначення параметра просторо�
вої стійкості – /y yc N N= .

Введення позначень критичних сил стійкості
центрально�стиснутого стержня yN , mNω  за (3)
дозволяє перейти до спрощеної форми запису
рівняння (13) при позначеннях (15).
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Рішенням  отримано квадратне рівняння (9)
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Мінімальне значення   параметра просторо�
вої стійкості yminc у традиційній формі запису
приймає вигляд:
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При постійному перерізі двотаврової коло�
ни ( hγ =0) остання  формула (18)  переходить
у  формулу (8).

Виcновки та перспективи

В статті запропоновано підхід  перевірки
стійкості   пружних симетричних двотаврових
балок  зі змінною висотою стінки  з площини
дії згинального моменту. Подальші досліджен�
ня необхідно виконувати з метою більш точно�
го встановлення значення розрахункових зги�
нальних моментів, значення яких використову�
ють при обчисленні ексцентристета yme .
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