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Анотація. Розглядаються загальні принципи вирішення в ПК ЛІРА задач з розрахунку сталевих реш�
ітчастих щогл на відтяжках за допомогою МСЕ. Приділена увага основним проблемам, які можуть
виникати при завданні вихідних даних для розрахунку таких конструкцій, а також методам розрахун�
ку, що використовуються. Показано, що нормативні методи розрахунку динамічних задач не допуска�
ють виконання розрахунків в нелінійній постановці. Визначення частот власних коливань для щогл на
відтяжках з урахуванням геометричної нелінійності роботи її елементів на сучасній стадії розвитку
програмних комплексів МСЕ викликає значні труднощі. Шляхи спрощення розрахункової схеми (ліне�
аризація моделі), а також намагання вирішити такі задачі за допомогою наближених методів можуть
привести в ряді випадків до некоректних результатів. Виникає необхідність у використанні інших ме�
тодів вирішення задач нелінійної динаміки. Для цього в ПК ЛІРА реалізований метод прямого інтегру�
вання, який дозволяє вирішувати фізично і конструктивно нелінійні задачі. Подальше вдосконалення
ПК ЛІРА бачиться розробникам саме в розвитку цього напрямку, в вирішенні інших класів нелінійних
динамічних задач, в т.ч. і геометрично нелінійних, за допомогою метода прямого інтегрування.

Ключові слова: щогли на відтяжках, метод скінченних елементів (МСЕ), скінченно�елементне
моделювання, динамічний розрахунок, геометрична нелінійність.
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Аннотация. Рассматриваются общие принципы решения в ПК ЛИРА задач по расчету стальных
решетчатых мачт на оттяжках с помощью МКЭ. Уделено внимание основным проблемам, которые
могут возникнуть при задании исходных данных для расчета таких конструкций, а также исполь�
зуемым методам расчета. Показано, что нормативные методы расчета динамических задач не до�
пускают выполнение расчетов в нелинейной постановке. Определение частот собственных коле�
баний для мачт на оттяжках с учетом геометрической нелинейности работы ее элементов на совре�
менной стадии развития программных комплексов МКЭ вызывает большие трудности. Пути уп�
рощения расчетной схемы (линеаризация модели), а также попытки решения таких задач с по�
мощью приближенных методов могут привести в ряде случаев к некорректным результатам.
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Возникает необходимость в использовании других методов решения задач нелинейной динамики.
Для этого в ПК ЛИРА реализован метод прямого интегрирования, который позволяет решать физи�
чески и конструктивно нелинейные задачи. Дальнейшее совершенствование ПК ЛИРА видится раз�
работчикам именно в развитии этого направления, в решении других классов нелинейных динами�
ческих задач, в т.ч. и геометрически нелинейных, с помощью метода прямого интегрирования.

Ключевые слова: мачты на оттяжках, метод конечных элементов (МКЭ), конечно�элементное
моделирование, динамический расчет, геометрическая нелинейность.
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Abstract. The implementation of the main principles of the finite element method to design steel guyed
masts with the help of the LIRA program is considered. The authors focus on the main issues of solving
nonlinear problems while working with the initial data and solving methods. The article shows that the
design methods of solving dynamic problems can not be used in nonlinear cases. Nowadays, the FEM
program development of the problem for guyed masts can not be correctly solved in a geometrically nonlinear
case. Different ways of simplifying the abovementioned problem (linearization) and other approximate methods
can also lead to incorrect results. Thus, it is necessary to use other methods of solving nonlinear dynamic
problems. The finite difference method of solving physically nonlinear and one�side dynamic problems is used
in the LIRA program. A further development of the LIRA program is carried out by the developers just in
this sphere and to solve other classes of nonlinear dynamic problems, including geometrically nonlinear ones,
with the help of the forth integration method, in particular.
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geometric nonlinearity.

На сегодняшнем этапе развития компьютерной
техники и промышленного программного обес�
печения подавляющее большинство задач, свя�
занных с нахождением НДС строительных кон�
струкций, предполагается решать с помощью
МКЭ как наиболее признанного инструмента
во всем мире. Тем не менее, не все задачи с до�
статочной точностью и уверенностью в досто�
верности результатов можно решить с помо�
щью современных промышленных программ�
ных средств. Как правило, это связано с тем,
что либо отсутствует теоретическая основа или
же реализация связана с определенными труд�
норазрешимыми сложностями. Одной и таких
задач является расчет мачт на оттяжках (рис.1).

Основная трудность при решении таких за�
дач заключается в необходимости решения

динамической задачи (нахождения собствен�
ных значений) и одновременном учете геомет�
рической нелинейности. Эта проблема извест�
на достаточно давно и присуща не только рас�
сматриваемым здесь конструкциям. В ряде ра�
бот [1, 2] предлагаются инженерные пути ре�
шения.

Основные динамические воздействия на
такие конструкции — ветровое (пульсационная
составляющая) и сейсмическое, возможные
особые — импульсные (от обрыва оттяжек),
взрывные, а также инерционные нагрузки, воз�
никающие при быстрых вращениях или пере�
мещениях сооружений [3�5].

Для определения нагрузок от указанных
видов воздействий необходимо создавать и рас�
считывать отдельные динамические задачи.
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Регламентируемый соответствующими норма�
тивными документами метод форм (спектраль�
ный анализ) не применим в нелинейной поста�
новке. В самом первом приближении можно
воспользоваться коэффициентами динамично�
сти, однако, как отмечается в работе [5], введе�
ние в расчет лишь динамического коэффици�
ента приводит часто лишь к утяжелению кон�
струкции и не может служить гарантией ее
прочности, поэтому приходится обращаться к
динамическому расчету. Кроме того, если для
пульсационной составляющей от ветровой на�
грузки значение коэффициента динамичности
еще можно встретить в литературе, то расчет
на импульсные воздействия с помощью коэф�
фициентов динамичности представляется не�
корректным.

Для решения динамической задачи методом
форм можно выполнить так называемую ее
линеаризацию [1, 2]. Это инженерный метод,
который может выполняться различными спо�
собами. Самый простой � замена включающих�
ся на заданное направление ветра оттяжек рам�
ными стержнями с такой же жесткостью EF и,
если это необходимо, малой изгибной жестко�
стью ЕI и удаление из расчетной схемы осталь�
ных оттяжек.

В работе [1] приводятся два других спосо�
ба, заключающиеся в замене оттяжек фермен�
ными стержнями (работающими только на

сжатие�растяжение) или связью конечной жес�
ткости — пружиной с вычислением их приве�
денных жесткостей.

Однако упрощение расчетной схемы (ли�
неаризация модели) может привести к ошиб�
кам в вычисленных частотах и формах коле�
баний [2]. Использование в спектральном ана�
лизе мгновенных матриц жесткости также
может привести в ряде случаев к некоррект�
ным результатам. Поэтому правильность зада�
ния исходных данных для динамической за�
дачи следует проверять путем сравнения по�
лученного в ПК ЛИРА периода первой фор�
мы собственных колебаний мачты с его значе�
нием, найденным по приближенной (с ошиб�
кой 10 … 15 %) формуле [5, 6]:

h01,0T ⋅= (1)

здесь h — высота мачты в метрах.
Полученные в результате динамического расче�
та составляющие инерционных сил в стволе
суммируются и переносятся в нелинейную за�
дачу. Здесь возникает другая трудность, по�
скольку количество нагрузок может быть дос�
таточно большим. Например, только ветровых
нагрузок может насчитываться 8�12 и более из�
за необходимости учета нескольких опасных
направлений ветра (для прямоугольных мачт —
2, для треугольных — 3), а также зональности
ветровых воздействий [1, 3, 5, 6, 7]. Известно,

а) б)

Рис. 1. Конечно�элементная модель мачты на оттяжках: а — расчетная схема; б — фрагмент модели с отображе�
нием поперечных сечений элементов.
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что распределение ветрового потока носит слу�
чайный характер (рис.2). Для некоторых элемен�
тов мачты (раскосы и распорки) более опасным
может быть спад ветрового давления в отдель�
ных зонах по высоте. Учет этого фактора особен�
но важен при расчетах высоких мачт (более
500м) [3]. Поэтому в ПК ЛИРА предусматрива�
ется автоматическая функция экспорта�импор�
та инерционных сил, что значительно облегчает
эту задачу.

При моделировании оттяжек используются
геометрически нелинейные КЭ (нить), предва�
рительное (начальное или монтажное) натяже�
ние задается с помощью геометрически нелиней�
ного специального двухузлового КЭ для моде�
лирования предварительного натяжения (фор�
копф) [8, 9].

Вычисления в ПК ЛИРА предполагается вы�
полнять простым шаговым методом [8, 10]. Ре�
шение  u  нелинейной статической задачи удов�
летворяет принципу возможных перемещений:

 ( ) ( ) 0vlv,ua =+ , (2)

где  v  — возможное перемещение;  ( )vl ,  ( )v,ua  —

функционалы возможных работ внешних и внут�
ренних сил, линейные по v . Функционал  ( )v,ua
нелинеен по u .

Обозначим  ( )wvua ,,′  производную функци�
онала  ( )v,ua  по u . Достаточным  условием су�
ществования и единственности решения урав�
нения (2) является строгая монотонность функ�
ционала  ( )v,ua : при всех возможных перемеще�
ниях v  справедливо неравенство:

( ) 2vKv,v,ua ≥′ , (3)

где  v  — энергетическая норма.
Неравенство (3) справедливо для физически
нелинейных задач и для геометрически нелиней�
ных задач в  докритической стадии.

Если функционал  ( )w,v,ua′  непрерывен по
u  (это справедливо для геометрически и физи�
чески нелинейных задач при непрерывно диф�
ференцируемой зависимости напряжений от
деформаций), для решения задачи (2) применя�
ется шаговый метод:

Рис. 2. Замерянное в течении 20с распределение ветрового потока [6].
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 ( ) ( ) ( )vlv,uu,ua m1mm1mm θθ −=−′ ++ , (4)

 0u0 = ;   10 M1M10 =<<<<= − θθθθ K ; M —
количество шагов.

Для шагового метода справедлива оценка по�
грешности:

 θ⋅≤− Kuu M ,    M1=θ , (5)

Для определения значения предварительного
натяжения оттяжек в работе [11] предлагается
два способа:

� задать последовательность монтажа и значе�
ния регулирующих воздействий и, решив се�
рию задач для мачты с меняющейся расчет�
ной схемой, вычислить искомые параметры
предварительного напряжения;

� принять гипотезу, не учитывающую монтаж,
но позволяющую каким�то образом выделить
главные влияющие усилия преднапряжения
и от них вычислить точно остальные парамет�
ры.

Первый способ может быть реализован с помо�
щью специализированного нелинейного процес�
сора ПК ЛИРА � МОНТАЖ+ [8, 9]. Этот способ
позволяет более точно определить НДС конст�
рукции, поскольку перед загружением полезны�
ми и временными нагрузками определяется не�
которое начальное НДС, сформировавшееся от
поэтапного возведения мачты, демонтажа вре�
менных оттяжек и неодновременного натяжения
канатов. Однако для этого необходимо заранее
знать технологию выполнения монтажа, монтаж�
ные схемы и т.д., что не всегда возможно. Кроме
того, это требует достаточно большого количе�
ства вычислений. Поэтому, как правило, идут по
второму пути.

Принимается гипотеза [11]: ствол мачты до
монтажного натяжения оттяжек ненапряженный
и приобретает НДС только под воздействием
усилий преднапряжения оттяжек. Поскольку
геометрия ствола формируется одновременно с
созданием преднапряжения в оттяжках, рассмат�
ривать напряженный ствол в отрыве от процесса
его формирования некорректно. Отсюда требо�
вание прямолинейности ствола и отсутствие го�
ризонтальных равнодействующих в каждом яру�
се от преднапряжения оттяжек.

Таким образом, первое главное требование к
предварительному натяжению — это обеспе�

чение равновесия мачты и прямолинейности
ствола. В сложных системах это приводит к
необходимости итерационного подбора пара�
метров преднапряжения. Однако, поскольку в
большинстве случаев рассчитываются сим�
метричные системы, определение предвари�
тельного напряжения можно несколько упро�
стить [1]. В работе [5] отмечается, что величи�
на начального напряжения выбирается, как
правило, в пределах от 5 до 250 МПа. Более
высокие значения необходимы только для
мачт с повышенными требованиями в отноше�
нии их жесткости.

Для проверки устойчивости ствола мачты
имеются два метода:

� решить линеаризованную задачу (по неде�
формированной схеме) [12] и найти коэф�
фициенты запаса устойчивости при соответ�
ствующих сочетаниях нагружений;

� выполнить нелинейный расчет, увеличив
прикладываемые нагрузки на коэффициент
запаса устойчивости.

Второй метод более точен. В нелинейных зада�
чах для проверки устойчивости симметричных
мачт при наличии только вертикальных нагру�
зок рекомендуется задавать малые сосредоточен�
ные силы, моделирующие начальные возмуще�
ния — наличие начальных несовершенств и от�
клонений в геометрии ствола, а также возмож�
ную неравномерность натяжения оттяжек. Для
нахождения величины возмущений можно вос�
пользоваться рекомендациями [4]: поперечная
сила принимается в пределах 1,02 …2,5% от ве�
личины продольной силы в зависимости от гиб�
кости  13240il K==λ .

Для подбора или проверки сечений элемен�
тов решетки ствола мачты и оттяжек использу�
ется программа расчета стальных сечений � ЛИР�
СТК [9]. Выполнение сопутствующих задач и
вспомогательных функций при проектировании
мачты на оттяжках (сбор ветровых, гололедных
и температурных нагрузок, определение расчет�
ных длин элементов решетки, расчет сварных
швов и болтовых соединений при проектирова�
нии узлов и др.) предполагается вести с помо�
щью соответствующих Пакетов прикладных
программ "Нагрузки и воздействия" и "Сталь�
ные конструкции" [13].

Отмеченные выше трудности при решении
динамических задач с учетом геометрической
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нелинейности приводят к выводу о необходи�
мости использования других методов решения
задач нелинейной динамики. В ПК ЛИРА дос�
таточно давно реализован метод прямого ин�
тегрирования, который позволяет решать фи�
зически и конструктивно нелинейные задачи
[8, 10]. Ниже представлен алгоритм использо�
вания этого метода для геометрически нели�
нейных задач, который может быть использо�
ван для расчета мачт на оттяжках, висячих мо�
стов, покрытий стадионов и других висячих
конструкций различного назначения.

Решение  u  нелинейной статической зада�
чи удовлетворяет принципу возможных пере�
мещений:

 ( ) ( ) 0,),( =++′′ vlvuavub , (6)

где функции  lu,  зависят от времени  t ,  ( )vub ,  —
 функционал возможной работы инерционных
сил, линейный по  vu, , штрихами обозначены
производные по времени. Существование и един�
ственность решения уравнения (6) доказаны в
[8, 14, 15].

Обозначим  θ  — шаг по времени,  θmtm = ,
 )( mm tuu = ,  θδ /)()( 1 mmm uuu −= + , =)(umγ

2
11 /)2( θ−+ +−= mmm uuu .   Разностная схема

имеет вид:

( ) 0),(
)),(,()),((

=++
+′+

vlvua
vuuavub

mm

mmm δγ
(7)

производная  ( )wvua ,,′  вычисляется без учёта
усилий.

Безусловная устойчивость схемы (7) и
оценка погрешности:

 θ⋅≤− Kuu M , (8)

доказаны в [8, 16].

Выводы

Нормативные методы расчета динамических за�
дач не допускают выполнение расчетов в нели�
нейной постановке. Определение частот соб�
ственных колебаний для мачт на оттяжках с
учетом геометрической нелинейности работы ее
элементов на современной стадии развития про�
граммных комплексов МКЭ вызывает большие

трудности. Пути упрощения расчетной схемы
(линеаризация модели) могут привести к ошиб�
кам в вычисленных частотах и формах колеба�
ний. Попытки упростить решение таких задач с
помощью приближенных способов, например, с
использованием мгновенных матриц жесткостей
в спектральном анализе, также могут привести в
ряде случаев к некорректным результатам. Воз�
никает необходимость в использовании других
методов решения задач нелинейной динамики.
Для этого в ПК ЛИРА реализован метод прямо�
го интегрирования, который позволяет решать
физически и конструктивно нелинейные зада�
чи. Дальнейшее совершенствование ПК ЛИРА
видится разработчикам именно в развитии это�
го направления, в решении других классов не�
линейных динамических задач, в т.ч. и геомет�
рически нелинейных, с помощью метода пря�
мого интегрирования.
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