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Анотація. У статті розглянуті питання чисельного розрахунку просторових металевих конструкцій з
тонкостінних стержнів відкритого профілю. Для коректного розрахунку таких конструкцій необхід�
ний облік стиснутого крутіння. У вузлах конструкції розглядається 7 ступенів волі (лінійні, кутові
переміщення і депланація). Представлено матрицю твердості тонкостінного стержня з урахуванням
стиснутого крутіння і матрицю перетворення  координат для переходу від місцевої системи коорди�
нат до загальної. Результати дослідження використані при розробці обчислювального комплексу роз�
рахунку стержневих конструкцій.

Ключові слова: кінцевий елемент, чисельний розрахунок, тонкостінні стержні, стиснуте крутіння,
депланація, секторіальне напруження, матриця жорсткості.
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Аннотация. В статье рассмотрены вопросы численного расчёта пространственных металлических кон�
струкций из тонкостенных стержней открытого профиля. Для корректного расчёта таких конструк�
ций необходим учёт стесненного кручения. В узлах конструкции рассматривается 7 степеней свобо�
ды (линейные, угловые перемещения и депланация). Представлены матрица жёсткости тонкостенно�
го стержня с учётом стесненного кручения и матрица преобразования  координат для перехода от
местной системы координат к общей. Результаты исследования использованы при разработке вычис�
лительного комплекса расчёта стержневых конструкций.

Ключевые слова: конечный элемент, численный расчет, тонкостенные стержни, стеснённое
кручение, депланация, секториальные напряжения, матрица жёсткости.
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Abstract. The article is devoted to the issues of numeric computation of spatial metal structures of thin�
walled open profile bars. The computation being correct, a restricted torsion should be taken into
consideration. Seven degrees of freedom (linear, angular movements and deplanation) are considered for
structure nodes. There is given a stiffness matrix of a thin�walled bar, the restricted torsion being regarded,
and the matrix of transformation of coordinates to transfer from the local system of coordinates to a general
one. The results of the investigation have been used to develop a calculation complex of framing design.

Keywords: : finite element, numeric computation, thin�walled bars, restricted torsion, deplanation,
sectorial stresses, stiffness matrix.

При проектировании конструкций из тонко�
стенных стержней открытого профиля, как пра�
вило, исключается кручение отдельных элемен�
тов. Однако для ряда систем полностью предот�
вратить кручение невозможно. Примером та�
ких конструкций служат подкрановые балки,
закручиваемые при эксцентричном приложе�
нии вертикального давления кранов и действии
горизонтальных тормозных усилий; балки
скатных покрытий; балки пола транспортер�
ных галерей; пространственные рамы; мембран�
ные системы с эксцентричным креплением
мембраны к опорному контуру и т.п. Кручение
тонкостенных стержней открытого профиля
может иметь место из�за неточностей изготов�
ления и монтажа, повреждения связей,  изме�
нения расчетных схем  вследствие ремонта и
реконструкции. При кручении тонкостенных
стержней открытого профиля, из�за стеснения
депланации сечения, появляются дополнитель�
ные секториальные нормальные напряжения,
вносящие существенный вклад в суммарные
напряжения, уменьшая или увеличивая их.
Фактическая жесткость на кручение тонкостен�
ного стержня открытого профиля значительно
выше, чем жесткость при чистом кручении.
Неправильный учет жесткостных параметров
стержней ведет к неверному определению уси�
лий и перемещений, что снижает надежность
системы.

При невозможности исключить кручение
конструктивных элементов расчет стержневых
систем в настоящее время, как правило, выпол�
няют только с учетом продольных, изгибных
деформаций и чистого кручения. Определен�
ные при расчете усилия и деформации для тон�
костенных стержней открытого профиля суще�
ственно отличаются от фактических. Следстви�
ем неточного расчета являются или  излишние
запасы несущей способности, или перенапря�
жение конструкции.  Наиболее рационально
для расчета сложных пространственных конст�
рукций из тонкостенных стержней открытого
профиля использовать стержневые конечные
элементы, в связи с чем актуальна разработка
тонкостенных конечных элементов (далее
ТКЭ), учитывающих не только чистое, но и
стесненное кручение.

По сравнению с традиционными стержне�
выми конечными элементами, у которых нача�
ло и конец имеют по шесть степеней свободы
(три линейных и три угловых), ТКЭ в начале и
конце имеет дополнительно еще одну степень
свободы� депланацию (рис.1).

С каждым стержнем связана местная систе�
ма координат (оси X

1
,Y

1
,Z

1
), произвольно ори�

ентированная относительно общей системы
(оси X,Y,Z). Системы координат правые.

Приняты следующие условные обозначения
перемещений: u

1
 — линейное перемещение
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вдоль оси X1; v1 — линейное перемещение
вдоль оси Y1; w1 — линейное перемещение
вдоль оси  Z1; α1 — угол поворота относитель�
но оси X1; β1— угол поворота относительно оси
Y1; γ1 — угол поворота относительно оси Z1; u
— линейное перемещение вдоль оси Х; v —
линейное перемещение вдоль оси Y; w — ли�
нейное перемещение вдоль оси Z; α — угол
поворота относительно оси Х; β — угол пово�
рота относительно оси Y; γ — угол поворота от�
носительно оси Z; δ — депланация сечения. На�
личие индекса 1 означает, что перемещения
рассматриваются в местной системе коорди�
нат, а индексы "н" и "к" используются для обо�
значения перемещений соответственно нача�
ла и конца стержня.

 Для задач в линейной постановке можно
рассматривать перемещения, связанные с изги�
бом и сжатием стержня, отдельно от перемеще�
ний, вызывающих кручение и депланацию. Та�
ким образом, задача по разработке матрицы
жесткости ТКЭ сводится к комбинации извес�
тной матрицы жесткости, учитывающей линей�
ные перемещения и углы поворота относитель�
но осей Y1, Z1, с матрицей жесткости, учитыва�
ющей угол поворота относительно оси X1 и деп�
ланацию сечения.

Для жесткостных параметров тонкостенно�
го стержня открытого профиля приняты сле�
дующие обозначения: ЕА — продольная жест�
кость стержня; ЕIy — изгибная жесткость стер�
жня относительно оси Y1; ЕIz — изгибная жест�
кость стержня относительно оси Z1; GIt — жес�
ткость стержня на чистое кручение; EIω — сек�
ториальная жесткость стержня. Длина стерж�
ня — l.

Матрица жесткости ТКЭ основана на тео�
рии В.З. Власова [1], имеющей хорошее экспе�
риментальное и теоретическое подтверждение.
В наиболее приемлемой для практического ис�
пользования форме положения этой теории
рассмотрены Д.В. Бычковым [2].

Для получения компонентов матрицы жес�
ткости, обусловленных кручением и деплана�
цией, рассмотрим тонкостенный стержень от�
крытого профиля, сечение которого имеет две
оси симметрии, с концами закрепленными от
кручения и депланации.

Матрица жесткости включает в себя реак�
ции в связях при  возможных единичных пере�
мещениях, в качестве которых рассматривают�
ся углы поворота относительно продольной оси
и депланация сечения стержня. С учетом ра�
нее установленных закономерностей матрица

Рис. 1. Возможные перемещения узлов тонкостенного конечного элемента.
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жесткости ТКЭ с двумя осями симметрии в ме�
стной системе координат может быть представ�
лена в виде:
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GIk t=  — изгибно�крутильная характеристи�

ка стержня.
Комбинация матрицы жесткости от круче�

ния и депланации с известной матрицей жест�
кости от линейных перемещений и изгиба по�
зволила получить матрицу жесткости ТКЭ с
двумя осями симметрии в местной системе ко�
ординат, которая имеет размерность 14х14. В
таблице 1 показана структура матрицы жест�
кости ТКЭ. В незаполненных ячейках табли�
цы 1 располагаются нули.  Матрица жесткости
симметрична относительно главной диагонали,
поэтому в таблице 1 представлены только чле�
ны, расположенные справа и вверху матрицы
жесткости.

Таблица 1. Матрица жесткости ТКЭ с двумя осями симметрии.
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Неравные нулю члены матрицы жесткости
даны в [3].

При построении матрицы жесткости всей
конструкции необходимо выполнить преобра�
зование матрицы жесткости ТКЭ из местной
системы координат в общую систему коорди�
нат. Преобразование выполняется так:

R=TТ.r.T,

где R — матрица жесткости ТКЭ в общей сис�
теме координат; r — матрица жесткости в мест�
ной системе (таблица 1); Т — матрица преоб�
разования координат; ТТ — транспонированная
матрица преобразования координат.
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СТ =  — транспонированная

матрица направляющих косинусов; dн и dк —
коэффициенты преобразования депланации
для начала и конца стержня; l1 — направляю�
щий косинус оси X1 относительно оси X; m1 —
направляющий косинус оси X1 относительно
оси Y; n1 — направляющий косинус оси X1 от�
носительно оси Z; l2, m2,n2 — направляющие

косинусы оси   относительно осей X, Y, Z, соот�
ветственно; l3, m3,n3 — направляющие косину�
сы оси   относительно осей X, Y, Z, соответствен�
но.

Коэффициенты преобразования деплана�
ции определяются конструкцией узлов сопря�
жения стержней, направляющие косинусы за�
висят от геометрии конструкции.

Представленный в статье ТКЭ использован
в вычислительном комплексе расчета про�
странственных конструкций  из тонкостенных
стержней открытого профиля.
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