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Анотація. У роботі запропоновані аналітичні залежності для визначення значень критичних сил при
розрахунку стійкості центрально стиснутих тонкостінних стержнів С�подібного профілю. Дані ана�
літичні залежності розроблені для випадків втрати стійкості елементів поперечного перерізу (місце�
вої втрати стійкості), а також втрати стійкості форми поперечного перерізу тонкостінного стержня.
Критичні навантаження розраховувались із використанням оболонкових скінченно�елементних мо�
делей тонкостінних стержнів С�подібного профілю в результаті аналізу втрати стійкості у лінеарізо�
ваній постановці як для пружньої системи. Отримані аналітичні залежності пропонується викорис�
товувати в складі інженерної методики розрахунку та проектування стержневих конструкцій із тон�
костінних холодногнутих профілів, зокрема при визначенні резервів несучої здатності у закритичній
стадії роботи таких конструкцій.

Ключові слова: тонкостінний стержень, холодногнутий профіль, критична сила, лінійний аналіз
втрати стійкості, пружнє випинання, місцева втрата стійкості, втрата стійкості форми перерізу,
закритична стадія роботи, метод скінченних елементів.
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Аннотация. В работе предложены аналитические зависимости для определения значений критичес�
ких сил при расчете устойчивости центрально�сжатых тонкостенных стержней С�образного профи�
ля. Данные аналитические зависимости разработаны для случаев потери устойчивости элементов
поперечного сечения (местной потери устойчивости), а также потери устойчивости формы попереч�
ного сечения тонкостенного стержня. Критические нагрузки расчитывались с использованием обо�
лочечных конечно�элементных моделей тонкостенных стержней С�образного профиля в результате
анализа потери устойчивости в линеаризованной постановке как для упругой системы. Полученные
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аналитические зависимости предлагается использовать в составе инженерной методики расчета и
проектирования стержневых конструкций из тонкостенных холодногнутых профилей, а именно при
определении резервов несущей способности в закритической стадии работы таких конструкций.

Ключевые слова: тонкостенный стержень, холодногнутый профиль, критическая сила, линейный
анализ потери устойчивости, упругое выпучивание, местная потеря устойчивости, потеря
устойчивости формы сечения, закритическая стадия работы, метод конечных элементов.
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Abstract. This paper proposes analytic dependences for evaluation of elastic critical buckling loads of thin�
walled bars of С section subjected to central compression. These analytic dependences have been developed
for both local and distortional buckling cases of thin�walled bar. Critical loads have been calculated using
shell finite element models of thin�walled bars of C section performing linear buckling analysis as for elastic
system. Derived analytic dependences should be used as a component of engineering calculation technique
for structures from thin�walled cold�formed profiles in order to take into account the local and distortional
buckling effects at the post�buckling stage of the structural behavior.

Keywords: thin�walled bars, cold�formed profiles, critical force, linear buckling analysis, linear buckling,
local buckling, distortional buckling, post�buckling behavior, finite element analysis.

Сьогодні на український ринок металоконст�
рукцій активно імпортуються різноманітні кон�
структивні системи із тонкостінних холодно�
гнутих профілів, які знайшли широке застосу�
вання у будівельній індустрії [1, 5], зокрема як
швидкомонтовані будівлі комплектного поста�
чання [25, 26]. Цей ринок також представлений
низкою вітчизняних виробників конструкцій із
тонкостінних холодногнутих профілів. Проте
широке використання конструкцій із тонко�
стінних холодногнутих профілів вітчизняного
виробництва затримується передусім недоско�
налістю нормативної бази та недостатнім
вітчизняним досвідом економічного та надійно�
го проектування таких конструкцій.

Тому в останній час спостерігається підви�
щена увага інженерної та наукової спільности
до проблеми розрахунку конструкцій із тонко�
стінних стержнів [9, 10]. Конструкції такого
типу були предметом досліджень різних авторів

[3, 4, 11–14, 19, 22–24, 27, 28, 31, 34], зокрема,
дослідженню проблеми стійкості несучих еле�
ментів із тонкостінних холодногнутих профілів
присвячені праці [2, 6–8, 21].

У більш повній мірі питання розрахунку та
проектування несучих елементів із тонко�
стінних холодногнутих профілів відображені у
європейських нормах проектування [30]. Окрім
«звичної» місцевої (рис. 1а) та загальної форм
втрати стійкості (за згинальною (рис. 1г) та зги�
нально�крутильною (рис. 1в) формами), у нор�
мах європейських країн розглядається також
втрата стійкості форми поперечного перерізу
тонкостінного стержня (тобто втрата стійкості
внаслідок викривлення поперечного перерізу)
(рис. 1б), що є характерною для тонкостінних
стержнів відкритого профілю.

Характерною особливістю несучих еле�
ментів із тонкостінних холодногнутих профілів
є можливість їх закритичної роботи (після
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втрати місцевої стійкості стиснутих елементів
перерізу, а також (або) після втрати стійкості
форми поперечного перерізу) [32, 35]. Втрата
місцевої стійкості тонкої підкріпленої пласти�
ни (якими фактично є елементи перерізів
профілів) призводить до нерівномірного роз�
поділу нормальних напружень у перерізі такої
пластини, що характеризується концентрацією
нормальних напружень навкруги підкріплених
країв пластини, тобто фактично у місцях спря�
жень тонких пластин, з яких складається пе�
реріз (рис. 2).

Базуючись на цьому, європейські норми про�
ектування [30] регламентують виконувати пе�
ревірки несучої здатності таких елементів з вра�

хуванням можливості втрати стійкості стисну�
тими елементами перерізу (місцевої втрати
стійкості, рис. 1а), так і втрати стійкості фор�
ми поперечного перерізу (рис. 1б). При обчис�
ленні несучої здатності поперечного перерізу
тонкостінного елемента можна користуватись
концепцією «ефективної ширини» елемента
[33] (рис. 3), що вперше запропонована фон
Карманом ще в 1932 році [37].

Оцінку резервів несучої здатності тонко�
стінних елементів у закритичній стадії роботи
таких конструкцій з врахуванням втрати місце�
вої стійкості та/або втрати стійкості форми
поперечного перерізу можна отримати в ре�
зультаті виконання аналізу втрати стійкості у
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Рисунок 1. Форми втрати стійкості тонкостінних стержнів відкритого профілю: а – втрата стійкості еле�
ментів поперечного перерізу; б – втрата стійкості форми поперечного перерізу; в – загальна втрата стійкості
стержня за згинально�крутильною формою; г – загальна втрата стійкості стержня за згинальною формою.

а) б) в) г)

Рисунок 2. Нерівномірний розподіл нормальних на�
пружень у перерізі пластини внаслідок втрати
стійкості.

Рисунок 3. Розрахункова (ефективна) ширина стис�
нутої полиці С�подібного профілю.
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лінеарізованій постановці як для пружньої си�
стеми із використанням чисельних методів на
відповідних моделях [29, 30, 36].

За мету роботи було висунуто:
1) для деяких типів поперечних перерізів

тонкостінних стержнів виконати аналіз втра�
ти стійкості у лінеарізованій постановці як для
пружньої системи із використанням оболонко�
вих скінченно�елементних моделей та отрима�
ти значення критичних навантажень для форм
втрати стійкості елементів перерізу (місцевої
втрати стійкості), а також втрати стійкості фор�
ми поперечного перерізу;

2) запропонувати аналітичні залежності, що
описують функціональний зв'язок значення
критичної сили із визначеними параметрами
перерізу, які можуть бути використаними в
складі інженерної методики розрахунку та про�
ектування стержневих конструкцій із тонко�
стінних холодногнутих профілів.

Задача стійкості тонкостінного стержня роз�
в'язувалась у класичній постановці у припу�
щенні, що усі прикладені до системи зовнішні
навантаження (а отже, і внутрішні зусилля)
зростають пропорційно одному і тому ж пара�
метру λ. Те значення параметра λ, при якому
матриця жорсткості системи вперше перестає
бути позитивно визначеною, є критичним, а
відповідне значення параметра λ – є коефіці�
єнтом запасу стійкості [17, 18].

Критичні навантаження для втрати
стійкості елементів перерізу (місцевої втрати
стійкості), а також втрати стійкості форми по�
перечного перерізу розраховувались із викори�
станням оболонкових моделей тонкостінних
стержнів в результаті аналізу втрати стійкості,
що розглядався у лінеаризованій постановці як
для пружної системи. У цьому випадку задача
стійкості зводилась до задачі знаходження влас�
них значень і записувалась у термінах методу
скінченних елементів як [20]:

( )( )0 0,
ij

G
S

λ+ ⋅ × =K K U

де K0 – початкова матриця жорсткості системи
у межах пружніх деформацій;
U – сукупність узагальнених переміщень,
що відповідають формі втрати стійкості си�
стеми;
KG – початкова геометрична матриця жорст�
кості, що є лінійною функцією напруженого
стану S

ij
.

При виконанні цих досліджень практична
реалізація пошуку параметрів λ і, відповідно,
значень критичних сил, за яких відбувається
пружне випинання елементів перерізу (місце�
ва втрата стійкості) або втрата стійкості фор�
ми поперечного перерізу, виконувалась на базі
обчислювального комплексу SCAD, що реалі�
зує метод скінченних елементів [15]. Резуль�
тати обчислень значень критичних сил для
обох форм втрати стійкості тонкостінного стер�
жня С�подібного профілю (рис. 4) наведені у
таблиці 1 [16].

Рисунок 4. Поперечний переріз тонкостінного стер�
жня.
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За даними, наведеними в табл. 1, із застосу�
ванням методу регресивного аналізу була ви�
конана апроксимація дискретних даних кри�
тичних сил для втрати стійкості елементів по�
перечного перерізу ( )APP fwloccrloccr ,,.. λλ= , де

thw =λ  – гнучкість стінки профілю, tbf =λ  –
гнучкість полички, A – площа поперечного пе�
рерізу. При чому, для різних діапазонів варіації
гнучкості стінки λw були використані різні ап�
роксимувальні поліноми, що дозволило макси�
мально точно (із нормативним відхиленням,
що не перевищує 3 %) описати набір дискрет�
них значень критичних сил.

Таким чином, значення критичної сили P
cr. loc

для втрати стійкості стінки і поличок (місце�
вої втрати стійкості) С�подібних профілів про�
понується визначати за такими залежностями:
при  λw < 40:

( ) ++−=AP fwfwloccr λλλλ 847,238332,3672031,,.

−−++ AA wfw λλλ 368,9875,23729,666

−−−+− AA fwf
222 0158,12576,31125,5596,33 λλλ

−++− Awfwfw
222 154,066,0675,0 λλλλλ

3222 048,0263,0005,1201,0 AAA wffw ++++− λλλλ
33 39,000792,0 Afw ++ λ ,
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Значення критичної 
сили для втрати 
стійкості 

Значення критичної 
сили для втрати 
стійкості № 

з/п 

Переріз профілю: 
h×b×с×t, мм 

(h � висота, b � 
ширина полички, 
с � довжина 
відгину, 

t � товщина) 

елементів 
перерізу, 
Pcr.loc, кН 

форми 
перерізу, 
Pcr.dist, кН 

№ 
з/п 

Переріз профілю: 
h×b×с×t, мм 

(h � висота, b � 
ширина полички, 
с � довжина 
відгину, 

t � товщина) 

елементів 
перерізу, 
Pcr.loc, кН 

форми 
перерізу, 
Pcr.dist, кН 

1 28×15×8×2 655,443 � 40 240×50×26×3 198,825 � 
2 30×30×10×2 615,836 � 41 240×70×26×3 212,970 383,313 
3 34×19×8,5×2 547,587 322,965 42 240×55×25×4 473,621 637,769 
4 50×30×14×3 1297,365 740,129 43 240×70×30×4 511,060 793,709 
5 50×40×10×3 1279,245 598,728 44 240×105×36×4 579,972 939,393 
6 100×50×15×3 602,332 568,506 45 240×52×32×5 944,746 1156,058 
7 100×45×15×2 174,784 241,872 46 240×72×32×5 1007,974 1367,346 
8 100×65×15×2 195,209 209,677 47 240×90×35×5 1075,577 1497,480 
9 100×45×19×3 602,912 633,851 48 240×100×46×5 1149,978 1659,457 

10 100×60×24×3 674,735 652,765 49 270×55×26×3 173,658 � 
11 100×45×23×4 1438,734 1194,767 50 270×70×31×3 186,414 357,828 
12 100×65×23×4 1555,166 1158,429 51 270×60×25×4 413,258 � 
13 120×38×12×2 126,620 183,375 52 270×75×31×4 445,520 725,193 
14 120×50×20×2 145,356 245,062 53 270×90×36×4 473,820 842,202 
15 120×70×21×2 161,564 235,380 54 270×58×32×5 826,195 1067,254 
16 120×50×24×3 499,776 615,526 55 270×75×35×5 880,334 1272,845 
17 120×75×20×3 545,618 529,683 56 270×90×41×5 937,315 1444,491 
18 120×53×25×4 1193,890 1152,651 57 270×100×51×5 993,860 1584,454 
19 120×75×24×4 1283,580 1093,323 58 300×60×26×3 154,027 � 
20 120×70×33×5 2510,550 1940,799 59 300×75×32×3 165,232 � 
21 150×43×12×2 96,942 � 60 300×60×31×4 371,320 � 
22 150×55×21×2 110,181 216,213 61 300×80×31×4 392,991 648,697 
23 150×75×21×2 120,345 212,479 62 300×60×35×5 734,641 976,105 
24 150×44×15×3 333,528 423,798 63 300×80×36×5 779,148 1183,494 
25 150×60×20×3 374,986 517,553 64 300×90×46×5 827,450 1362,259 
26 150×75×25×3 412,003 555,854 65 330×60×32×3 140,270 � 
27 150×60×24×4 901,753 1038,067 66 330×115×39×3 164,232 408,086 
28 150×80×24×4 977,782 1004,202 67 330×65×31×4 333,074 � 
29 150×57×31×5 1793,573 1746,100 68 330×120×38×4 390,334 766,129 
30 150×75×34×5 1931,009 1847,916 69 330×80×41×5 700,047 1103,773 
31 180×60×21×2 87,801 185,486 70 330×100×42×5 735,303 1255,606 
32 180×60×25×3 301,110 491,664 71 360×100×39×3 141,392 338,751 
33 180×60×29×4 723,397 968,643 72 360×105×38×4 336,062 659,976 
34 180×80×30×4 782,025 1028,862 73 360×75×31×5 594,320 � 
35 200×50×25×3 251,125 393,135 74 360×90×37×5 630,361 999,254 
36 200×54×25×4 600,107 803,236 75 360×105×42×5 661,852 1159,161 
37 200×75×25×4 648,929 893,119 76 400×85×34×3 117,388 � 
38 200×85×35×4 702,432 1026,160 77 400×90×33×4 278,682 � 
39 200×72×32×5 1288,211 1581,038 78 400×90×37×5 549,531 � 

Таблиця 1. Значення критичних сил для місцевої втрати стійкості та втрати стійкості форми перерізу цент�
рально стиснутих тонкостінних стержнів С�подібного профілю

при 40 < λw  < 60:

( ) +−−=AP fwfwloccr λλλλ 815,20379,551100,,.

+−−++ AAA fwfw λλλλ 468,0676,4597,0119,197

−−−++ 2222 002046,03,0172,0947,0 A fwfw λλλλ

+++− 222 002719,0033,0006696,0 AA wwfw λλλλ
322 005886,000003118,0007631,0 AA wff +−++ λλλ

33 001921,0001833,0 Af ++ λ ,
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при 60 < λw  < 100:

( ) +−−=AP fwfwloccr λλλλ 682,2747,30524,779,,.

−−++ AA wfw λλλ 673,1114,0201,106

−−−+− AA fwf
222 251,0063,0385,0389,0 λλλ

++−− Awfwfw
222 007889,0001674,000004858,0 λλλλλ

22 006306,00009871,0 AA fw +++ λλ
332 001912,0001658,0002237,0 A fwf ++−+ λλλ

3002153,0 A+ ,

при 100 < λw < 140:

+−−=AP fwfwloccr λλλλ 046,0132,8767,313),,(.

−−++ AA wfw λλλ 511,0051,045,42

−+−+− AA fwf
222 0376,0104,0067,0113,0 λλλ

++− fwfw
22 0002677,00002592,0 λλλλ

222 0001891,0001443,0001803,0 AAA fww +−−+ λλλ
332 0009417,00001863,0003566,0 A fwf −+−+ λλλ

3008245,0 A− .

За даними, наведеними в табл. 1, із застосу�
ванням методу регресивного аналізу була вико�
нана апроксимація дискретних даних критич�
них сил для втрати стійкості форми поперечно�
го перерізу ( )kAPP cfwdistcrdistcr ,,,,.. λλλ= , де

thw =λ – гнучкість стінки профілю, tbf =λ  –
гнучкість полички, tcc =λ  – гнучкість відги�
ну, A – площа поперечного перерізу,  bhk =  –
співвідношення розмірів висоти профілю до
ширини полички. При чому, для різних діапа�
зонів варіації гнучкості стінки wλ  були викори�
стані різні апроксимувальні поліноми, що доз�
волило максимально точно (із нормативним
відхиленням, що не перевищує 3 %) описати
набір дискретних значень критичних сил.

Таким чином, значення критичної сили

distcrP .  для втрати стійкості форми поперечного

перерізу (втрати стійкості внаслідок викрив�
лення поперечного перерізу) С�подібних
профілів пропонується визначати за такими
залежностями:
при λw < 40:

( ) −+= wcfwdistcr kAP λλλλ 162,972733,,,,.

−−++− cf kAλλ 3128983,339988,85701,410

+−++− kA wwcwfw λλλλλλ 957,146354,287,2408,14

−+−+ kA ffcf λλλλ 029,323373,11703,1
2685,4252,69869,34398,3 AkkA wcc ++−−− λλλ

2222 1209207,0981,7734,13 kAcf +−−+ λλ ,

при 40 < λw < 60:

( ) −−=kAP wcfwdistcr 572,17818,833,,,,. λλλλ

−++−− kAcf 555,44905,134808,15264,7 λλ

−−−− Awcwfw λλλλλ 952,0268,0008486,0

+−−+− kAk ffcfw λλλλλ 568,13148,1323,1219,2
2383,065,6525,999,0 AkkA wcc −+−++ λλλ
2222 328,5041,0175,1077,0 kAcf −−−− λλ ,

при λw  > 60:

( ) −+=kAP wcfwdistcr 765,39344,510,,,,. λλλλ

−−+−− kAcf 306,298625,113215,2239,31 λλ

+−−−− kA wwcwfw λλλλλλ 347,8053,0371,0573,0

+−−+ kA ffcf λλλλ 67,16503,1728,0
2199,0584,1224,12617,1 AkkA wcc ++−++ λλλ
2222 044,70545,0225,0604,0 kAcf +−−+ λλ .

Як бачимо з табл. 1, при гнучкості стінки,
що не перевищує 30 (λw < 30), значення критич�
ної сили для втрати стійкості форми попереч�
ного перерізу є меншим за значення критичної
сили для втрати стійкості елементів попереч�

ного перерізу: loccrdistcr PP .. < . Так для С�подібно�
го профілю із розмірами перерізу h = 100 мм,
b = 65 мм, c = 15 мм, t = 5 мм та гнучкістю стінки
λw = 16,8 результати розв'язку задачі стійкості
центральностиснутого стержня представлені на
рис. 5, де можна побачити, що найнижче зна�
чення коефіцієнта запасу стійкості 1,59 харак�
терне для втрати стійкості форми поперечного
перерізу.

Для С�подібного профілю із розмірами пе�
рерізу h = 120 мм, b = 70 мм, c = 33 мм, t = 5 мм та
гнучкістю стінки λw = 20,08 результати розв'яз�
ку задачі стійкості центральностиснутого стер�
жня представлені на рис. 6, де можна побачи�
ти, що найнижче значення коефіцієнта запасу
стійкості 1,917 характерне для втрати стійкості
форми поперечного перерізу.
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Для С�подібних профілів із гнучкістю стінки,
що приблизно дорівнює 30 (λw ≈30), значення
критичних сил для обох форм втрати стійкості
(як втрати стійкості елементів перерізу, так і
втрати стійкості форми поперечного перерізу)
є приблизно однаковими: distcrloccr PP .. ≈  . Так, для
С�подібного профілю із розмірами перерізу
h = 150 мм, b = 57 мм, c = 31 мм, t = 5 мм та
гнучкістю стінки λw = 29,8 результати розв'язку
задачі стійкості центральностиснутого стерж�
ня представлені на рис. 7. Тут можна побачити,
що для обох розглядуваних форм втрати
стійкості коефіцієнти запасу стійкості є близь�
кими за значеннями (1,78 – для втрати стійкості
елементів поперечного перерізу і 1,73 – для
втрати стійкості форми поперечного перерізу).

Для С�подібних профілів із гнучкістю стінки,
що перевищує 30 (λw > 30), значення критичної
сили для втрати стійкості форми поперечного
перерізу є більшим за значення критичної сили

для втрати стійкості елементів поперечного
перерізу: loccrdistcr PP .. > . Так, для С�подібного
профілю із розмірами перерізу h = 150 мм,
b = 43 мм, c = 20 мм, t = 2 мм і гнучкістю стінки
λw = 72,5 у результаті розв'язку задачі стійкості
центрально�стиснутого стержня найнижче зна�
чення коефіцієнта запасу стійкості складає 1,19
і характерне для втрати стійкості елементів по�
перечного перерізу.

Висновок

Отже, в роботі запропоновано аналітичні залеж�
ності для визначення значень критичних сил
при розрахунку стійкості центрально стиснутих
тонкостінних стержнів С�подібного профілю.
Дані аналітичні залежності розроблені для ви�
падків втрати стійкості елементів поперечного
перерізу (місцевої втрати стійкості), а також
втрати стійкості форми поперечного перерізу

Рисунок 5. Результати розв'язку задачі стійкості центральностиснутого стержня С�подібного перерізу із роз�
мірами h = 100 мм, b = 65 мм, c = 15 мм, t = 5 мм.

Рисунок 6. Результати розв'язку задачі стійкості центральностиснутого стержня С�подібного перерізу із роз�
мірами h = 120 мм, b = 70 мм, c = 22 мм, t = 5 мм.
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тонкостінного стержня. Критичні навантажен�
ня розраховувались із використанням оболон�
кових скінченно�елементних моделей тонко�
стінних стержнів С�подібного профілю в ре�
зультаті аналізу втрати стійкості у лінеарізо�
ваній постановці як для пружньої системи ме�
тодом скінченних елементів.

Рисунок 7. Результати розв'язку задачі стійкості центральностиснутого стержня С�подібного перерізу із роз�
мірами h = 150 мм, b = 57 мм, c = 31 мм, t = 5 мм.

Отримані аналітичні залежності пропо�
нується використовувати в складі інженерної
методики розрахунку та проектування стерж�
невих конструкцій із тонкостінних холодно�
гнутих профілів, зокрема при визначенні ре�
зервів несучої здатності у закритичній стадії
роботи таких конструкцій.
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