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Анотація. У статті запропоновано спосіб задавання варіантів топології стрижневих металевих конст�
рукцій для структурно�параметричних задач оптимізації геометрії, поперечних перерізів стрижнів і
топології конструкції. Спосіб включає формування кортежів вузлів для опису множини варіантів то�
пології стрижневої системи й використання дискретних змінних проектування для виділення конк�
ретних варіантів топології в процесі оптимізації. При цьому забезпечено формування прийнятних
варіантів топології з різною кількістю вузлів і стрижнів на стадії введення проектувальником даних
для задачі оптимізації. Сформульовано задачу структурно�параметричної оптимізації підкроквяної
ферми. Наведено приклад формування кортежів вузлів для цієї ферми. Описано реалізацію запропо�
нованого способу в програмі оптимального проектування стрижневих металевих конструкцій OptCAD.
Оптимізаційну задачу розв'язано методом пошуку гармонії.

Ключові слова: стрижневі конструкції, металеві конструкції, оптимізація топології, дискретні
змінні проектування.
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Аннотация. В статье предложен способ задавания вариантов топологии стержневых металлических
конструкций для структурно�параметрических задач оптимизации геометрии, поперечных сечений
стержней и топологии конструкции. Способ включает формирование кортежей узлов для описания
множества вариантов топологии стержневой системы и использования дискретных переменных про�
ектирования для выделения конкретных вариантов топологии в процессе оптимизации. При этом
обеспечено формирование приемлемых вариантов топологии с различным количеством узлов и стерж�
ней на стадии ввода проектировщиком данных для задачи оптимизации. Сформулирована задача
структурно�параметрической оптимизации подстропильная фермы. Приведен пример формирования
кортежей узлов для этой фермы. Описана реализация предлагаемого способа в программе оптималь�
ного проектирования стержневых металлических конструкций OptCAD. Оптимизационные задачи
решены методом поиска гармонии.

Ключевые слова: стержневые конструкции, металлические конструкции, оптимизация топологии,
дискретные переменные проектирования.
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Abstract. The article suggests a method of specifying a set of variants of bar structures for structural and
parametric optimization problems of geometry, cross sections of bars and structure topology. The method
includes formation of tuples of nodes for describing set of topology variants of bar system and using of
discrete design variables to select specific topology variants during the optimization process. In this case
topology variants can be formed with different number of nodes and bars and on the stage of the data input
of optimization problem. The structural and parametric optimization problem is formulated for eaves truss.
The article gives the instance of the specifying of tuples with the nodes for eaves truss. It is described the
implementation of the proposed method in program for optimal design of steel structures OptCAD. Structure
optimization problem is solved by harmony search method.
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Постановка проблеми

Стрижневі металеві конструкції застосовують�
ся в багатьох типах будівель і споруд. Для по�
кращення їхньої конкурентоспроможності ви�
користовують різні способи покращення тех�
ніко�економічних показників, у тому числі ме�
тоди оптимізації в процесі проектування. Най�
більший ефект від методів оптимізації отриму�
ють, зазвичай, при варіюванні комплексу основ�
них параметрів конструкції, таких як її топо�
логія й геометрія, типи й розміри поперечних
перерізів стрижнів тощо. Відповідні задачі оп�
тимізації відносять до задач структурно�пара�
метричної оптимізації. Розв'язок такої задачі
зазвичай дозволяє зменшити вартість конст�
рукції в порівнянні з розв'язком параметрич�
ної задачі оптимізації за рахунок варіації струк�
тури (топології) конструкції [4, 10]. Для фор�
мулювання задачі структурно�параметричної
оптимізації треба задати множину варіантів
топології стрижневої конструкції. Спосіб фор�
мування цієї множини повинен забезпечувати
можливість описувати довільні варіанти топо�
логії, уникаючи при цьому утворення неприй�
нятних варіантів топології конструкції, у тому
числі геометрично або миттєво змінних.

Аналіз досліджень та публікацій

У більшості робіт з оптимізації металевих кон�
струкцій розглядаються параметричні задачі,
що обмежені попередньо вибраною фіксованою
топологією при можливості зміни параметрів
конструкції. Менше досліджено задачі струк�
турно�параметричної оптимізації [1] – задачі
пошуку оптимальної топології стержневої сис�
теми і форми поперечних перерізів її елементів
при змінних геометричних параметрах конст�
рукції.

Задачу оптимізації стрижневої системи
формулюють як задачу пошуку таких значень
змінних проектування { }1 2, , ,

x

T
NX X X X=

r
K , при

яких значення цільової функції є найменшим
[1, 3, 6, 9]:

( ) minf X →
r

, (1)

де ( )f X
r

 – цільова функція;

xN  – кількість змінних проектування.
При цьому повинні виконуватися обмеження,
що описують нормативні, технологічні й інші
вимоги до конструкції:

( ) 0k Xψ =
r

, 1,k Nψ= , (2)
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 ( ) 0p Xϕ ≤
r

, 1,p N Nψ ϕ= + , (3)

( )k Xψ
r

, ( )p Xϕ
r

 – функції обмежень�рівностей

і обмежень�нерівностей відповідно;
Nψ , Nϕ  – кількість обмежень�рівностей і за�
гальна кількість обмежень відповідно.

Вектор змінних проектування   у задачі струк�
турно�параметричної оптимізації (1)–(3)
стрижневої системи може містити змінні, які
визначають геометрію, типи й розміри попереч�
них перерізів елементів системи, а також змінні
проектування, поточне значення яких виділяє
варіант топології стрижневої системи з деякої
множини варіантів топології [10]. Координати
вузлів стрижневої системи і розмірів попереч�
них перерізів зазвичай задають неперервними
змінними проектування [1]. Дискретні змінні
проектування використовують для задавання
типу й розмірів поперечного перерізу, що відпо�
відають доступним профілям у сортаменті [9].
Окрім цього дискретні змінні проектування
використовують для задавання варіантів топо�
логії стрижневої системи [6]. Поширеним є
метод базової конструкції (ground structure) [5],
в якому синтез нових топологічних рішень
стрижневих конструкцій виконують без вико�
ристання змінних проектування, що явно зада�
ють варіанти топології конструкції.

Згідно з [6] можливі варіанти положення
одного стрижня задаються у двох кортежах
(двох послідовностях) номерів вузлів, до яких
може бути приєднаний початок і кінець цього
стрижня. Кожна пара вузлів (по одному з кор�
тежу) з однаковим порядковим номером у кор�
тежі задає один можливий варіант положення
стрижня. Конкретний варіант положення за�
дається значенням змінної проектування, яке
слугує порядковим номером, що виділяє два
вузли з кортежів. Даний метод використовува�
ли в [6] для задавання варіантів топології кон�
струкції з незмінною кількістю вузлів та
стрижнів.

Мета

Розробити спосіб задавання множини варіантів
топології стрижневих конструкцій із різною
кількістю вузлів та стрижнів для структурно�
параметричних задач оптимізації.

Основна частина

В структурно�параметричній задачі оптимізації
топології використаємо дискретні змінні про�
ектування X

t
 = {1, 2 … n} [6], що в процесі опти�

мізації виділяють поточний варіант із заданих
n варіантів топології. Дискретну змінну проек�
тування X

t
 сформуємо так, щоб кожному її мож�

ливому значенню відповідав один варіант то�
пології конструкції. Для цього використаємо
кортежі вузлів , 1,iK i m= , де m – кількість кінців
стрижнів, що можуть мати різне положення в
різних варіантах топології. Тоді множина варі�
антів топології конструкції буде повністю за�
дана на стадії введення вихідних даних задачі
оптимізації. Множину варіантів формує проек�
тувальник. Це дозволяє задавати і аналізувати
в процесі оптимізації лише раціональні мож�
ливі варіанти топології конструкції.

Опишемо спосіб формування варіантів то�
пології з різною кількістю вузлів та стрижнів.
На основі аналізу можливих варіантів конст�
рукції сформуємо множину вузлів N і множи�
ну стрижнів B, з яких будемо формувати
потрібні варіанти топології конструкції.
Кількість вузлів та стрижнів у множинах B і N
повинна бути достатньою для формування
будь�якого варіанта топології. Для більшості
задач кількість вузлів у множні N визначають
із варіанта топології, в якому є максимальна
кількість вузлів, а кількість стрижнів у множні
B – з варіанта, в якому є максимальна кількість
стрижнів.

На відміну від [6] варіанти топології утво�
рюємо, по�різному розділяючи вузли й стрижні
між двома стрижневими підсистемами – базо�
вою і додатковою. Під час розв'язування задачі
оптимізації при обчисленні значення цільової
функції будемо враховувати лише базову підси�
стему. Кожен варіант базової підсистеми відпо�
відає одному із можливих варіантів топології
системи. З елементів, що не ввійшли в базову
підсистему в деякому варіанті топології, фор�
муємо відповідну додаткову підсистему.

Додаткова й базова підсистеми повинні бути
геометрично й миттєво незмінними, і не впли�
вати на напружено деформований стан одна
одної.

Нехай підмножини N1 і N2, B1 і B2 такі, що

N1 ⊆ N, N2 ⊆ N,
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N1 ∪ N2 = N, N1 ∩ N2 =∅, (4)

B1 ⊆ B, B2  ⊆ B,

B1 ∪ B2 = B, B1 ∩ B2 = ∅, (5)

Підмножини N1 і B1 містять вузли й стрижні
базової підсистеми, а підмножини N2 і B2 – до�
даткової.

Підмножини N2 і B2, окрім вузлів та
стрижнів, що використовуються для формуван�
ня деяких варіантів топології в базовій підсис�
темі, можуть містити спеціальні вузли й
стрижні, що ніколи не належать до множин N1

і B1. Їх використовують для забезпечення гео�
метричної незмінності додаткової підсистеми.
У множині N2 завжди є два спеціальні вузли.
Вони закріплені від зміщення у всіх напрямках
і служать опорами додаткової підсистеми. У
множину B2 додають спеціальні стрижні тільки
тоді, коли в деякому варіанті топології всі
стрижні використані для формування базової
підсистеми (B2 = ∅), але при цьому використа�
но не всі вузли із множини N (не враховуючи
спеціальні вузли). У цьому разі не використані
вузли потрібно додати до додаткової системи,
де їх треба закріпити з допомогою спеціальних
стрижнів. Кожен такий вузол задають двома
спеціальними стрижнями.

Щоб додати стрижень до базової (додатко�
вої) підсистеми треба задати його положення
за допомогою вузлів підмножини N1 (N2). Щоб
додати вузол до базової (додаткової) підсисте�
ми його приєднують стрижнями до вузлів
підмножини N1 (N2).

Для кожного варіанту топології задають ко�
ординати вузлів базової і додаткової підсисте�
ми. Координати вузлів додаткової підсистеми
треба задавати так, щоб уникнути утворення
миттєво змінної системи, а також так, щоб дов�
жина стрижнів додаткової підсистеми була не�
значною. Невелика довжина стрижнів додатко�
вої підсистеми забезпечує незначний вплив її
параметрів на цільову функцію при дотриманні
всіх вимог нормативних обмежень (2).

Для кожного варіанту топології координа�
ти (X, Y, Z) вузлів системи можна записати у
вигляді умовної функції, яка залежить від зна�
чень змінної проектування X

t
:

1( ), 1

( )

( ),

xyz t

xyzn t

f X при X

X,Y,Z

f X при X n

⎧ =
⎪

= ⎨
⎪ =⎩

r

L
r (6)

Схожим чином для кожного варіанту топології
можна записати й інші параметри стрижневої
системи, наприклад, навантаження.

Формулювання і розв'язання структурно�
параметричної задачі оптимізації з
допомогою програми OptCAD

Розв'яжемо узагальнену задачу структурно�па�
раметричної оптимізації підкроквяної ферми.
Підкроквяна ферма шарнірно оперта, прольо�
том 18 м. На середній вузол верхнього пояса
ферми діє зосереджене навантаження 100 кН.
Визначимо тип решітки ферми, кількість пане�
лей ферми, розміри поперечних перерізів
стрижнів ферми і висоту ферми, при яких маса
підкроквяної ферми буде найменшою.

Неперервною змінною проектування в за�
дачі є висота ферми Н, яка може змінюватися в
межах від 1,5 до 3,5 м. Стрижні ферми можуть
мати три типи перерізів із прямокутних труб,
окремо для верхнього, нижнього пояса й роз�
косів. Дискретними змінними проектування є
номери профілів стрижнів ферми в сортаменті
[9] і варіанти її топології [6]. На основі аналізу
конструкції ферми нами прийнято 12 варіантів
топології, шість із них зображено на рисунку 1.

На рис. 1 для кожного варіанта топології
зображено базову (ліворуч) і додаткову (пра�
воруч) підсистему. Вузли й стрижні, які вико�
ристанні для формування базової підсистеми
пронумеровано (номери стрижнів зображено в
рамці). Додаткові підсистеми зображені умов�
но, в збільшеному масштабі й містять вузли та
стрижні, що не попали в базову підсистему. У
варіанті І, з найбільшою кількістю вузлів і
стрижнів, усі стрижні й вузли використано для
формування топології базової підсистеми. У до�
датковій підсистемі варіанта I є лише два спеці�
альні вузли n

d1 і nd2, а стрижні відсутні.
Сформуємо змінні проектування X

t
 [6] для

задавання варіантів топології стрижневої сис�
теми в програмі OptCAD [8]. Для цього сфор�
муємо потрібну кількість кортежів Kib, Kie вузлів,
до яких можуть бути приєднані відповідно по�
чаток і кінець i�го стрижня в кожному варіанті
топології ферми. Кортежі формуємо з ураху�
ванням розподілу стрижнів між підсистемами
в кожному варіанті топології.

У таблиці 1 наведено приклади кортежів Kib,
Kie для стрижнів 18, 19 і 30. Ці стрижні нале�
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жать базовій підсистемі у варіантах I, III, VIII
топології зі стійкою по середині прольоту фер�
ми. У варіантах топології V, X, XII додатковій
підсистемі належить вузол 18, а стрижень 18
має різне положення в базовій підсистемі. Ву�
зол 18 приєднано до кінців стрижнів 19 і 30, які
іншими кінцями приєднанні до спеціальних
вузлів nd1 і nd2 додаткової підсистеми. Кортежі
для початку стрижня 19 і кінця стрижня 30
відсутні, тому що у всіх варіантах топології
вони приєднані до вузла 18.

Покажемо формування кортежів Kib, Kie і
змінної проектування X

t
 у програмі оптималь�

ного проектування стрижневих металевих кон�
струкцій OptCAD. Для створення змінної про�
ектування X

t
 у програмі OptCAD спершу фор�

мують кортежі можливих значень, а потім
змінну проектування у вікні «Зміні проектуван�
ня: Вузли» (рис. 2а). Використовують цю
змінну для задавання варіанти топології кон�
струкції при описі положення кінців стрижня
у вікні «Геометрія конструкції: Стрижні»
(рис. 2б).

Для формування кортежу, з поля «Список
варіантів» вибирають потрібні вузли. Вибрані

вузли  відображаються в полі «Вибрані варіан�
ти». Після цього заповнюють обов'язкові поля:
«Ім'я змінної», «Поточне значення» і за допо�
могою кнопок у полі «Список змінних проек�
тування» створюють новий кортеж. Усі ство�
рені кортежі відображаються в полі «Список
варіантів» в низу списку.

Для створення змінної проектування X
t
 ви�

конують в основному ті самі дії, що й для ство�
рення кортежу, але замість вузлів у нижній час�
тині поля «Список варіантів» вибирають попе�
редньо створені кортежі. Кожен варіант поточ�
ного значення змінної X

t
, має ім'я, яке утворюєть�

ся з імені змінної з додаванням відповідного су�
фікса .Var1, .Var2, .VarN, наприклад, Xt.Var2.

Положення кінців стрижня відповідно до
варіантів топології  задають у діалоговому вікні
«Геометрія конструкції: Стрижні» (рис. 2б) ви�
користовуючи імена Xt.VarN у полях «Почат�
ковий вузол» і «Кінцевий вузол».

Для розв'язання задачі оптимізації топології
підкроквяної ферми використано метаеврис�
тичний ітераційний алгоритм – метод пошуку
гармонії [3, 7]. Результат оптимізації наведено
в табл. 2.

Рисунок 1. Приклади варіантів топології підкроквяної ферми.

Таблиця 1. Приклади кортежів, що задають положення стрижня у варіантах топології ферми

Примітка: Вузли додаткової підсистеми в таблиці виділені напівжирним шрифтом.

Варіанти топології (значення змінної Xt) Стрижень № Кортеж I (1) III (3) V (5) VIII (8) X (10) XII (12) 
поч. K18b n17 n13 n17 n17 n17 n13 18 кін. K18e n18 n18 n19 n18 n19 n23 
поч. – n18 n18 n18 n18 n18 n18 19 кін. K19e n19 n23 nd1 n19 nd1 nd1 
поч. K30b n0 n0 nd1 n0 nd2 nd2 30 кін. – n18 n18 n18 n18 n18 n18 
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Розв'язано також 12 задач оптимізації зі
змінними перерізами і висотою ферми для кож�
ного з варіантів топології зокрема. Задачі
розв'язувалися при різних фіксованих значен�
нях змінної X

t
. Маса ферми після розв'язання

Рисунок 2. Діалогові вікна програми OptCAD: а) для формування змінних проектування, що використову�
ються для опису положення кінців стрижня, б) для опису стрижнів стрижневої системи.

задачі для наведених у статті варіантів топо�
логії: І варіанта – 24,1 кН, ІIІ – 20,4 кН,
V – 21,9 кН, VIІІ – 22,9 кН, X – 21,7 кН,
XII – 18,8 кН. В інших варіантах маса ферми
також є більшою, ніж у XII варіанті.

а)

б)

Таблиця 2. Результати розв'язання задачі оптимізації топології підкроквяної ферми

Переріз стрижнів із прямокутної труби A × B × t, мм № вар. Маса, кН Висота, м верхнього пояса нижнього пояса розкосів 
XII 18,8 1,75 200 × 200 × 8 160 × 200 × 8 200 × 160 × 6 
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Висновок

Розроблено спосіб задавання варіантів топо�
логії конструкції, які можуть мати різну
кількість вузлів і стрижнів, для формулюван�
ня структурно�параметричних задач оптимі�
зації топології конструкцій. У розробленому
способі використано дискретні змінні проек�
тування, що виділяють конкретний варіант
топології у процесі оптимізації. Множину

варіантів топології стрижневої системи опи�
сано з допомогою кортежів вузлів. Наведено
приклад формування кортежів вузлів на при�
кладі підкроквяної ферми у програмі
OptCAD.

У подальшому потрібно дослідити ефек�
тивність використання цього способу для
структурно�параметричних задач оптимізації з
великою кількістю змінних проектування.
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