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Аннотация. В статье приводится численный расчет неупругой незамкнутой составной оболочки, со�
стоящей из цилиндрической и конической части методом последовательных приближений на основа�
нии метода упругих решений. Задача упругости в каждом приближении решается разностным методом
на основе вариационного уравнения Ж. Лагранжа в перемещениях точек срединной поверхности. При
этом матрица системы уравнений от приближения к приближению не меняется. Изменяются только
правые части, которые зависят от пластических деформаций. Сначала приводится постановка задачи:
рассматривается круговая незамкнутая составная оболочка, состоящая из цилиндрической и кониче�
ской части с шарнирно закрепленными меридиональными краями и жестко заделанными краями в
окружном направлении. Оболочка  находится под воздействием нормальной к срединной поверхности
равномерно распределенной нагрузки. Формулируются граничные условия. Доказывается правомоч�
ность использования симметрии оболочки. Устанавливается сходимость решения упругой задачи пу�
тем двукратного сгущения сетки. Устанавливается момент появления первых пластических деформа�
ций в наиболее нагруженном узле сеточной области. Приведено определение упруго�пластического
состояния данной оболочки методом упругих решений: указано поле интенсивности касательных на�
пряжений по толщине оболочки по всей сеточной области; приведено поле прогибов точек срединной
поверхности по всей  сеточной области в табличной форме и в виде объёмных и плоских графиков.

Ключевые слова: незамкнутая составная оболочка, вариационно�разностный метод, граничные
условия, интенсивность касательных напряжений.
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Анотація. У статті наводиться чисельний розрахунок непружної незамкненої складеної оболонки, що
складається з циліндричної і конічної частини методом послідовних наближень на підставі методу
пружних рішень. Завдання пружності в кожному наближенні вирішується різницевим методом на ос�
нові варіаційного рівняння Ж. Лагранжа в переміщеннях точок серединної поверхні. При цьому матри�
ця системи рівнянь від наближення до наближення не змінюється. Змінюються тільки праві частини,
які залежать від пластичних деформацій. Спочатку наводиться постановка задачі: розглядається кру�
гова незамкнена складена оболонка, що складається з циліндричної і конічної частини з шарнірно
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закріпленими меридіональними краями і жорстко забитими краями в окружному напрямку. Оболонка
знаходиться під впливом нормального до серединної поверхні рівномірно розподіленого навантаження.
Формулюються граничні умови. Доводиться правомірність використання симетрії оболонки. Вста�
новлюється збіжність рішення пружної задачі шляхом двократного згущення сітки. Встановлюється
момент появи перших пластичних деформацій в найбільш навантаженому вузлі сітчастої зони. Наве�
дено визначення пружно�пластичного стану даної оболонки методом пружних рішень: зазначено поле
інтенсивності дотичних напружень по товщині оболонки по всій сітчастій зоні; наведено поле прогинів
точок серединної поверхні по всій сітчастій зоні у табличній формі і у вигляді об’ємних і плоских
графіків.

Ключові слова: незамкнена складена оболонка, варіаційно�різницевий метод, граничні умови,
інтенсивність дотичних напружень.
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Abstract. The article presents a numerical calculation of an inelastic open�ended composite shell consisting
of a cylindrical and conical part by the method of successive approximations based on the method of elastic
solutions. The problem of elasticity in each approximation is solved by a difference method based on the
variational equation of J. Lagrange in displacements of points of the median surface. In this case, the matrix
of the system of equations does not change from approximation to approximation. Only the right�hand
parts, which depend on plastic deformations, are changed. First, the statement of the problem is given: a
circular open composite shell is considered, consisting of a cylindrical and conical part with hingedly fixed
meridional edges and rigidly embedded edges in the circumferential direction under uniformly distributed
load acting normal to the middle surface. Boundary conditions are formulated. The validity of using shell
symmetry is proved. The convergence of the solution of the elastic problem is established by double thickening
of the grid. The moment of appearance of the first plastic deformations in the most loaded node of the grid
area is established. The elastic�plastic state of this shell is determined by the elastic solutions method: the
field of intensity of tangent stresses along the thickness of the shell over the entire grid area is specified; the
field of deflections of points of the middle surface over the entire grid area is given in tabular form and in the
form of volumetric and flat graphs.

Keywords: open composite shell, variation�difference method, boundary conditions, intensity of
tangential stresses.

Постановка задачи

В ряде источников [2] разработана методика
численного расчета тонких упругопластических
оболочек произвольной формы постоянной тол�
щины на основе метода упругих решений. Зада�
ча упругости в каждом приближении решается
вариационно�разностным методом на основе
вариационного уравнения Лагранжа в перемеще�
ниях точек срединной поверхности с широким
классом граничных условий.

Используя эту методику, рассмотрим круго�
вую составную незамкнутую оболочку толщи�
ной стенки h = 15 мм, состоящую из цилиндри�
ческой и конической части (рис. 1). В окруж�
ном направлении оболочка жестко заделана, т. е.
при 1α = 0 и при 1α = 2,0 м составляющие вектора
полного перемещения u = ν  = w = 0 и угол пово�
рота 2 1/ 0wθ α= ∂ ∂ = ; в меридиональном направ�
лении оболочка закреплена шарнирно так, что
составляющие вектора полного перемещения
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u = ν =w=0. Материал имеет коэффициент Пуас�
сона μ  = 0,3 и модуль нормальной упругости
Е = 51,95 10⋅  МПа с диаграммой растяжения ци�
линдрического образца S (Г) (таблица 1). S – ин�
тенсивность касательных напряжений, Г – интен�
сивность деформаций сдвига, определяемые для
плоского напряженного состояния по формулам
(1), (2).

2 2 2
11 22 11 11 12

1 3 ;
3

S σ σ σ σ σ = + − ⋅ +  (1)

2 2
1 2 2 3

2 2
3 1

[( ) ( )1 ;36 ( ) ]
2

Г
ε ε ε ε
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− + − +
=

+ − + ⋅
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где относительные деформации 1ε  2ε и γ  уточня�
ются через перемещения u, ν , w точек средин�
ной поверхности оболочки от приближения
к  приближению.

Данная оболочка имеет вертикальную плоскость
симметрии. Сначала расчет проведен при сеточ�
ной области размером 13× 11 узлов для всей сре�
динной поверхности, а потом для её половины при
сеточной области 13× 7 при действии равномерно
распределенной нагрузки q = 1 МПа. Результаты
расчета, характеризующие напряженно�деформи�
рованное состояние данной составной оболочки
для этих двух вариантов полностью совпали.
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Рисунок 1. Расчетная схема составной оболочки.

Кроме того, с целью получения достоверно�
го результата, решение упругой задачи прово�
дилось при трёх значениях густоты сеточной об�
ласти для половины оболочки 13× 7, 23× 11 и
23× 19 узлов при последовательном сгущении в
два раза (рис. 2, 3). Здесь выделены подобласти,
характеризующие значения весовых функций
как по геометрии оболочки, так и по условиям
закрепления, а также по действующей нагрузке.
Вся эта информация характеризует поле при�
знаков сеточной области.

В таблице 2 показаны значения интенсивно�
сти касательных напряжений S по проведенным
расчетам в наиболее нагруженном месте оболоч�
ки по мере сгущения сеточной области. Наиболь�
шее значение погрешности составляет 9,2 % для
самой густой сетки.

Таким образом, дальнейшие вычисления
упруго�пластического состояния оболочки вы�
полнены для сетки размером 23× 19 узлов.

Для определения  упруго�пластического со�
стояния данной оболочки использовался метод
упругих решений А. А. Ильюшина [1]. В каждом
последовательном приближении решалась упру�
гая задача в перемещениях u , ν , w точек средин�
ной поверхности вариационно�разностным ме�
тодом на основе уравнения Ж. Лагранжа. Так
было установлено, что первые пластические де�
формации возникли в узле 19,18 на верхней све�
товой поверхности (при z  = h/2) при нагрузке
qт = 4,1 МПа.

Наиболее нагруженной линией узлов явля�
ется ряд  j = 18. Это видно по таблице 3.

Результат проиллюстрирован соответствую�
щими графиками (рис. 4).

Далее упруго�пластическое напряженно�
деформированное состояние оболочки опре�
делено при нагрузке  q = 10 МПа. Результаты
расчета при упругом и пластическом решении
задачи приведены по ряду узлов j = 18 по тол�
щине оболочки в таблице 4. Данные показы�
вают, что  развитые пластические деформации
в оболочке при данной нагрузке в основном

Таблица 1. Зависимость интенсивности касательных напряжений (S), от интенсивности деформаций сдвига (Г)

Г 0 0,00075 0,0015 0,003 0,0045 0,006 0,00751 0,00901 0,07506 
S, МПа = 0 112,6 225,2 331,1 363,4 386,2 401,0 407,6 509,2 
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локализуются у верхней световой поверхности.
С учетом пластических деформаций напряжения
перераспределяются так, что в зонах пластичности
они снижаются, а в зонах упругих деформаций

увеличиваются. Причем следует заметить, что
там, где при упругом решении задачи пластичес�
ких деформаций нет, а при пластическом реше�
нии возникли. Так в узле 19,18 напряжение

а)

Рисунок 2. Сеточные области: а) 13× 7 узлов; б) 23× 11 узлов.

б)

Рисунок 3. Сеточная область 23× 19 узлов.
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Таблица 2. Интенсивности касательных напряжений (S)

Сетка Узлы S(-h/2), МПа S(0), МПа S(h/2), МПа 
13×7 10,6 14,931 4,594 5,743 

23×11 22,10 31,029 6,276 18,477 
23×19 22,18 31,098 6,913 17,269 

Min отличие, % 0,216 9,2 6,612 

S(h/2) снизилось с 549,79 до 404,51 МПа, что
составило 26,4 %; напряжения на нижней свето�
вой (z  = –h/2) поверхности при упругом реше�
нии вообще не имели места, а при решении с уче�
том пластических деформации в большем числе
узлов они возникли. Так в узле 8, 18 напряже�
ния возросли от 110,35 до 231,08 МПа, что со�
ставило 52,2 %.

Для получения результата потребовалось
выполнить 24 итерации. При этом решение за�
дачи пластичности сошлось с точностью 4,9 %.

На рис. 5 показана графическая иллюстрация
напряженного состояния оболочки в соответ�
ствии с таблицей 4.

На рис. 6, 7, 8 показано напряженно�дефор�
мированное состояние оболочки по её толщине
при z =  –h/2, z = 0  и  z =  h/2, соответственно.

Таблица 5 представляет поле прогибов w
срединной поверхности по всей сеточной
области.  На рис. 9, 10 показаны эпюры прогибов.

Наибольший прогиб возник в конической ча�
сти оболочки в узле 19, 18 и составил w=3,05 мм.

Таблица 3. Интенсивности касательных напряжений по наиболее нагруженной линией узлов (j = 18)

Ряд узлов при j = 18 

Интенсивность напряжений S, МПа при q = 1 МПа №№ узлов по  
сетке 

№№ телесных 
узлов S(-h/2) S(0) S(h/2) 

2 0 10,409 0,392 11,192 
3 1 12,727 14,069 39,068 
4 2 12,58 17,517 46,58 
5 3 11,96 18,222 46,85 
6 4 11,569 18,872 46,999 
7 5 11,297 19,608 47,447 
8 6 11,035 20,329 47,969 
9 7 10,735 21,004 48,492 

10 8 10,379 21,629 49,006 
11 9 9,962 22,211 49,511 
12 10 8,487 22,759 50,012 
13 11 8,957 22,28 50,513 
14 12 8,38 23,783 51,019 
15 13 7,76 24,271 51,523 
16 14 7,091 24,752 52,031 
17 15 6,352 25,272 52,631 
18 16 5,565 25,971 53,609 
19 17 5,126 26,85 54,979 
20 18 7,279 26,273 53,88 
21 19 10,601 19,332 39,957 
22 20 31,098 6,915 17,269 
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Ряд узлов при j = 18  
(упругое решение) 

Ряд узлов при j = 18 
(пластическое решение) 

Интенсивность напряжений S, МПа 
при q = 10 МПа 

Интенсивность напряжений S, МПа  
при q = 10 МПа №№ узлов по 

сетке 
№№ телесных 

узлов S(-h/2) S(0) S(h/2) S(-h/2) S(0) S(h/2) 
2 0 104,09 3,92 111,92 125,32 2,917 131,15 
3 1 127,27 140,69 390,68 173,89 163,90 343,23 
4 2 125,8 175,17 465,8 218,00 220,14 369,43 
5 3 119,6 182,22 468,5 226,63 231,30 374,55 
6 4 115,69 188,72 469,99 229,25 238,88 378,59 
7 5 112,97 196,08 474,47 230,83 246,84 382,61 
8 6 110,35 203,29 479,69 231,08 254,45 386,20 
9 7 107,35 210,04 484,92 230,31 261,70 388,36 

10 8 103,79 216,29 490,06 228,733 268,68 390,33 
11 9 99,62 222,11 495,11 226,78 275,91 392,39 
12 10 84,87 227,59 500,12 224,21 283,65 394,63 
13 11 89,57 222,8 505,13 219,78 291,57 396,92 
14 12 83,8 237,83 510,19 214,93 299,66 399,24 
15 13 77,6 242,71 515,23 209,59 307,80 401,24 
16 14 70,91 247,52 520,31 203,12 315,95 402,25 
17 15 63,52 252,72 526,31 194,78 324,28 403,21 
18 16 55,65 259,71 536,09 183,79 331,85 404,22 
19 17 51,26 268,5 549,79 169,27 333,49 404,51 
20 18 72,79 262,73 538,8 156,21 316,39 399,46 
21 19 106,01 193,32 399,57 127,68 232,35 351,63 
22 20 310,98 69,15 172,69 307,22 71,53 231,13 

Таблица 4. Результаты расчета при упругом и пластическом решении задачи приведены по ряду узлов j = 18 по
толщине оболочки

Рисунок 4. Интенсивность напряжений при нагрузке q = 1 МПа по линии узлов j = 18.
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Рисунок 5. Интенсивность напряжений при нагрузке q = 10 МПа по линии узлов j = 18.
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Таблица 5. Поле прогибов w срединной поверхности по всей сеточной области

Узлы по сетке и по телу оболочки 
2 3 4 5 6 7 8 9 
0 1 2 3 4 5 6 7 

Узлы 
по 

сетке 

Узлы 
по 
телу 

Прогибы w, мм 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 1 0 0,279949 0,470401 0,577705 0,629039 0,647838 0,649453 0,642707 
4 2 0 0,327336 0,577112 0,737737 0,826167 0,864895 0,87282 0,863214 
5 3 0 0,321729 0,58531 0,771442 0,885739 0,943709 0,962049 0,954804 
6 4 0 0,320718 0,593589 0,797543 0,932165 1,007572 1,037478 1,035254 
7 5 0 0,327953 0,61231 0,831741 0,983092 1,073296 1,113779 1,116998 
8 6 0 0,340583 0,63885 0,873168 1,039041 1,141641 1,191018 1,199013 
9 7 0 0,357138 0,671619 0,921096 1,100209 1,213284 1,269824 1,281424 
10 8 0 0,377264 0,710431 0,975813 1,167246 1,289016 1,350883 1,364676 
11 9 0 0,401328 0,756443 1,038975 1,241555 1,36958 1,43449 1,448742 
12 10 0 0,43086 0,811682 1,111566 1,324369 1,456717 1,521404 1,5335 
13 11 0 0,469605 0,878895 1,196415 1,417634 1,551715 1,614007 1,621534 
14 12 0 0,522897 0,968215 1,304601 1,531426 1,662751 1,718645 1,719449 
15 13 0 0,591904 1,079301 1,433654 1,662383 1,786753 1,833351 1,826185 
16 14 0 0,677729 1,213765 1,583604 1,807545 1,918947 1,951895 1,934625 
17 15 0 0,786892 1,378262 1,758675 1,96874 2,059264 2,074227 2,045757 
18 16 0 0,926974 1,580723 1,962834 2,148241 2,211276 2,206417 2,168037 
19 17 0 1,085133 1,794641 2,161443 2,311182 2,344247 2,322465 2,279042 
20 18 0 1,157307 1,848817 2,158198 2,259633 2,266387 2,236923 2,19761 
21 19 0 0,860875 1,305919 1,47202 1,51028 1,501302 1,479313 1,456683 
22 20 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Окончание таблицы 5

Узлы по сетке и по телу оболочки 
10 11 12 13 14 15 16 17 18 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 

Узлы 
по 

сетке 

Узлы 
по 
телу 

Прогибы w, мм 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 1 0,632308 0,620689 0,609238 0,599124 0,592034 0,591061 0,601929 0,6346 0,7046 
4 2 0,84454 0,821997 0,798996 0,778486 0,764278 0,762666 0,784704 0,8495 0,9893 
5 3 0,932468 0,90252 0,870543 0,841559 0,821571 0,819485 0,849629 0,9353 1,1138 
6 4 1,012259 0,97763 0,938892 0,9031 0,878351 0,875759 0,912202 1,0143 1,2277 
7 5 1,094617 1,056895 1,01292 0,971516 0,942611 0,939293 0,98076 1,0970 1,3468 
8 6 1,17742 1,137297 1,088954 1,042636 1,009827 1,005382 1,050831 1,1799 1,4668 
9 7 1,260178 1,21777 1,165442 1,11457 1,07793 1,07197 1,120684 1,2624 1,5877 

10 8 1,342974 1,29806 1,241912 1,186754 1,146393 1,138692 1,190014 1,3450 1,7106 
11 9 1,425544 1,377777 1,317958 1,258866 1,215085 1,205817 1,259815 1,4309 1,8403 
12 10 1,507429 1,456409 1,393168 1,330651 1,283827 1,272904 1,331209 1,5218 1,9793 
13 11 1,590403 1,535459 1,46904 1,403475 1,353399 1,340943 1,403991 1,6153 2,1252 
14 12 1,682858 1,623682 1,553895 1,484521 1,430828 1,415591 1,48205 1,7132 2,2786 
15 13 1,78454 1,723012 1,65232 1,581568 1,523121 1,501663 1,567824 1,8155 2,438 
16 14 1,887819 1,825363 1,756184 1,686921 1,626874 1,59823 1,658838 1,9197 2,6021 
17 15 1,994773 1,933556 1,868639 1,803948 1,745587 1,712464 1,761874 2,0293 2,7694 
18 16 2,115563 2,058617 2,001022 1,94402 1,89069 1,856089 1,893841 2,1550 2,9426 
19 17 2,22979 2,180944 2,133759 2,087379 2,042456 2,010019 2,037295 2,2720 3,0551 
20 18 2,158654 2,122857 2,089647 2,057137 2,024373 1,998068 2,013453 2,1869 2,8085 
21 19 1,43685 1,41996 1,40494 1,390215 1,374436 1,359696 1,363363 1,4372 1,6924 
22 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Рисунок  6. Интенсивность касательных напряжений S (–h/2), q = 10 МПа.

Интенсивность касательных напряжений S (–h/2), МПа,
q = 10 МПа
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Рисунок 7. Интенсивность касательных напряжений S(0), q = 10 МПа.

Интенсивность касательных напряжений S (0), МПа,
q = 10 МПа

Рисунок 8. Интенсивность касательных напряжений S(h/2), q = 10 МПа.

Интенсивность касательных напряжений S (h/2), МПа,
q = 10 МПа
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Рисунок 10. Эпюра прогибов w, при q = 10 МПа.

Рисунок 9. Эпюра прогибов w, мм по оси i для каждого ряда j.

Эпюра прогибов w, мм по оси i для каждого ряда j

Прогибы w, мм

Выводы

1. Методом сгущения сеточной области удалось
обеспечить необходимую точность решения
упругой задачи.

2. Установить наиболее нагруженные зоны пла�
стических деформаций. Установить значение
нагрузки qт = 4,1 МПа, при которой в наибо�
лее нагруженном месте оболочки возникают
первые пластические деформации.

3. Установлено, что для сходимости с точно�
стью 5 % упруго�пластического решения по�
требовалось 24 итерации.

4. Показаны для сравнения  интенсивности ка�
сательных напряжений при упругом и упру�
го�пластическом решении задачи для наибо�
лее нагруженного ряда узлов. Сравнения по�
казывают, что с использованием реальной ди�
аграммы растяжения интенсивность каса�
тельных напряжений в зонах пластичности
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сильно перераспределяется. Наибольшее сни�
жение этих напряжений в зоне пластичности
составило 26,4 %, а их увеличение в зонах
упругости – 52,2 %.

5. Получены поля интенсивности S касательных
напряжений по толщине оболочки для всех
узлов сеточной области в табличной форме

и в виде графиков при упругом и упруго�пла�
стическом решении.

6. Представлено поле прогибов w при упруго�
пластическом решении задачи по всей сеточ�
ной области в табличной форме и объемного
графика для половины оболочки.
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