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Аннотация. В данной статье анализируется учет влияния эффекта тонкостенности на величину
нормальных и касательных напряжений при моделировании расчетной схемы консольной балки с
поперечным сечением в виде двутавра или швеллера, загруженной сосредоточенной силой в двух
вариантах: с эксцентриситетом и без эксцентриситета относительно центра изгиба. Анализ компо�
нент напряженно�деформированного состояния исследуемых схем осуществлялся на основании двух
методов расчета: аналитического – в рамках основных гипотез теории В. З. Власова и на основе
детального конечно�элементного моделирования оболочечными элементами с использованием воз�
можностей программного комплекса ЛИРА�САПР 2018. Получены выводы о влиянии депланации
сечения на его напряженное состояние, выполнена оценка точности аналитического метода расчета,
а также рациональность конечно�элементного моделирования таких сечений при решении подобных
задач.

Ключевые слова: тонкостенный элемент, напряженно�деформированное состояние, бимомент,
нормальные и касательные напряжения, метод конечных элементов.
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Анотація. У даній статті аналізується урахування впливу ефекту тонкостінностi на величину нор�
мальних і дотичних напружень при моделюванні розрахункової схеми консольної балки з поперечним
перерізом у вигляді двутавру або швелера, завантаженої зосередженою силою в двох варіантах: з
ексцентриситетом і без ексцентриситету щодо центра згину. Аналіз компонент напружено�деформо�
ваного стану досліджуваних схем здійснювався на підставі двох методів розрахунку: аналітичного –
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в рамках основних гіпотез теорії В. З. Власова і на підставi детального скінченно�елементного моде�
лювання оболонковими елементами з використанням можливостей програмного комплексу ЛІРА�
САПР 2018. Отримано висновки про вплив депланації перерізу на його напружений стан, виконано
оцінку точності аналітичного методу розрахунку, а також раціональність скінченно�елементного
моделювання таких перерізів при вирішенні подібних задач.

Ключові слова: тонкостінний елемент, напружено�деформований стан, бімомент, нормальні і
дотичні напруження, метод скінченних елементів.
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Abstract. This article analyzes the account of the effect of thinness on the magnitude of normal and
tangential stresses when modeling the design scheme of a cantilever beam with a cross�section in the form of
an I�beam or channel with a loaded concentrated force in 2 versions: with eccentricity and without eccentricity
relative to the center of the bend. The analysis of the components of the stress�strain state of the studied
schemes was carried out on the basis of 2 calculation methods: analytical – within the framework of the
main hypotheses of the theory of V. Z. Vlasov, and on the basis of detailed finite element modeling with shell
elements using the capabilities of the LIRA�SAPR 2018 software package. The conclusions about the influence
of the warping of the section on its stress state are obtained; the accuracy of the analytical method of
calculation is assessed, as well as the rationality of the finite element modeling of such sections when solving
such problems.
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Введение

Тонкостенные элементы различного поперечно�
го сечения находят все более широкое примене�
ние в современной практике проектирования
строительных конструкций. Одним из объектов,
где применение подобных конструктивов явля�
ется рациональным и оправданным, является
замкнутый стальной опорный контур мембран�
ного покрытия на прямоугольном плане, при изу�
чении напряженно�деформированного состоя�
ния которого возникает вопрос об учете допол�
нительных напряжений, вызванных эффектом

тонкостенности. При этом аналитический рас�
чет опорного контура для такой модели вызыва�
ет затруднения, т. к., кроме самого поперечного
сечения контура, в его работе задействованы так�
же и ребра жесткости. На данный момент в биб�
лиотеках конечных элементов наиболее популяр�
ных конечно�элементных программных ком�
плексов, используемых на постсоветском про�
странстве, только начинают появляться стерж�
невые конечные элементы в виде тонкостенных
стержней. Так, на момент написания данной ста�
тьи в библиотеке конечных элементов ПК SCAD
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такой конечный элемент отсутствует [8], в Лира
САПР и Лира Софт есть конечные элементы тон�
костенных стержней, но они выдают неполный
спектр усилий (например, [10]). Кроме того, стерж�
невыми конечными элементами затруднительно
учесть ребра жесткости опорного контура.

Анализ исследования

В трехтомнике «Металлические конструкции»
[6] при расчете элементов для упругой стадии
работы стали предлагаются общие формулы
определения нормальных и касательных напря�
жений, учитывающие все компоненты усилий
для нормальных напряжений:
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Современные нормативные документы по рас�
чету и проектированию стальных конструкций,
например СП 16.13330.2017 [11] и ДБН В.2.6�
198:2014 [13] требуют учета только бимомента,
как и ТКП ЕN 1993�1�1�2009 (Белорусская ре�
дакция Еврокод 3). Проектирование стальных
конструкций [12] требует учитывать также и из�
гибно�крутящий момент. В связи с этим основ�
ной целью данного исследования является оцен�
ка величины нормальных и касательных напря�
жений от бимомента и изгибно�крутящего мо�

б)

мента на примере аналитического и численного
расчетов (с помощью детальной конечно�эле�
ментной модели)и их влияние на общую карти�
ну напряженно�деформированного состояния
двух консольных балок с поперечным сечением
в виде швеллера и двутавра.

Основная часть

На рисунке 1 показаны геометрические парамет�
ры для тестового примера – консольной балки с
поперечным сечением в виде швеллера и дву�
тавра. В качестве исходных размеров принима�
ем габариты сечения срединной поверхности и
толщину участков.

Расчетная схема для тестового примера – кон�
сольный защемленный стержень, нагруженный
сосредоточенной силой. Сосредоточенная сила
для обоих вариантов поперечных сечений при�
кладывается в центре изгиба (точка О на рисунке
2) и вне центра изгиба, как показано на рисунке 2.

Собственный вес балок в рассматриваемых
расчетных схемах не учитывается. Для анализа
влияния тонкостенности рассмотрена расчетная
схема консольной балки для обоих вариантов
сечения и двумя вариантами приложения сосре�
доточенной силы для каждого сечения (в цент�
ре изгиба – с нулевым эксцентриситетом, и вне
центра изгиба с эксцентриситетом).Расчетная
схема с эпюрами усилий (без секториальных)
показана на рисунке 3.

Для изучения влияния тонкостенности рас�
смотрим влияние изменения толщин стенок и

Рисунок 1. Габариты поперечных сечений для тестовой расчетной схемы: а) поперечные сечения в виде двутав�
ра; б) поперечные сечения в виде швеллера.

а)
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Рисунок 2. Схема приложения сосредоточенной силы вне центра изгиба относительно поперечного сечения:
а) поперечные сечения в виде двутавра; б) поперечные сечения в виде швеллера.

а) б)

Рисунок 3. Расчетная схема с эпюрами усилий без учета усилий, вызванных тонкостенностью (для вариантов
приложения силы без учета эксцентриситета крутящий момент равен нулю).
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полок сечений в виде двутавра и швеллера. В
основных гипотезах теории В. З. Власова  [1]
(стр. 8) есть численные критерии тонкостенно�
сти:

0,1и 1d
d l
δ ≤ ≤ , (3)

где δ  – толщина стенки профиля;
d – наибольший характерный размер;
l – длина стержня.

Параметры поперечных сечений швеллера и дву�
тавра по первому варианту соответствуют кри�
терию тонкостенности, следовательно, второй и
третий вариант так же ему соответствуют. В таб�
лице 1 приведены параметры поперечных сече�
ний, пролет балки и нагрузка для всех рассмат�
риваемых вариантов.

В таблице 2 представлены результаты анали�
тического расчета для стержня с сечением в виде
швеллера и двутавра для трех вариантов геомет�
рических размеров поперечных сечений. В двух
нижних строках в процентах показан вклад нор�
мальных и касательных напряжений. Все усилия
и напряжения вычислены для сечения, располо�
женного в середине пролета.

Как видно из данных таблицы 2, для швел�
лера вклад касательных напряжений, вызванных
тонкостенностью, находится в пределах погреш�
ности. Поэтому имеет смысл анализировать да�
лее для швеллера только изменение нормаль�
ных напряжений, а для двутавра анализировать

№ 
варианта Двутавр Швеллер 

Размеры и значения 
одинаковые для всех 

вариантов 

1 

h = 80 cм 
b = 60 см 
δ1 = 8 см 
δ2 = 4 см 

h = 80 cм 
b = 40 см 
δ1 = 8 см 
δ2 = 4 см 

2 

h = 80 cм 
b = 60 см 
δ1 = 4 см 
δ2 = 2 см 

h = 80 cм 
b = 40 см 
δ1 = 4 см 
δ2 = 2 см 

3 

h = 80 cм 
b = 60 см 
δ1 = 2 см 
δ2 = 1 см 

h = 80 cм 
b = 40 см 
δ1 = 2 см 
δ2 = 1 см 

P = 20 кН 
L = 16 м 

E = 2,06·105 МПа 
μ = 0,3 

 

Таблица 1. Варианты геометрических размеров сечений и параметры тестовой расчетной схемы

нормальные и касательные напряжения по ва�
рианту 3.

Для сравнения напряжений составлены КЭ�
модели из четырехугольных элементов оболоч�
ки с учетом практической сходимости [2].

На рис. 4 представлены эпюры нормальных
напряжений в балке с поперечным сечением в
виде швеллера, расположенного в середине про�
лета, полученные при расчете детальной оболо�
чечной конечно�элементной модели.

На рис. 5 представлены эпюры нормальных
напряжений в балке с сечением в виде двутавра
в середине пролета, полученные при расчете де�
тальной оболочечной конечно�элементной мо�
дели.

На рис. 6 и 7 представлены эпюры касатель�
ных напряжений в балке с сечением в виде швел�
лера и двутавра соответственно для сечения в се�
редине пролета, полученные при расчете деталь�
ной оболочечной конечно�элементной модели.

Как видно из рис. 6 и таблицы 1, эпюры каса�
тельных напряжений, построенные на основе
использования детальной конечно�элементной
оболочечной модели, и по данным аналитиче�
ского расчета, в отличие от эпюр нормальных на�
пряжений, не совпадают. Это связано с тем, что
практическая сходимость достигается только по
параметру yσ , а по параметрам xσ  и xyτ  для рас�
сматриваемой расчетной схемы не достигается.
Аналогичная ситуация имеет место и для балки
с сечением в виде двутавра.
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Таблица 2.  Сравнение результатов аналитического расчета для поперечного сечения в виде швеллера и двутав�
ра при различных вариантах

Швеллер Двутавр 
Усилия Ед. изм. сила вне 

центра 
изгиба в.1 

сила вне 
центра 

изгиба в.2 

сила вне 
центра 

изгиба в.3 

сила вне 
центра 

изгиба в.1 

сила вне 
центра 

изгиба в.2 

сила вне 
центра 

изгиба в.3 
N кН 0 0 0 0 0 0 
σN МПа 0 0 0 0 0 0 
My кН·м –160 –160 –160 –160 –160 –160 
σMy МПа –24,85 –49,92 –99,96 –4,23 –7,98 –15,49 
Mz кН·м 0 0 0 0 0 0 
σMz МПа 0 0 0 0 0 0 
Bω кН·м2 0,0314 0,6493 3,8061 0,3507 4,1695 17,3378 
σBω МПа 0,02 0,63 7,26 0,09 2,17 18,06 

Qy кН 0 0 0 0 0 0 
τQy МПа 0 0 0 0 0 0 
Qz кН 20 20 20 20 20 20 
τQz МПа 0,41 0,83 1,67 0,16 0,33 0,66 
Mk кН·м 1,9816 1,8063 1,3250 5,8407 5,0011 3,2652 
τMk МПа 0,89 3,30 9,78 1,89 6,47 16,85 
Mω кН·м 0,0184 0,1937 0,6750 0,1593 0,9989 2,7348 
τMωσ МПа 0,00 0,00 0,02 0,01 0,16 0,85 
Σ|σ| МПа 24,86 50,55 107,23 4,32 10,15 33,55 
Σ|τ| МПа 1,31 4,14 11,46 2,07 6,95 18,36 
% σ  0,06 % 1,24 % 6,77 % 2,11 % 21,39 % 53,84 % 
% τ  0,02 % 0,09 % 0,16 % 0,60 % 2,25 % 4,65 % 

Рисунок 4. Эпюры нормальных напряжений вдоль
оси для балки с поперечным сечением в виде швелле�
ра: а) сосредоточенная сила приложена в центре из�
гиба (эпюра напряжений соответствует эпюре напря�
жений от изгибающего момента); б) сосредоточенная
сила приложена вне центра изгиба (эпюра напряже�
ний соответствует суммарной эпюре напряжений от
изгибающего момента и бимомента); в) разность меж�
ду суммарной эпюрой и эпюрой от изгибающего мо�
мента (соответствует эпюре от бимомента).

а) б)

в)
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а) б) в)

Рисунок 5. Эпюры нормальных напряжений вдоль оси для балки с поперечным сечением в виде двутавра:
а) сосредоточенная сила приложена в центре изгиба (эпюра напряжений соответствует эпюре напряжений от
изгибающего момента); б) сосредоточенная сила приложена вне центра изгиба (эпюра напряжений соответ�
ствует суммарной эпюре напряжений от изгибающего момента и бимомента); в) разность между суммарной
эпюрой и эпюрой от изгибающего момента (соответствует эпюре от бимомента).

Рисунок 6. Эпюры касательных напряжений для бал�
ки с поперечным сечением в виде швеллера: а) сосре�
доточенная сила приложена в центре изгиба (эпюра
касательных напряжений соответствует эпюре каса�
тельных напряжений от поперечной силы); б) сосре�
доточенная сила приложена вне центра изгиба (эпю�
ра напряжений соответствует суммарной эпюре ка�
сательных напряжений от поперечной силы, крутя�
щего момента и изгибно�крутящего момента); в) раз�
ность между суммарной эпюрой и эпюрой от попе�
речной силы(соответствует суммарной эпюре каса�
тельных напряжений от крутящего момента и изгиб�
но�крутящего момента).

Заключение

1. Из данных таблицы 1 видно, что наиболь�
ший вклад в суммарные нормальные напря�
жения дают нормальные напряжения от би�
момента. Чем больше эффект тонкостенно�
сти (при прочих равных соотношений меж�
ду толщиной и габаритами поперечного се�
чения), тем больше в процентном соотноше�
нии этот вклад.

2. При детальном оболочечном конечно�эле�
ментном моделировании можно из общих

значений нормальных напряжений для рас�
сматриваемых расчетных схем вычленить нор�
мальные напряжения только от изгибающего
момента и отдельно от бимомента. При этом
они довольно точно совпадают с данными ана�
литического расчета (погрешность не превы�
шает 5 %).

3. Аналогичная операция, выполняемая для ана�
лиза касательных напряжений, вызывает за�
труднения ввиду отсутствия практической
сходимости по рассматриваемому параметру.

а)

б)

в)



52 В. Ф. Мущанов, Ю. В. Сивоконь, М. П. Кащенко, В. Р. Касимов

Рисунок 7. Эпюры касательных напряжений для
балки с поперечным сечением в виде двутавра: а) со�
средоточенная сила приложена в центре изгиба (эпюра
касательных напряжений соответствует эпюре каса�
тельных напряжений от поперечной силы); б) сосре�
доточенная сила приложена вне центра изгиба (эпю�
ра напряжений соответствует суммарной эпюре ка�
сательных напряжений от поперечной силы, крутя�
щего момента и изгибно�крутящего момента); в) раз�
ность между суммарной эпюрой и эпюрой от попе�
речной силы (соответствует суммарной эпюре каса�
тельных напряжений от крутящего момента и изгиб�
но�крутящего момента).

а) б)

в)
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