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Аннотация. В статье рассмотрены тонколистовые мембранные покрытия в виде плоской и цилинд�
рической оболочки нулевой гауссовой кривизны, подкреплённые элементом жёсткости на прямо�
угольном плане. Приводится аналитическое описание геометрических моделей тонколистового мем�
бранного покрытия на прямоугольном плане и ребра жесткости в виде двутавра, изогнутых в одном
направлении, на основе которых получены компьютерные модели тонколистовых мембранных по�
верхностей и подкрепляющих элементов с учётом необходимой плотности конечных элементов пря�
моугольной формы для импорта в систему конечно�элементного анализа напряжённо�деформиро�
ванного состояния конструкций SCAD Office с дальнейшим проведением численного эксперимента.
Полученные результаты позволяют оценить на основе уточнённых подходов размеры участка тонко�
листовой мембранной пластины, вовлекаемого в совместную работу на поперечный изгиб с подкреп�
ляющим элементом в зависимости от соотношения их жесткостей изменения кривизны поверхности.

Ключевые слова: тонколистовая мембрана, подкрепляющий элемент жёсткости, напряжённо�
деформированное состояние, поперечная нагрузка, нормальные напряжения, изгибающий момент,
гауссова кривизна, цилиндрическая поверхность, компьютерная модель поверхности, точечное
уравнение, математическая модель.

ОСОБЛИВОСТІ СПІЛЬНОЇ РОБОТИ ПІДКРІПЛЮВАЛЬНОГО
ЕЛЕМЕНТА З ПОЛОГОЮ ЦИЛІНДРИЧНОЮ БЕЗМОМЕНТНОЮ

ОБОЛОНКОЮ ПРИ ДІЇ ПОПЕРЕЧНОГО НАВАНТАЖЕННЯ

В. П. Мущанов  , Є. В. Конопацький, В. О. Шпиньков, О. А. Крисько
 ДОУ ВПО «Донбаська національна академія будівництва і архітектури»,

2, вул. Державіна, м. Макіївка, ДНР, 86123.
E"mail: volodymyr.mushchanov@mail.ru

Отримана 13 травня 2021; прийнята 28 травня 2021.

Анотація. У статті розглянуті тонколистові мембранні покриття у вигляді плоскої і циліндричної
оболонки нульової гауссової кривизни, підкріплені елементом жорсткості на прямокутному плані.
Наводиться аналітичний опис геометричних моделей тонколистового мембранного покриття на пря�
мокутному плані і ребра жорсткості у вигляді двутавра, вигнутих в одному напрямку, на основі яких
отримані комп'ютерні моделі тонколистових мембранних поверхонь і підкріплювальних елементів з
урахуванням необхідної щільності кінцевих елементів прямокутної форми для імпорту в систему
кінцево�елементного аналізу напружено�деформованого стану конструкцій SCAD Office з подаль�
шим проведенням чисельного експерименту. Отримані результати дозволяють оцінити на основі
уточнених підходів розміри ділянки тонколистової мембранної пластини, що залучається до спільної
роботи на поперечний вигин з підкріплювальним елементом залежно від співвідношення їх жорстко�
стей зміни кривизни поверхні.
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Abstract. The article considers thin�sheet membrane coatings in the form of a flat and cylindrical shell of
zero Gaussian curvature, supported by a stiffness element on a rectangular plan. An analytical description
of geometric models of a thin�sheet membrane coating on a rectangular plan and stiffeners in the form of an
I�beam curved in one direction is given, on the basis of which computer models of thin�sheet membrane
surfaces and reinforcing elements are obtained, taking into account the necessary density of rectangular
finite elements for importing into the system of finite element analysis of the stress�strain state of SCAD
Office structures with further numerical experiment. The obtained results allow us to estimate, on the basis
of refined approaches, the dimensions of the section of a thin�sheet membrane plate involved in joint work for
transverse bending with a reinforcing element, depending on the ratio of their stiffness changes in the
curvature of the surface.
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Введение

Традиционно пролётная конструкция цилиндри�
ческой оболочки с замкнутым опорным конту�
ром на большей части поверхности работает на
растяжение в двух направлениях. Цепные уси�
лия воспринимаются контуром. Поверхность
оболочки задаётся с небольшой вспарушенно�
стью, обеспечивающей стабилизацию покрытия
и наружный водоотвод. Покрытие собирается на
ортогональной системе элементов «постели» из
прямоугольных полотнищ, которые располагают�
ся как вдоль, так и поперёк пролёта (рис. 1).

В случае системы с разомкнутым контуром
оболочка преимущественно работает в одном
(провисающем) направлении. Цепные усилия
мембраны воспринимаются нижележащими

Рисунок 1. Схема прямоугольного в плане цилинд�
рического покрытия с замкнутым опорным контуром:
а) металлический опорный контур и продольное рас�
положение полотнищ мембраны; б)металлический
опорный контур и поперечное расположение полот�
нищ мембраны; 1 – мембрана; 2 – элементы постели;
3 – опорный контур; 4 – распорки; 5 – регулирующая
монтажная затяжка.
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Рисунок 2. Схема эллиптического в плане цилинд�
рического покрытия с замкнутым опорным конту�
ром: 1 – мембрана; 2 – элементы постели; 3 – опор�
ный контур; 4 – затяжка.

Рисунок 3. Крытый конькобежный центр в Крылат�
ском: а) общий вид; б) компьютерная модель.

а)

б)

Рисунок 4. Проект в виде стальной мембраны.

пилонами боковых пристроек трибун или оттяж�
ками (рис. 2).

Одним из последних проектов, в котором
применялась стальная тонколистовая мембрана,
был крытый конькобежный центр в Крылатском
(рис. 3). Форма поверхности покрытия пред�
ставляет часть шатровой оболочки на полукруг�
лом плане радиусом 120 м. Пролётная конструк�
ция в виде стальной тонколистовой мембраны
толщиной 5 мм подкреплена радиально�кольце�
вой системой элементов «постели» (рис. 4).

Основополагающие теории и методики рас�
чёта пространственных тонколистовых мембран�
ных конструкций предложены в трудах В. З. Вла�
сова [2], В. В. Новожилова [3], А. Л. Гольденвей�
зера [4], А. И. Лурье [5], С. П. Тимошенко [9], се�
редины второй половины минувшего столетия.
Эти базовые работы были дополнены в конце 20�
го столетия трудами учёных нового поколения:
Н. В. Колкунова [6], Н. М. Никиреева [7].

Современный вклад в продолжение развития
теоретических исследований и дальнейшее вне�
дрение конструктивных решений для больше�
пролетных мембранных конструкций приведе�
но в трудах: П. Г. Еремеева [1], В. Ф. Мущанова
[10, 11, 12], Н. В. Канчели [13], Е. В. Горохова
[11, 12], Л. В. Енджиевского [14], И. Г. Людков�
ского [15, 16].

Использование мембранных покрытий (в
особенности в промышленных зданиях с подвес�
ным оборудованием) вызывает затруднение из�
за его деформативности. Для таких мембранных
покрытий необходима система устройств стаби�
лизирующих систем.

Существуют следующие способы стабилиза�
ции поверхности мембранных тонколистовых
покрытий:
1)  пригрузом поверхности;
2)  введением в конструкцию изгибно�жёстких

элементов;
3)  предварительное напряжение;
4)  стабилизация формой поверхности для пря�

моугольных в плане зданий с подвесными
кранами [17].

Одной из особенностей работы подобных систем
является не до конца исследованный вопрос вклю�
чения в совместную работу тонколистовой мем�
бранной оболочки подкрепляющего элемента под
действием поперечной нагрузки и связанная с
этим задача корректного назначения исходных
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жесткостных характеристик подкрепляющих эле�
ментов [18].

Свой вклад внесли в развитие вопроса ис�
следования совместной работы жёсткого элемен�
та и мембранного покрытия на действие растя�
гивающих нагрузок, приложенных к жёсткому
элементу, следующие ученые: П. Ф. Папкович
[19–20], А. А. Уманский [21], Г. Г. Ростовцев [22,
23], Г. Х. Хертель [24], В. Ф. Мущанов [25, 26],
П. Г. Еремеев [1, 27, 28], П. Кун [29].

Широкое применение при определении эф�
фективной ширины пластинки получил метод
редукционных коэффициентов впервые разра�
ботанный И. Г. Бубновым [30–31]. Предложен�
ный И. Г. Бубновым метод позволил учесть ра�
боту обшивки в частях корпуса корабля, наибо�
лее удаленных от нейтральной оси и поэтому
сильно влияющих на прочность корпуса при из�
гибе.

Большой вклад по изучению взаимодействия
тонколистового мембранного покрытия с элемен�
тами несущего каркаса ограждающих конструк�
ций был внесён ЦНИИСК им. А. В. Кучеренко
под руководством В. И. Трофимова [32].

В работе [33] приводится алгоритм расчёта
пластинки на прочность и жёсткость с учётом
податливости опорного контура, но в рамках раз�
рабатываемого алгоритма назначение жесткост�
ных характеристик подкрепляющих элементов
осуществлялось без учёта редукционного коэф�
фициента.

Включения в тонколистовую пролётную кон�
струкцию подкрепляющих элементов приводит к
распределению усилий между мембраной и рёб�
рами. В работе [1] исследовалась НДС цилиндри�
ческой мембранной оболочки со следующими ва�
рьируемыми параметрами: пролёт покрытия от 25
до 100 м, относительная стрела провиса от 1/50 до
1/20 пролёта, шаг провисающих рёбер от 4 до 8 м
с их продольной жёсткостью   от 0 до 107 кН и
изгибной жёсткостью   от 0 до 105 кНм2. Анализ
результатов исследований при равномерно рас�
пределённой нагрузке показал, что изгибная жё�
сткость подкрепляющих элементов мало влияет
на работу конструкции.

П. Г. Ермеевым было установлено, что в прак�
тических расчётах тонколистовую оболочку,
подкреплённую рёбрами, обладающими только
продольной жёсткостью, можно заменять глад�
кой оболочкой приведённой толщины, если

продольная жёсткость рёбер составляет менее
20 % суммарной жёсткости оболочки. В осталь�
ных случаях следует выполнять расчёт числен�
ными методами с включением фактических
продольных и жесткостных характеристик [1].

В работах [34–35] рассматривались суще�
ствующие методики определения эффективной
ширины пластинки при совместной работе под�
крепляющего элемента жесткости и тонколис�
тового мембранного покрытия, в том числе � ме�
тод редукционных коэффициентов. Проанали�
зирована применимость к решению данной за�
дачи подходов, изложенных в работах [19, 36]
где в качестве объекта исследований рассмат�
ривается совместная работа пластины и под�
крепляющего элемента при действии попереч�
ной нагрузки. Полученные результаты свиде�
тельствуют о значительном влиянии геометрии
оболочки на величину включения в совмест�
ную работу тонколистовой обшивки с внецент�
ренно�сжатым (растянутым) подкрепляющим
элементом, сформулирована необходимость их
уточнения.

При этом сравнение полученных результатов
осуществлялось с данными численных исследо�
ваний, выполненных в конечно�элементной по�
становке при упрощенном моделировании под�
крепляющего элемента стержневыми элемента�
ми общего вида, что в итоге позволило осуще�
ствить первичную оценку величины редукцион�
ного коэффициента при совместной работе осо�
бо тонкой мембранной обшивки с подкрепляю�
щим элементом.

Обособленными направлениями, объясняющи�
ми включение мембранной оболочки в совмест�
ную работу с подкрепляющим элементом, стало
решение задач устойчивости пластинок, под�
креплённых рёбрами жёсткости, которые нашли
своё отражение в работах: С. П. Тимошенко [37],
А. С. Локшина [38], R. Barbre [39–40], E. Melan
[41], L. Rendulic [42], E. E. Lundquist [43], Т. Кар�
ман [44], E. E. Sechler [45], Г. Винтер [46–48].

На основании проведённого анализа и вы�
деления нерешённых вопросов сформулирова�
ны:

– цель работы: исследовать степень влияния
кривизны покрытия, соотношения изгибных
жёсткостных характеристик оболочки и под�
крепляющего элемента на напряжённо�де�
формированное состояние в зоне контакта;
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– объект исследования: цилиндрическая без�
моментная оболочка, подкреплённая элемен�
том жёсткости;

– предмет исследования: напряжённо�дефор�
мированное состояние тонколистового мем�
бранного покрытия и подкрепляющего эле�
мента в зоне контакта.

2. Методы исследований

2.1. Обоснование условий применения МКЭ.
Расчёт тонколистовых мембранных покры�

тий относятся к классу задач, в основу которых
заложена теория безмоментных пологих оболо�
чек, потому что их напряжённое состояние опре�
деляется в основном цепными напряжениями
ввиду малой жёсткости мембраны на изгиб. Учёт
данного фактора в сочетании с дискретным рас�
положением подкрепляющих элементов приво�
дит к необходимости использования МКЭ в гео�
метрически нелинейной постановке.

Исследуемым объектом является цилиндри�
ческая тонколистовая оболочка покрытия на пря�
моугольном плане нулевой гауссовой кривизны с
размерами: длиной l = 24 м, шириной b = 18 м,
толщиной равной   и соотношением кривизны,

Рисунок 5. Чертёж цилиндрического мембранного покрытия с подкрепляющим элементом.

состоящая из 65 999 узлов и 75 360 элементов,
подкреплённая оболочечным элементом в виде
двутавра, моделирование которого осуществля�
лось оболочечными элементами типа КЭ�344.
2.2. Моделирование поверхности.
2.2.1 Моделирование поверхности цилиндриB
ческого мембранного покрытия в точечном исB
числении.

Для исследований напряжённо�деформи�
рованного состояния тонколистового мембран�
ного покрытия и подкрепляющего элемента в
зоне контакта методом конечных элементов с
учётом геометрической нелинейности необхо�
димо сначала получить компьютерную модель
мембранного покрытия и подкрепляющего эле�
мента, параметризированных согласно исход�
ным данным, с учётом необходимой конечно�
элементной сети.

На (рис. 5) представлен чертёж цилиндри�
ческого тонколистового мембранного покрытия
на прямоугольном плане, подкреплённого дву�
тавровой балкой [48].

Поверхность мембранного покрытия пред�
ставляет собой оболочку, построенную по сле�
дующей геометрической схеме: три отрезка пря�
мых А

1
А2, В1

В2, С1
С2 являются направляющими
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для построения поверхности, а дуга окружности


A B CN N N – образующей (рис. 6).

Рисунок 6. Геометрическая схема линейчатой повер�
хности мембранного покрытия.

Точечные уравнения направляющих прямых
линий имеют следующий вид:
   1 2AN A t A t= + , 1 2BN B t B t= + , 1 2CN C t C t= + ,  (1)

где t – текущий линейный параметр, который
принадлежит интервалу: 0 1t≤ ≤ ;

1t t= −  – дополнение параметра t до 1.
Для определения образующей используем точеч�
ное уравнение окружности, проходящей через
три точки [49]. Применительно к обозначениям
точек и геометрических размеров цилиндриче�
ской оболочки и подкрепляющего элемента, при�
веденным на рис. 5, получим:

( ) ( )

( )

sin( )sin
sin sin

2cos sin( )sin
sin sin

A C

B C C

M N N

N N N

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

+ −
= − +

++ − +
, (2)

где A B CN N Nβ = ∠  – угол при вершине N
B
 тре�

угольника N
A
N

B
N

C
;

B C AN N Nγ = ∠  – угол при вершине N
C 
треуголь�

ника N
A
N

B
N

C
;

ϕ – текущий угловой параметр, который при�
надлежит интервалу: ( )0 ϕ π β≤ ≤ − .

Подставив в точечное уравнение направляющих
прямых линий, получим точечное уравнение
цилиндрической поверхности оболочки мем�
бранного покрытия:

( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 ,

M A t A t C t C t

B t B t C t C t C t C t

λ
ψ

= + − − +

+ + − − + + , (3)

где ( )sin( )sin
sin sin

β ϕ γ ϕ
λ

β γ
+ −

= ,

2cos sin( )sin
sin sin

γ β ϕ ϕψ
β γ

+= .

Полученное уравнение линейчатой поверхно�
сти представлено в символьной точечной фор�
ме, которая сводится к системе параметричес�
ких уравнений посредством покоординатного
расчёта. В результате получим базовую систему
параметрических уравнений:

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

;

;

.

A A C C

B B C C C C

A A C C

B B C C C C

A A C C

B B C C C C

x x t x t x t x t

x t x t x t x t x t x t

y y t y t y t y t

y t y t y t y t y t y t

z z t z t z t z t

z t z t z t z t z t z t

λ

ψ

λ

ψ

λ

ψ

 = + − − +

+ + − − + +

 = + − − +


+ + − − + +


= + − − +

+ + − − + +

(4)

Координаты узловых точек, определяющих их
взаимное положение, принимаем в соответствии
с рис. 5:

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

0;   ;   0;       
2

0;   ;   0;
2

;   ;   ;     
2 2

;   ;   ;
2 2

;   ;   0;       
2

;   ;   0.
2

A A A

A A A

B B B

B B B

C C C

C C C

ax y z

ax y z

l ax y z z

l ax y z z

ax l y z

ax l y z

= = =

= = − =

= = = −Δ

= = − = −Δ

= = =

= = − =

(5)

Подставив координаты узловых точек в базовую
систему параметрических уравнений, получим
систему параметрических уравнений поверхности
цилиндрического мембранного покрытия:

( )

( )

( )

sin( )sin
sin sin

cos sin sin
;

sin sin
1 ;
2
2cos sin sin

sin sin

x l

l l

y a t

z z

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

+ −
= − −


 +

− +



  = −   


+ = −Δ

. (6)
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Далее визуализированную средствами системы
компьютерной алгебры компьютерную модель
полученной поверхности оболочки (рис. 7) экс�
портируем в формат *.dfx с учётом необходи�
мой разбивки и плотности конечно�элементной
сетки прямоугольной и треугольной формы для
импорта в систему конечно�элементного анали�
за напряжённо�деформированного состояния
конструкций SCAD Office.

Рисунок 7. Визуализация компьютерной модели
цилиндрической оболочки с конечно�элементной се�
тью.

Рисунок 8. Геометрическая схема и компьютерная модель цилиндрической поверхности верхней полки двутавра.

2.2.2. Моделирование цилиндрической поверB
хности верхней полки двутавровой балки.

Верхняя полка двутавра совпадает с поверх�
ностью мембранного покрытия, только ограни�

Рисунок 9. Геометрическая схема и компьютерная модель линейчатой поверхности стенки двутавра.

чена более короткими отрезками 1 2A A′ ′, 1 2B B′ ′, 1 2C C′ ′
(рис. 8).

По аналогии с поверхностью оболочки мемб�
ранного покрытия, получим параметрические
уравнения верхней полки:

( )sin( )sin
sin sin ;

cos sin( )sin 1
sin sin

1( );
2

2cos sin( )sin .
sin sin

x l

y b t

z z

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

 + − 
+  

  = −
  ++ −  

 
 = −


+ = −Δ



(7)

2.2.3. Моделирование линейчатой поверхности
стенки двутавровой балки для цилиндрической
мембранной оболочки.

Стенка двутавра представляет собой поверх�
ность оболочки, для построения которой исполь�
зуем метом подвижного симплекса. Направляю�
щими линиями являются отрезкиD

1
D2, E

1
E2 и

F
1
F2, а образующей – дуга окружности (рис. 9).

В этом случае точечное уравнение поверхно�
сти будет следующим:
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( )
( )

( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

sin( )sin
sin sin

2cos sin( )sin
sin sin

M D t D t F t F t

E t E t F t F t

C t C t

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

= + − − ×

+ −
× +

+ + − − ×
+× + +

. (8)

Координаты узловых точек:

 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

0;   0;   0;       

;   0;   ;

;   0;   ;       
2

;   0;   ;
2
;   0;   0;       

;   0;   .

D D D

D D D D D

E E E

E E E

F F F

F D F F D

x y z

x x y z z

lx y z z

lx y z z h

x l y z

x l x y z z

= = =

= − = = −

= = = −Δ

= = = −Δ −

= = =

= + = = −

Подставив координаты узловых точек, получим па�
раметрические уравнения поверхности стенки дву�
тавра:

( )

( )

( )

2
2

sin( )sin
sin sin ;

2cos sin( )sin 1
sin sin

0;

2cos sin( )sin .
sin sin

hlx t l
R

hl t
R

y
h R z

z z ht t
R

h R z
t

R

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

  = − + ×   
 + − 

−  
  × −  +− −  
 

 =
 − Δ  = −Δ − + ×   

− Δ+× −


(9)

2.2.4. Моделирование линейчатой поверхности
нижней полки двутавровой балки для мембранB
ного покрытия изогнутого в одном направлении.

Для моделирования нижней полки исполь�
зуем точечное уравнение цилиндрической по�
верхности и базовую систему параметрических
уравнений, полученную для поверхности мем�
бранного покрытия. По аналогии с верхней пол�
кой двутавра, направляющими будут отрезки

1 2A A′′ ′′, 1 2B B′′ ′′, 1 2C C′′ ′′, а образующей – дуга окружно�
сти (рис. 10).

С учётом координат исходных точек, полу�
чим следующие параметрические уравнения ис�
комой линейчатой поверхности:

( )

( )

2
2

sin( )sin
sin sin ;

2cos sin( )sin 1
sin sin

;
2

2cos sin( )sin
sin sin

.

hlx l
R

hl
R

by

R hz z
R

h R z
R

β ϕ γ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

γ β ϕ ϕ
β γ

  = − + ×   
 + − 

+  
  × −  ++ −  
 

 =

 + + = −Δ −   
 − Δ

−


(10)

3. Результаты исследований.
Дальнейшие численные исследования проводи�
лись с использованием программного обеспече�
ния SCAD Office. Расчётная схема оболочки
подкрепляющего элемента смоделирована при
помощи плоских оболочечных конечных элемен�
тов типа КЭ�344 и состоящая из 65 999 узлов и

Рисунок 10. Геометрическая схема и компьютерная модель цилиндрической поверхности нижней полки дву�
тавра.
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75 360 элементов. Прикладываемая распреде�
лённая по площади нагрузка интенсивностью
q = 49 кН/м2 ориентирована вдоль оси подкреп�
ляющего элемента.

Закрепление узлов по поперечным сторонам,
с учётом симметрии решаемой задачи, допуска�
ет линейные перемещения лишь вдоль оси Z и
закреплены от углов поворота Uz и Uy. Узлы по
продольным сторонам закреплены в виде шар�
нирно�неподвижных опор, ограничивающих ли�
нейные перемещения вдоль осей X, Y, Z и углов
поворота Uy и Uz (рис 11).

На основании проведённого численного экс�
перимента были построены эпюры нормальных
напряжений и гистограммы распределения на�
пряжений на исследуемом участке при включе�
нии мембранного покрытия в совместную рабо�
ту с подкрепляющим элементом жёсткости дву�
таврового сечения (рис. 12).

На рис. 13 приведены результаты численного
расчёта участка тонколистового мембранного по�
крытия, вовлекаемого в совместную работу с
подкрепляющим элементом жёсткости.

На рис. 14 изображено распределения изгиб�
ных напряжений от действия поперечной нагруз�
ки на плоскую и цилиндрическую тонколисто�
вую мембранную оболочку при включении в со�
вместную работу элемента жёсткости.

Закономерности изменения напряжений, ко�
торые возникли от поперечной нагрузки в тон�
колистовой мембране и подкрепляющем элемен�
те жёсткости, определяются коэффициентами k1,
k2, k3, которые характеризуют степень включе�
ния в совместную работу с мембранной оболоч�
кой:

Рисунок 11. Схема цилиндрического мембранного покрытия на прямоугольном плане: а) общий вид; б) фраг�
мент участка мембранного покрытия, подкреплённого элементом жёсткости: 1 – оболочечный элемент мембра�
ны (КЭ�344); 2 – оболочечный элемент полки (КЭ�344).
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где k1 – характеризует величину отношения на�
пряжений в мембране на прилегающем и над�
опорном участках;
k2 – характеризует соотношение величин на�
пряжений в надопорном участке мембраны и
полки подкрепляющего элемента;
k3 – характеризующий длину примыкающе�
го участка мембраны;

,0m
Mσ  – изгибные напряжения в элементе мем�

браны, расположенном над полкой двутав�
ра;

,maxm
Mσ  – максимальные изгибные напряжения

в элементе мембраны, примыкающем к под�
крепляющему элементу;

0
Mσ  – изгибные напряжения в полке двутавра;

n – количество конечных элементов;
l – длина вовлекаемого участка в совместную
работу, мм;
b

M 
– половина ширины мембранного покры�

тия над полкой двутавра, мм.
4. Анализ результатов исследований.

При проведении вычислительного экспери�
мента были получены экспериментальные дан�
ные для определения зависимости напряжённо�
деформированного состояния цилиндрической
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Рисунок 12. Эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и продольной силы N в
плоской и цилиндрической мембране на участке № 1 (в соответствии с рис. 11б): а), б) напряжения в верхней
полке двутавра и мембране; в), д) эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и
продольной силы N; г), е) эпюры напряжений от изгибающего момента.

а)

б)

в)

г)

д)

е)
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а)

б)

в)

г)

д)

Рисунок 13. Эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и продольной силы N
в плоской и цилиндрической мембране на участке № 2 (в соответствии с рис. 11б): а) напряжения в мембране;
б), г) эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и продольной силы N; в), д)
эпюры напряжений от изгибающего момента.

Рисунок 14. Изменения изгибных напряжений в полке двутавра и мембране.

оболочки мембранного покрытия на прямо�
угольном плане (табл. 1).

На рис. 15–17 представлены графики изме�
нения каждого коэффициента в зависимости от
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Таблица 1. Экспериментальные данные для математического моделирования

где K – кривизна оболочки мембранного покрытия.

2x K=  
Коэффициенты 1

P

М

EIx
Db

=  
0 0,0083 0,0111 0,0165 0,0321 

8,89 4,06 6,56 7,01 7,92 11,7 
1,11 1,45 1,79 1,8 1,82 1,9 

,max

1 ,0

m
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m
M

k σ
σ

=  
0,33 1,03 1,15 1,14 1,12 1,09 
8,89 0,43 0,43 0,43 0,43 0,43 

1,11 0,87 0,87 0,87 0,87 0,87 
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0
1

2

mn
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i M ik
n

σ
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 =


 

0,33 1,3 1,3 1,3 1,3 1,3 
8,89 5 11 23 33 39 
1,11 7 12 22 31 38 3

2

М

lk
b

=  
0,33 8 14 22 30 37 

Рисунок 15. Зависимость k
1 

от жесткостных характеристик /p MEI Db  и кривизны мембранной оболочки K.

Рисунок 16. Зависимость k
2 

от жесткостных характеристик /p MEI Db  и кривизны мембранной оболочки K.
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Рисунок 17. Зависимость k
3 

от жесткостных характеристик /p MEI Db  и кривизны мембранной оболочки K.

жесткостных характеристик и кривизны поверх�
ности, характеризующие включения подкрепля�
ющего элемента в совестную работу с тонколис�
товой мембранной оболочкой.

Анализируя зависимости, представленные на
рис. 15–17, можно можно прийти к следующим
выводам:
1) коэффициент k

1
, характеризующий величи�

ну отношения напряжений в мембране на при�
легающем и надопорном участках:
– зависит от соотношения изгибных жестко�
стей в мембране и подкрепляющего элемента;
–имеет тенденцию к росту с увеличением
стрелы провиса для особо тонких мембран.

2) коэффициент k
2
, характеризующий соотно�

шение величин напряжений в надопорном
участке мембраны и полке подкрепляющего
элемента не зависит от стрелы провисания
мембраны, а является лишь обратно пропор�
циональной функцией соотношения

/p MEI Dbγ = .
3) коэффициент k

3
, характеризующий длину

примыкающего участка мембраны, участву�
ющего в совместной работе с подкрепляющим
элементом на поперечный изгиб:
– существенно зависит от изменения кривиз�
ны мембраны;
–практически не зависит от изменения соот�
ношения /p MEI Dbγ = .

Для использования методов математического
моделирования исходные экспериментальные
данные (табл. 1), необходимо реорганизовать
(табл. 2).

Следует отметить, что для первых двух функ�
ций k

1 
и k

2 
используются исходные данные не�

посредственно из таблицы 2. Для увеличения
точности полученной модели применительно к
факторам x

1 
и x

2
, определяющих функцию k

3
,

было использовано нормирование (т.е. каждое
отдельное значение было поделено на макси�
мальное). В результате получим следующие зна�
чения факторов (табл. 3).

Чтобы перейти от нормированных значений
фактора к натуральным, достаточно использо�
вать следующие зависимости:

1
1

2
2,      ,

8,89 0,032
HHx x xx= ≈ , (14)

где x
1H

 и x
2H 

– нормированные значения факто�
ров x

1 
и x

2
.

В качестве аппроксимирующих функций пред�
лагается использовать следующие полиномиаль�
ные зависимости:

2 2
1 1 1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1
2

2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2
6 6 5

3 3 2 1 3 2 3 2 1

5 4 4
3 2 3 2 1 3 2

3 3 2
3 2 1 3 2 3 2 1

2
3 2 3 1 2 3 2 3

,

,

.

H H H H H

H H H H

H H H H H

H H H H

k a x x b x c x x
d x e x f

k a x b x x c x d x e
k a x x b x c x x

d x e x x f x
g x x h x i x x
j x k x x l x m

= + + +
+ + +

= + + + +

= + + +

+ + +

+ + +

+ + + +

(15)

Для поиска максимальных значений коэффици�
ента детерминации изменяемые ячейки перемен�
ных выбирались в соответствии с приведенными
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аппроксимирующими функциями. Таким обра�
зом, задача поиска решения в программном па�
кете MS Excel была поставлена следующим об�
разом: определить такие значения полиномиаль�
ных коэффициентов, которые обеспечивают
максимальное значение коэффициента детерми�
нации на интервале от 0 до 1. Найденные в ре�
зультате вычислений полиномиальные коэффи�
циенты представлены в таблице 4.

При этом были достигнуты следующие ко�
эффициенты детерминации:

– для первой модели ( )1 1 1 2,k f x x= : 2R  = 0,998;
– для второй модели ( )2 2 1 2,k f x x= : 2R  = 0,999;
– для третьей модели ( )3 3 1 2,k f x x= : 2R  = 0,997.

С учётом полиномиальных коэффициентов ма�
тематических моделей, приведенных в таблице
4, и округленных до тысячных, получим:

2 2
1 1 2 1 1 2

1 2
2

2 1 1 2 1

2
6 6

3 2 1 2

5 5
2 1 2
4 4
2 1 2
3
2 1

2,55 0,046 3,057
0,801 2,925 0,789

0,058 0,009 0,633
0,02 1,502

258,033 546,743

3,064 0,754

260, 239 543, 407

258,591 5

,

51

,

H H H

H H H

H H H

H H

k x x x x x
x x

k x x x x
x

k x x x
x x x
x x x
x x

= + +
+ + +

= +
+ +

=

−

− −

−

− − −

− −

−

+

−

− 3
2

2 2
2 1 2

1 2 2

,504

340,309 686,824
74,744 107,228 6,672.

H

H H H

H H H

x
x x x

x x x
−

−

+

+ +
+−

(16)

Следует отметить, что в первые две модели
можно непосредственно подставлять натураль�
ные значения факторов x

1 
и x

2
. Для третьей мо�

дели необходимо выполнить переход от норми�

рованных значений факторов к натуральным, ис�
пользуя выражения (4).

Выполним визуализацию полученных моде�
лей в одной из систем компьютерной алгебры
(рис. 18).

Как видно из рис. 18 вторая и третья модели,
несмотря на высокие значения коэффициента
детерминации, склонны к незапланированным
осцилляциям, что приводит к необходимости
дополнительных исследований, связанных с ис�
пользованием двумерной интерполяции для по�
строения искомых моделей.

Выводы

1.  Для плоской подкрепленной мембраны уве�
личение в линейной зависимости ее толщи�
ны (t

м
 = 2, 4 ,6)  и соответственно изменение

соотношения жесткостей /p MEI Db :
– приводит к снижению по убывающей квад�

ратичной зависимости величин пиковых на�
пряжений в мембране (соответственно 31,56,
22,35 и 19,42 МПа);

– практически не сказывается на длине участ�
ка, вовлекаемого в совместную работу с под�
крепляющим элементом (2 / 2)Мl b ≈  ;

– приводит к перераспределению усилий меж�
ду мембраной, и подкрепляющим элементом,
заключается в увеличении доли усилий, вос�
принимаемых мембраной и более «сглажен�
ному» виду дальнейшей эпюры.

2. Искривление плоской мембраны по цилинд�
рической поверхности приводит к:

– синусоидальной затухающей эпюре локаль�
ных напряжений и увеличивает длину присо�
единенного участки мембраны до (2 / 2,5)Мl b ≈ ;

Рисунок 18. Визуализация полученных моделей в виде поверхностей отклика: а) для коэффициента k
1
; б) для

коэффициента k
2
; в) для коэффициента k

3
.

а) б) в)
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Таблица 2. Реорганизованные исходные данные для математического моделирования

Таблица 3. Нормированные значения факторов для построения модели ( )3 3 1 2,k f x x=

1x  2x  1k  2k  3k  

8,89 0 4,06 0,43 5 
1,11 0,008313 1,79 0,87 12 
0,33 0,011062 1,14 1,3 22 
8,89 0,016502 7,92 0,43 33 
1,11 0,032051 1,9 0,87 38 
0,33 0 1,03 1,3 8 
8,89 0,008313 6,56 0,43 11 
1,11 0,011062 1,8 0,87 22 
0,33 0,016502 1,12 1,3 30 
8,89 0,032051 11,7 0,43 39 
1,11 0 1,45 0,87 7 
0,33 0,008313 1,15 1,3 14 
8,89 0,011062 7,01 0,43 23 
1,11 0,016502 1,82 0,87 31 
0,33 0,032051 1,09 1,3 37 

1x  2x  
Натуральные значения 

фактора 
Нормированные 
значения фактора 

Натуральные значения 
фактора 

Нормированные 
значения фактора 

8,89 1,00 0 0 
1,11 0,13 0,008313 0,259352 
0,33 0,04 0,011062 0,345133 

– – 0,016502 0,514851 
– – 0,032051 1 

– снижению пиков напряжений в присоединен�
ном участке мембраны до 25 % при снижении
величины изгибных напряжений мσ  и увели�
чению напряжений от действия продольной
силы Nσ ;

– более активному вовлечению мембраны в со�
вместную работу с подкрепляющим элемен�
том, о чем свидетельствует рост коэффици�
ента k1  с  4,06 до 11,7 при неизменном соотно�
шении напряжений в полке двутавра и распо�
ложенном над ним участке мембраны 2 1,74k ≈ ;

– большему вовлечению в совместную работу
мембраны, расположенной над полкой дву�
тавра

0,85 0,9
пл ц
м м
пл ц
дв дв

 σ σ
= → =  σ σ 

.

3. Представленные модели (рис. 18) зависимо�
сти для определения k1–k3 с высокой точнос�
тью описывают сформированные закономер�
ности, которые могут быть использованы при
уточнённом определении изгибных геометри�
ческих характеристик подкрепляющих эле�
ментов цилиндрических мембранных оболо�
чек, а также напряжённо�деформированного
состояния элементов в зоне примыкания.

4. Как видно из полученных результатов, предло�
женный подход к аппроксимации двумерных
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Таблица 4. Полиномиальные коэффициенты для математических моделей (2)

Обозначение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

Значение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

Обозначение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

Значение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

Обозначение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

Значение 
полиномиаль-

ного 
коэффициента 

1a  2,550057 2a  0,057575 3a  258,0334 

1b  -0,0457 2b  -0,00864 3b  546,7433 

1c  3,056887 2c  -0,6325 3c  -3,06409 

1d  0,801216 2d  0,020376 3d  -0,75433 

1e  2,924617 2e  1,501865 3e  -260,239 

1f  0,789455 – – 3f  -543,407 

– – – – 3g  -258,591 

– – – – 3h  -551,504 

– – – – 3i  340,3086 

– – – – 3j  686,8235 

– – – – 3k  -74,7441 

– – – – 3l  -107,228 

– – – – 3m  6,671995 

экспериментальных данных является в до�
статочной степени гибким и эффективным
инструментом, имеющим все необходимые
свойства для обобщения на многомерное про�
странство, но обладает недостатками, прису�
щими классическому методу наименьших
квадратов в части возникновения незаплани�
рованных осцилляций между узловыми точ�
ками аппроксимации.

5. Несомненным преимуществом предложенно�
го метода является то, что полученные в ре�
зультате аппроксимации уравнения, в боль�

шинстве случаев, получаются не в кодирован�
ном виде, а в натуральном. В случае же, когда
было использовано нормирование факторов,
переход к натуральным значениям не пред�
ставляет никакого труда путём простейшей
замены переменных линейной функцией.
Использование нормирования исходных дан�
ных, которое является не чем иным как заме�
ной переменных, является также эффектив�
ным инструментом, позволяющим в значи�
тельной мере повысить точность результатов
моделирования.
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vice�rector on the scientific activity of the Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture. A
member of the international organization «Institute of Civil Engineer» and international organization of «Spatial
Structures». Scientific interests: the reliability theory, analyses, designing and engineering diagnostics of spatial
metal structures.

Konopatskiy Evgeniy – D.Sc. (Eng.), Associate Professor, Specialized Information Technologies and Systems
Department, Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture. Scientific interests: parametrization
of geometric manifolds in point calculus; geometric modeling of multifactor processes and phenomena of living and
non�living nature, engineering, technology, economics, construction and architecture using multidimensional
interpolation and approximation.

Shpinkov Vladimir – assistant, Theoretical and Applied Mechanics Department, Donbas National Academy of Civil
Engineering and Architecture. Scientific interests: calculation and design of spatial coating systems in the form of
membrane coatings on an elliptical plane.

Krysko Alexandra – Ph. D. (Eng.), Associate Professor Specialized Information Technologies and Systems
Department, Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture. Scientific interests: geometric and
computer modeling of the operated structures of thin�walled shells of engineering structures, taking into account the
imperfections of the geometric shape.
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