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Аннотация. В статье рассмотрены тонколистовые мембранные покрытия в виде плоской и вогнутой
положительной гауссовой кривизны оболочки, подкреплённые элементом жёсткости на прямоугольном
плане. Приводится аналитическое описание геометрических моделей тонколистового мембранного по-
крытия, вогнутого положительной гауссовой кривизны на прямоугольном плане и ребра жёсткости в
виде двутавра. С применением программного комплекса Maple были сгенерированы компьютерные моде-
ли тонколистовых мембранных поверхностей и подкрепляющего элемента с учётом необходимой плотно-
сти конечных элементов и формы. Полученные модели импортировались в систему конечно-элементного
анализа напряжённо-деформированного состояния конструкций SCAD Office для дальнейшего проведе-
ния численного эксперимента. Полученные результаты позволяют оценить на основе уточнённых подхо-
дов размеры участка тонколистовой мембранной пластины, вовлекаемого в совместную работу на попе-
речный изгиб с подкрепляющим элементом в зависимости от соотношения их жёсткостей и изменения
кривизны поверхности.

Ключевые слова: тонколистовая мембрана, положительная гауссова кривизна, элемент жёсткости,
напряжённо-деформированное состояние, компьютерная модель поверхности, точечное уравнение,
математическая модель.
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Анотація. У статті розглянуто тонколистові мембранні покриття у вигляді плоскої та увігнутої позитив-
ної гауссової кривизни оболонки, підкріплені елементом жорсткості на прямокутному плані. Наводиться
аналітичний опис геометричних моделей тонколистового мембранного покриття, увігнутого позитивної
гауссової кривизни на прямокутному плані та ребра жорсткості у вигляді двотавра. Із застосуванням
програмного комплексу Maple, були згенеровані комп’ютерні моделі тонколистових мембранних повер-
хонь та підкріплювального елемента, з урахуванням необхідної щільності кінцевих елементів та форми.
Отримані моделі імпортувалися до системи кінцево-елементного аналізу напружено-деформованого ста-
ну конструкцій SCAD Office для подальшого проведення чисельного експерименту.  Отримані результа-
ти дозволяють оцінити на основі уточнених підходів розміри ділянки тонколистової мембранної пласти-
ни, що залучається до спільної роботи на поперечний вигин з підкріплювальним елементом залежно від
співвідношення їх жорсткостей та зміни кривизни поверхні.

Ключові слова: тонколистова мембрана, позитивна гаусова кривизна, елемент жорсткості,
напружено-деформований стан, комп’ютерна модель поверхні, точкове рівняння, математична
модель.
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Abstract. The article considers thin-sheet membrane coatings in the form of a flat and concave positive
Gaussian curvature of the shell, supported by a stiffening element on a rectangular plan. An analytical
description of the geometric models of a thin-sheet membrane coating, a concave positive Gaussian curvature
on a rectangular plan, and a stiffening rib in the form of an I-beam is given. Using the Maple software
package, computer models of thin-sheet membrane surfaces and a reinforcing element were generated,
taking into account the required density of finite elements and shape. The resulting models were imported
into the system of finite element analysis of the stress-strain state of structures SCAD Office for further
numerical experiment. The results obtained make it possible to estimate, on the basis of refined approaches,
the dimensions of a section of a thin-sheet membrane plate involved in joint work on transverse bending with
a reinforcing element, depending on the ratio of their stiffness and changes in surface curvature.
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Введение

Тонколистовые покрытия могут иметь в плане
самую разнообразную форму – от простейших
геометрических фигур до более сложного ком-
бинированного очертания [1]. По форме оболоч-
ки различают:

– нулевой гауссовой кривизны (цилиндричес-
кие);

– положительной гауссовой кривизны (сфери-
ческие, в виде эллиптического параболоида);

– отрицательной гауссовой кривизны (шатро-
вые, седловидные).

Оболочки положительной гауссовой кривизны
на выпуклом контуре делят на пологие и подъё-
мистые. Наибольшее распространение получи-
ли в строительстве пологие оболочки, т. к. име-
ют меньшую стрелу провисания. Поверхность
оболочки задаётся с небольшой вспарушеннос-
тью, обеспечивающей стабилизацию покрытия
и наружный водоотвод. Покрытие собирается на
ортогональной системе элементов «постели» из
прямоугольных полотнищ, которые располагают-
ся как вдоль, так и поперёк пролёта [1].

Рассмотрим несколько проектов, приведён-
ных в [1], которых применялись стальные
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тонколистовые мембраны, одним из которых
был универсальный спортивный зал в Санкт-Пе-
тербурге. Форма поверхности покрытия пред-
ставляет собой в плане диаметром 160 м опро-
кинутую сферическую оболочку со стрелой про-
виса  f0 = 10 м,  выполненную из стального листа
толщиной 6 мм.

Одним из проектов, построенных для Олим-
пиады–80, проходящей в г. Москве, был крытый
стадион «Олимпийский». Сооружение решено
в виде единой пространственной большепролет-
ной конструкции. К наружному кольцу подве-
шена висячая растянутая оболочка из стального
листа толщиной 5 мм в виде эллиптического па-
раболоида положительной гауссовой кривизны
со стрелой провисания.

В основу методик расчёта пространственных
тонколистовых мембранных конструкций поло-
жена теоретическая база, предложенная в тру-
дах В. З. Власова [2], В. В. Новожилова [3],
А. Л. Гольденвейзера [4], А. И. Лурье [5],
С. П. Тимошенко [9]. Базовые теоретико-мето-
дические рекомендации были дополнены в кон-
це 20-го столетия трудами учёных нового поко-
ления Н. В. Колкунова [6], Н. М. Никиреева [7].

Продолжение развития теоретических иссле-
дований и дальнейшее внедрение конструктив-
ных решений для современных большепролет-
ных мембранных конструкций приведены в тру-
дах: П. Г. Еремеева [1], В. Ф. Мущанова [10, 11,
12], Е. В. Горохова [11, 12], Л. В. Енджиевского
[13], И. Г. Людковского [14, 15], В. И. Трофимо-
ва [31].

Использование мембранных покрытий (в
особенности в промышленных зданиях с подвес-
ным оборудованием) вызывает затруднение из-
за его деформативности. Для таких мембранных
покрытий необходима система устройств стаби-
лизирующих систем.

Одной из особенностей работы подобных
систем является не до конца исследованный воп-
рос включения в совместную работу тонколис-
товой мембранной оболочки подкрепляющего
элемента под действием поперечной нагрузки, и
связанная с этим задача корректного назначения
исходных жесткостных характеристик подкреп-
ляющих элементов [18].

Свой вклад в развитие вопроса исследова-
ния совместной работы жёсткого элемента и
мембранного покрытия на действие растягива-

ющих нагрузок, приложенных к жёсткому эле-
менту, внесли следующие ученные: П. Ф. Папко-
вич [19–20], А. А. Уманский [21], Г. Г. Ростовцев
[22, 23], Г. Х. Хертель [24], В. Ф. Мущанов [25,
26], П. Г. Еремеев [1, 27, 28], П. Кун [29].

В работе [32] приводится алгоритм расчёта
пластинки на прочность и жёсткость с учётом
податливости опорного контура, но в рамках раз-
рабатываемого алгоритма назначение жесткост-
ных характеристик, подкрепляющих элементов
осуществлялось без учёта редукционного коэф-
фициента.

П. Г. Ермеевым было установлено, что в прак-
тических расчётах тонколистовую оболочку,
подкреплённую рёбрами, обладающей только
продольной жёсткостью, можно заменять глад-
кой оболочкой приведённой толщины, если про-
дольная жёсткость рёбер составляет менее 20 %
суммарной жёсткости оболочки. В остальных
случаях следует выполнять расчёт численными
методами с включением фактических продоль-
ных и жесткостных характеристик [1].

В работах [33–34] рассматривались суще-
ствующие методики определения эффективной
ширины пластинки при совместной работе под-
крепляющего элемента жесткости и тонколис-
тового мембранного покрытия, в том числе – ме-
тод редукционных коэффициентов. Проанали-
зирована применимость к решению данной за-
дачи подходов, изложенных в работах [19, 35],
где в качестве объекта исследований рассматри-
вается совместная работа пластины и подкреп-
ляющего элемента при действии поперечной на-
грузки. Полученные результаты свидетельству-
ют о значительном влиянии геометрии оболоч-
ки на величину включения в совместную рабо-
ту тонколистовой обшивки с внецентренно-
сжатым (растянутым) подкрепляющим элемен-
том, и сформулирована необходимость их уточ-
нения.

При этом сравнение полученных результатов
осуществлялось с данными численных исследо-
ваний, выполненных в конечно-элементной по-
становке при упрощенном моделировании под-
крепляющего элемента стержневыми элемента-
ми общего вида, что в итоге позволило осуще-
ствить первичную оценку величины редукцион-
ного коэффициента при совместной работе осо-
бо тонкой мембранной обшивки с подкрепляю-
щим элементом.
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Обособленными направлениями, объясняю-
щими включение мембранной оболочки в со-
вместную работу с подкрепляющим элементом,
стало решение задач устойчивости пластинок,
подкреплённых рёбрами жёсткости, которые
нашли своё отражение в работах: С. П. Тимо-
шенко [36], А. С. Локшина [37], R. Barbre
[38-39], E. Melan [40], L. Rendulic [41],
E. E. Lundquist [42], Т. Карман [43], E. E. Sechler
[44], Г. Винтер [45–46].

На основании проведённого анализа и выде-
ления нерешённых вопросов сформулированы:

– цель работы: исследовать степень влияния
кривизны покрытия, соотношения изгибных
жёсткостных характеристик оболочки и
подкрепляющего элемента на напряжённо-
деформированное состояние в зоне контак-
та;

– объект  исследования: вогнутая положитель-
ной гауссовой кривизны тонколистоваямем-
брана,подкреплённаяребромжёсткости;

– предмет исследования: напряжённо-дефор-
мированное состояние тонколистового мем-
бранного покрытия и подкрепляющего эле-
мента в зоне контакта.

Примечание: данное исследование выполняется
в рамках НИР «Научное обоснование новых
подходов к проектированию оптимальных про-
странственных строительных металлоконструк-
ций высокого уровня ответственности» на осно-
ве Соглашения № 22-29-00139 между Российс-
ким научным фондом и ФГАОУ ВО «Санкт-Пе-
тербургский политехнический университет Пет-
ра Великого».

 2 . Методы исследований

2.1 Обоснование условий применения МКЭ

Расчёт тонколистовых мембранных покрытий
относятся к классу задач, в основу которых за-
ложена теория безмоментных пологих оболо-
чек, потому что их напряжённое состояние оп-
ределяется в основном цепными напряжения-
ми ввиду малой жёсткости мембраны на изгиб.
Учёт данного фактора в сочетании с дискрет-
ным расположением подкрепляющих элемен-
тов приводит к необходимости использования
МКЭ в геометрически нелинейной постанов-
ке.

2.2 Моделирование поверхности

2.2.1 Моделирование поверхности на
прямоугольном плане положительной гауссовой
кривизны мембранного покрытия в точечном
исчислении

Исследуемым объектом является вогнутая по-
ложительной гауссовой кривизны тонколисто-
вая мембрана на прямоугольном плане с разме-
рами: длиной  l = 24 м, шириной  b = 18 м, толщи-
ной равной  t

m
 = 2, 4, 6  и соотношением кривиз-

ны K = 1/R = 1/10...1/40, состоящая из 69 807
узлов и 79 200 элементов, подкреплённая оболо-
чечным элементом в виде двутавра, моделиро-
вание которого осуществлялось элементами типа
КЭ-344 [16].

Для исследований напряжённо-деформиро-
ванного состояния тонколистового мембранно-
го покрытия и подкрепляющего элемента в зоне
контакта методом конечных элементов с учётом
геометрической нелинейности необходимо по-
лучить компьютерную модель мембранного по-
крытия и подкрепляющего элемента, параметри-
зированных согласно исходным данным, с учё-
том необходимой конечно-элементной сетки
[16].

На рис. 1 представлена конструктивная схе-
ма оболочки положительной гауссовой кривиз-
ны на прямоугольном плане, изогнутой в двух
направлениях и подкреплённой двутавровым
элементом жёсткости [47].

Поверхность мембранного покрытия пред-
ставляет собой оболочку, построенную по сле-
дующей геометрической схеме: три отрезка пря-
мых A

1
 A

2
, C

1
 C

2
  и окружность B

1
 B

2
 B

3
, являются

направляющими для построения поверхности.
Образующая линия представляет собой дугу ок-
ружности, проходящую через три наперёд
заданные точки (рис. 2).

Точечное уравнение образующей дуги окруж-
ности (рис. 5), проходящей через три точки
[47, 48], имеет следующий вид:
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+ −
= − +
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B C AN N Nγ = ∠ – угол при вершине N
C
 тре-

угольника N
A
 N

B
 N

C
 ;

ϕ – текущий угловой параметр, который при-
надлежит интервалу: ( )0 ϕ π β≤ ≤ − .

Точечные уравнения направляющих линий:
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Рисунок 1. Конструктивная схема изогнутого мембранного покрытия в двух направлениях с подкрепляющим
элементом.

Рисунок 2. Геометрическая схема линейчатой поверхности мембранного покрытия.

где t – текущий линейный параметр, который
принадлежит интервалу: 0 1t≤ ≤  ,

1t t= − – дополнение параметра t до 1,
ϕ′– взаимосвязь между текущими парамет-
рами направляющих линий отрезков прямой
и дугой окружности: ( )tϕ π β= −′ ′ .

Тогда:

 ( ) ( )1 3 2 3 3,BN В В В В Вσ τ= − + − + (3)

где 
( ) ( )sin sin

,sin sin
t tβ π β γ π β

σ β γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − − −′ ′ ′ ′
=

′ ′(2)
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( ) ( )2cos sin sin

.sin sin
t tγ β π β π β

τ β γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − −′ ′ ′ ′
=

′ ′

Подставив в уравнение образующей окружно
сти уравнения направляющих, получим
точечное уравнение поверхности:
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( ) ( )
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1 3 2 3 3 1 2
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⎝ ⎠

= + − − +
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× + +

(4)

Координаты узловых точек, определяющих их
взаимное положение, принимаем в соответ-
ствии с (рис. 5):
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(5)

Подставив координаты узловых точек в базовую
систему параметрических уравнений, получим
систему параметрических уравнений поверхно-
сти вогнутой в двух направлениях положитель-
ной гауссовой кривизны мембранного покрытия:
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(6)

Далее визуализированную средствами системы
компьютерной алгебры компьютерную модель
полученной поверхности оболочки (рис. 3) экс-
портируем в формат *.dfx с учётом необходимой

разбивки и плотности конечно-элементной сет-
ки прямоугольной и треугольной формы для
импорта в систему конечно-элементного анали-
за напряжённо-деформированного состояния
конструкций SCAD Office.

2.2.2 Моделирование поверхности верхней
полки двутаврового элемента жесткости

Верхняя полка двутавра совпадает с поверхностью
мембранного покрытия, только ограниченна бо-
лее короткими отрезками 1 2A A′ ′ , 1 2B B′ ′ , 1 2C C′ ′
(рис. 4).

По аналогии с поверхностью оболочки мем-
бранного покрытия получим параметрические
уравнения верхней полки:

Рисунок 3. Визуализация изогнутой в двух направ-
лениях положительной гауссовой кривизны на пря-
моугольном плане модели оболочки с конечно-эле-
ментной сетью.

2.2.3 Моделирование линейчатой поверхности
стенки двутаврового элемента жёсткости для
изогнутой положительной гауссовой кривизны
мембранной оболочки

Стенка двутавра представляет собой поверхность
оболочки, для построения которой используем

(7)
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метом подвижного симплекса. Направляющими
линиями являются отрезки 1 2 ,D D  1 2E E  и 1 2F F , а
образующей – дуга окруж-ности (рис. 5).
В этом случае точечное уравнение поверхности
будет следующим:
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Координаты узловых точек:
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Подставив координаты узловых точек, получим
параметрические уравнения поверхности стен-
ки двутавра:

2.2.4 Моделирование линейчатой поверхности
нижней полки двутаврового элемента
жёсткости для мембранного покрытия
положительной гауссовой кривизны

Для моделирования нижней полки используем
точечное уравнение цилиндрической поверхно-
сти и базовую систему параметрических урав-
нений, полученную для поверхности мембран-
ного покрытия. По аналогии с верхней полкой
двутавра, направляющими будут отрезки 1 2A A′′ ′′ ,

Рисунок 4. Геометрическая схема и компьютерная модель поверхности верхней полки двутавра.

Рисунок 5. Геометрическая схема и компьютерная модель линейчатой поверхности стенки двутавра.
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1 2B B′′ ′′, 1 2C C′′ ′′, а образующей – дуга окружности
(рис. 6).

 С учётом координат исходных точек полу-
чим следующие параметрические уравнения ис-
комой линейчатой поверхности:
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3. Результаты исследований

Дальнейшие численные исследования проводи-
лись с использованием программного обеспече-
ния SCAD Office. Расчётная схема оболочки
подкрепляющего элемента смоделирована при
помощи плоских оболочечных конечных элемен-
тов типа КЭ-344 и состоящая из 69 807 узлов и
79 200 элементов. Прикладываемая распределён-
ная по площади нагрузка интенсивностью

249 кН/мq =  ориентирована вдоль оси подкреп-
ляющего элемента [16].

Закрепление узлов по поперечным сторонам,
с учётом симметрии решаемой задачи, допуска-
ют линейные перемещения лишь вдоль оси Z и
закреплены от углов поворота Uz и Uy. Узлы по

продольным сторонам закреплены в виде шар-
нирно-неподвижных опор, ограничивающих ли-
нейные перемещения вдоль осей X, Y, Z и углов
поворота Uy и Uz (рис. 7).

На основании проведённого численного экс-
перимента были построены эпюры нормальных
напряжений и гистограммы распределения на-
пряжений на исследуемом участке при включе-
нии мембранного покрытия в совместную
работу с подкрепляющим элементом жёсткости
двутаврового сечения (рис. 8).

На рис. 9 приведены результаты численного
расчёта участка тонколистового мембранного

Рисунок 6. Геометрическая схема компьютерная модель поверхности нижней полки двутавра.

Рисунок 7. Модельизогнутогомембранного покры-
тия положительной гауссовой кривизны на прямо-
угольном плане: а) общий вид; б) фрагмент участка
мембранного покрытия, подкреплённого элементом
жёсткости: 1 – оболочечный элемент мембраны
(КЭ-344); 2 – оболочечный элемент полки (КЭ-344).

а)

б)
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Рисунок 8. Эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и продольной силы N в
плоской и изогнутой положительной гауссовой кривизны мембраны на участке № 1 (в соответствии с рис.7,б):
а), б) напряжения в верхней полке двутавра и мембране; в), д) эпюры суммарных нормальных напряжений от
изгибающего момента М и продольной силы N; г), е) эпюры напряжений от изгибающего момента.
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σ
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покрытия, вовлекаемого в совместную работу с
подкрепляющим элементом жёсткости.

На рис. 10 изображено распределение изгиб-
ных напряжений от действия поперечной нагруз-
ки на плоскую и изогнутую положительной га-
уссовой кривизны тонколистовую мембранную
оболочку при включении в совместную работу
элемента жёсткости.

Закономерности изменения напряжений, ко-
торые возникли от поперечной нагрузки в тонко-
листовой мембране и подкрепляющем элементе
жёсткости, определяются коэффициентами k1, k2,
k3,  которые характеризуют степень включения в
совместную работу с мембранной оболочкой:

,max

1 ,0

m
M

m
M

k σ
σ

= , (11)

N Mσ + σ

σ
M

N Mσ + σ

Рисунок 9. Эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и продольной силы N в
плоской и изогнутой положительной гауссовой кривизны мембраны на участке № 2 (в соответствии с рис. 7,б):
а) напряжения в мембране; б), г) эпюры суммарных нормальных напряжений от изгибающего момента М и
продольной силы N; в), д) эпюры напряжений от изгибающего момента.
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где k1 – характеризует величину отношения на-
пряжений в мембране на прилегающем и на-
допорном участках;
k2 – характеризует соотношение величин на-
пряжений в надопорном участке мембраны и
полки подкрепляющего элемента;
 k3 – характеризуюет длину примыкающего

участка мембраны;
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,0m
Mσ  – изгибные напряжения в элементе мем-

браны, расположенном над полкой двутавра;
,maxm

Mσ  – максимальные изгибные напряжения
в элементе мембраны, примыкающем к под-
крепляющему элементу;

0
Mσ – изгибные напряжения в полке дву-

тавра;
n – количество конечных элементов;
l – длина вовлекаемого участка в совместную
работу, мм;
b

M 
– половина ширины мембранного покры-

тия над полкой двутавра, мм.

4. Анализ результатов исследований

При проведении вычислительного эксперимен-
та были получены экспериментальные данные

для определения зависимости напряжённо-де-
формированного состояния цилиндрической
оболочки мембранного покрытия на прямоуголь-
ном плане (табл. 1).

На рис. 11–13 представлены графики из-
менения каждого коэффициента в зависимо-
сти от жесткостных характеристик и кривиз-
ны поверхности, характеризующие включе-
ния подкрепляющего элемента в совместную
работу с тонколистовой мембранной оболоч-
кой.

На рис. 11–13 приведены результаты сравне-
ния данного исследования с материалами, полу-
ченными в работе [16].

Анализируя зависимости, представленные на
рис. 15–17, можно прийти к следующим выво-
дам:

Рисунок 10. Изменения изгибных напряжений в полке двутавра и мембране.
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0,33 8 37 30 22 14 

Таблица 1. Экспериментальные данные для математического моделирования.

где  K – кривизна оболочки мембранного покрытия.
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Рисунок 11. Зависимость k
1
 от жесткостных характеристик 

P

Ì

EI
Db  и кривизны мембранной оболочки K:

а) цилиндрическая оболочка; (ординарная кривизна); б) оболочка положительной гауссовой кривизны (двоя-
кой кривизны).

б)а)
 

Рисунок 12. Зависимость k
2
 от жесткостных характеристик 

P

Ì

EI
Db  и кривизны мембранной оболочки K:

а) цилиндрическая оболочка (ординарная кривизна); б) оболочка положительной гауссовой кривизны (двоя-
кой кривизны).

б)а)

Рисунок 13. Зависимость k
3
 от жесткостных характеристик 

P

Ì

EI
Db  и кривизны мембранной оболочки K:

а) цилиндрическая оболочка; (ординарная кривизна); б) оболочка положительной гауссовой кривизны (двоя-
кой кривизны).

б)а)

1. Ê î ý ô ô è ö è å í ò  k1, характеризующий величи-
ну отношения напряжений в мембране на при-
легающем и надопорном участках:

• зависит от соотношения изгибных жесткос-
тей в мембране и подкрепляющего элемента;

• имеет тенденцию к росту с увеличением стре-
лы провиса для особо тонких мембран.

2. Коэффициент k2, характеризующий соотно-
шение величин напряжений в надопорном
участке мембраны и полке подкрепляющего
элемента не зависит от стрелы провисания

мембраны, а является лишь обратно пропор-
циональной функцией лишь соотношения

.p

М

EI
Db

γ =

3. Коэффициент k3, характеризующий длину
примыкающего участка мембраны, участву-
ющего в совместной работе с подкрепляющим
элементом на поперечный изгиб:

• существенно зависит от изменения кривиз-
ны мембраны;
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• практически не зависит от изменения соот-

ношения  p

Ì

EI
Db

γ = .

Для использования методов математического
моделирования исходные экспериментальные
данные (табл. 1) необходимо реорганизовать
(табл. 2).

 Для поиска максимальных значений коэф-
фициента детерминации изменяемые ячейки пе-
ременных выбирались в соответствии с аппрок-
симирующими функциями. Таким образом, за-
дача поиска решения в программном пакете
Maple поставлена следующим образом: опреде-
лить такие значения полиномиальных коэффи-
циентов, которые обеспечивают максимальное
значение коэффициента детерминации.

С учётом полиномиальных коэффициентов
математических моделей, получим:

2 2
1 2

1

1 2 1

2

0,012 1178,342 18,815
0,56 30,867 0,771

x x x x
x

k
x

−= − + +
+ + + ,(14)

12 1,346 0, 277 1,981x xk + += − , (15)

0,9 2 2
1 22

1,5 2 1,5
1 12 2

1 2 1 2

3 61473,441 338,331

1558,633 0,068 105565,96
176,612 0,346 105376,64 7,32

x x x

x x x x
x x

k

x x

= + −

− − + +

+ + − +  (16)

При этом были достигнуты следующие ко-
эффициенты детерминации:

– для первой модели ( )1 1 1 2,k f x x=  : 2 0,972R = ;
– для второй модели ( )2 2 1 2,k f x x= : 2 1R = ;
– для третьей модели ( )3 3 1 2,k f x x= : 2 0,997R = .

Выполним визуализацию полученных моделей
в одной из систем компьютерной алгебры.

 Как видно из рис. 14 вторая и третья моде-
ли, несмотря на высокие значения коэффициен-
та детерминации, склонны к незапланированным
осцилляциям, что приводит к необходимости
дополнительных исследований, связанных с ис-
пользованием двумерной интерполяции для по-
строения искомых моделей.

Выводы

1. Для плоской подкреплённой мембраны уве-
личение в линейной зависимости её толщи-
ны ( )2,  4, 6ìt = и, соответственно, изменение

соотношения жёсткостей 
p

Ì

EI
Db

:

– практически не сказывается на длине участ-
ка, вовлекаемого в совместную работу с под-

крепляющим элементом 
2

2
Ì

l
b

⎛ ⎞
≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
;

Таблица 2. Реорганизованные исходные данные для математического моделирования.

1x  2x  1k  2k  3k  
8,89 0 4,06 0,43 5 
1,11 0,008313 1,79 0,87 12 
0,33 0,011062 1,14 1,3 22 
8,89 0,016502 7,92 0,43 33 
1,11 0,032051 1,9 0,87 38 
0,33 0 1,03 1,3 8 
8,89 0,008313 6,56 0,43 11 
1,11 0,011062 1,8 0,87 22 
0,33 0,016502 1,12 1,3 30 
8,89 0,032051 11,7 0,43 39 
1,11 0 1,45 0,87 7 
0,33 0,008313 1,15 1,3 14 
8,89 0,011062 7,01 0,43 23 
1,11 0,016502 1,82 0,87 31 
0,33 0,032051 1,09 1,3 37 
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– приводит к перераспределению усилий меж-
ду мембраной и подкрепляющим элементом,
заключается в увеличении доли усилий, вос-
принимаемых мембраной и более «сглажен-
ному» виду дальнейшей эпюры.

2. Искривление плоской поверхности мембра-
ны в поверхность положительной гауссовой
кривизны приводит к:

– синусоидальной затухающей эпюре локаль-
ных напряжений и увеличивает длину при-
соединённого участки мембраны до

2
2.5

Ì

l
b

⎛ ⎞
≈⎜ ⎟

⎝ ⎠
;

– снижению пиков напряжений в присоединён-
ном участке мембраны до 25 % при снижении
величины изгибных напряжений ìσ  и уве-
личению напряжений от действия продоль-
ной силы Nσ ;

– более активному вовлечению мембраны в со-
вместную работу с подкрепляющим элемен-
том, о чем свидетельствует рост коэффици-
ента k1 с 4,06 до 9,98 при неизменном соотно-
шении напряжений в полке двутавра и рас-
положенном над ним участке мембраны

2 1,74k ≈ ;
– большему вовлечению в совместную работу

мембраны, расположенной над полкой дву-

тавра 0,85 0,9
пл ц
м м
пл ц
дв дв

⎛ ⎞σ σ
= → =⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

.

3. Переход от поверхности нулевой гауссовой
кривизны в виде цилиндрической оболочки
к поверхности положительной гауссовой кри-
визны в виде провисающей оболочки не

оказывает существенного влияния НДС в
зоне контакта, за исключением значений для
коэффициента k

1
, для которого:

– в случае особо пологих оболочек (К =
= 0,0083...0,0111) значения вырастает до 18 %;

– для больших кривизн (К = 0,0165...0,0321)
значения коэффициента снижается до 14,5 %,
это объясняется более ярко выраженной про-
странственной работой мембранной оболоч-
ки.

4. Представленные модели зависимости для оп-
ределения k1 – k3 (рис. 14) с высокой точнос-
тью описывают сформированные закономер-
ности, которые могут быть использованы при
уточнённом определении изгибных геометри-
ческих характеристик подкрепляющих эле-
ментов цилиндрических мембранных оболо-
чек, а также напряжённо-деформированного
состояния элементов в зоне примыкания.

5. Как видно из полученных результатов пред-
ложенный подход к аппроксимации двумер-
ных экспериментальных данных является в
достаточной степени гибким и эффективным
инструментом, имеющим все необходимые
свойства для обобщения на многомерное про-
странство, но обладает недостатками, прису-
щими классическому методу наименьших
квадратов в части возникновения незаплани-
рованных осцилляций между узловыми точ-
ками аппроксимации.

6. Несомненным преимуществом предложенно-
го метода является то, что полученные в ре-
зультате аппроксимации уравнения, в боль-
шинстве случаев, получаются не в кодирован-
ном виде, а в натуральном. В случае, когда

Рисунок 14. Визуализация полученных моделей в виде поверхностей отклика: а) для коэффициента k1; б) для
коэффициента k2; в) для коэффициента k3.

x1x2 

k2 k1 

x2 x1 x1 x2 

k3 
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было использовано нормирование факторов,
переход к натуральным значениям не пред-
ставляет никакого труда путём простейшей
замены переменных линейной функции. Ис-
пользование нормирования исходных дан-

ных, которое является не чем иным как заме-
ной переменных, является также эффектив-
ным инструментом, позволяющим в значи-
тельной мере повысить точность результатов
моделирования.
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