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Анотація. Стаття присвячена застосуванню варіаційно�різницевого методу розрахунку прямокутних
тришарових пластин на пружній основі з урахуванням зрушення між її шарами на основі варіаційного
рівняння Ж. Лагранжа. Передбачається лінійна залежність між прогином і відсіччю пружної основи по
Винклеру. При записі варіаційного рівняння Лагранжа зв’язок між напругою і деформаціями представ�
лений у формі закону Гука, але з урахуванням зрушення між шарами пластинки. Геометричні рівняння
прийняті в лінійній постановці у формі співвідношень Коши. Матеріал кожного шару пластинки має
різні модулі пружності Е

і
 (i = 1, 2, 3), але однаковий коефіцієнт Пуассона. Кінематичні граничні умови

задовольняються точно, а статичні – на вільних від закріплення краях пластинки – приблизно. Розгля�
даються два приклади розрахунку тришарових пластин. У першому прикладі розглядається прямокут�
на пластинка, жорстко затиснена по усьому контуру. У другому прикладі приводиться розрахунок
прямокутної пластинки, шарнірно закріпленої по контуру і ослабленої великим прямокутним отвором,
краї якого вільні від закріплень. Обидві пластинки завантажено нормальним рівномірно розподіленим
навантаженням. Перевіряється збіжність рішення завдань шляхом згущування сітки. Представлені
поля прогинів w , моментів М

х
, що вигинають, і епюри нормального напруження σ

x
 по товщині пластин�

ки в найбільш навантажених перерізах. Робота присвячена актуальному питанню будівельної механіки
тришарових пластинок, що лежать на суцільній пружній основі, ослаблених великими вирізами.

Ключові слова: прямокутна тришарова пластинка з отвором, варіаційно�різницевий метод,
різницевий оператор.
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Аннотация. Статья посвящена применению вариационно�разностного метода расчета прямоугольных
трехслойных пластин на упругом основании с учетом сдвига между её слоями на основе вариационно�
го уравнения Ж. Лагранжа. Предполагается линейная зависимость между прогибом и отпором упруго�
го основания по Винклеру. При записи вариационного уравнения Лагранжа связь между напряжения�
ми и деформациями представлена в форме закона Гука, но с учетом сдвига между слоями пластинки.
Геометрические уравнения приняты в линейной постановке в форме соотношений Коши. Материал
каждого слоя пластинки имеет разные модули упругости Е

і
 (і = 1, 2, 3), но одинаковый коэффициент
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Пуассона. Кинематические граничные условия удовлетворяются точно, а статические – на свободных
от закрепления краях пластинки приближенно. Рассматриваются два примера расчета трехслойных
пластин. В первом примере рассматривается прямоугольная пластинка, жестко защемленная по все�
му контуру. Во втором примере приводится расчет прямоугольной пластинки, шарнирно закрепленной
по контуру и ослабленной большим прямоугольным отверстием, края которого свободны от закрепле�
ний. Обе пластинки загружены нормальной равномерно распределенной нагрузкой. Проверяется схо�
димость решения задач путем сгущения сетки. Представлены поля прогибов w, изгибающих моментов
М

х
, и эпюры нормальных напряжений σ

x
 по толщине пластинки в наиболее нагруженных сечениях.

Работа посвящена актуальному вопросу строительной механики трехслойных пластинок, лежащих
на сплошном упругом основании, ослабленных большими вырезами.

Ключевые слова: прямоугольная трехслойная пластинка с отверстием, вариационно�разностный
метод, разностный оператор.
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Abstract. The article is devoted to variational and heterogeneous application method of calculation of the
rectangular three�layer plates on the resilient base taking into account the displacement between its layers
on the ground of variational equation. Lagrange the linear dependence is assumed between bending and
rebuff of the resilient basement on Vinkler. While recording of Lagrange the variational equation of the
connection between tensions and deformations is represented in form of the Hook’s law, but taking into
account the displasement between the layers of the plate. Geometrical equations are accepted in the linear in
setting the form Koshy correlations. The material of each layer of the plate has the different modules of
resiliency of Е

і
 (i = 1, 2, 3), but similar coefficient of Puasson. Kinematic boundary conditions are satisfied

exactly, but static – on the free from fixing of the plate edge approximately. Two examples of calculation of the
three�layer plate are considered. The first example is the rectangular scale�board, hardly jammed along the
whole contour. The example is the plate calculation fixed with the hinges along the contour and loosened
with the rectangular opening, edges of which are free from fixing. Both plates are under the normal distributed
loading. Solving tasks similarity is checked up by means of condensing of the net. The fields of bending of w
are represented, bending moments of М

х
, and profiles of normal tensions σ

x
 on the thickness of the plate in

the most loaded sections. Work is devoted to the actual question of structural mechanics of the three�layer
plates, lying on the continuous resilient base loosened with large cuts.

Keywords: the rectangular three�layer plate with the opening, variantion and heterogeneous method,
various operator.

1. Постановка задачи

Исследованию напряженно�деформированного
состояния многослойных плит посвящено зна�
чительное количество работ. Обратим внимание
на наиболее существенные работы.

Работа [8] посвящена разработке метода и
алгоритма расчета на прочность и жесткость пола
промышленного здания на основе модели мно�
гослойной плиты на двухпараметрическом ос�

новании. Решение задачи основывается на ис�
пользовании основных положений вариацион�
ного исчисления, получении достаточно близ�
ких результатов расчета по двум альтернативным
методам Ритца�Тимошенко и Власова�Канторо�
вича, а также на экспериментальном подтверж�
дении предложенной математической модели.

В работе [9] рассматривается моделирование
и расчет армированных многослойных плит на
упругом основании. Представлены модели де�
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формирования упругого слоя, армированного
объёмными и плоскими георешетками и геосет�
ками. Устанавливаются зависимости между тер�
моупругими характеристиками композитного
материала исходной среды c характеристиками
армирующей структуры и ее геометрическими
параметрами. Для проверки соответствия раз�
работанных моделей деформирования реальным
условиям работы слоистых дорожных конструк�
ций, армированных геосинтетическими матери�
алами, проведены испытания в натурных усло�
виях конструкций дорожных одежд с основани�
ями, армированными объёмными георешетками.
Изложена теория продольно�поперечного изги�
ба многослойных плит с решетчатым армирова�
нием (полиармированных плит) на упругом ос�
новании при воздействии статической нагруз�
ки и температуры. Задача продольно�поперечного
изгиба сведена к задаче поперечного изгиба. За�
дача решается методом начальных параметров.

Получено дифференциальное уравнение из�
гиба полиармированной плиты без учета и с уче�
том сил трения с основанием. Показано, что учет
сил трения несущественно влияет на напряжен�
но�деформированное состояние многослойных
плит. Разработаны расчетные модели конструк�
ции дорожной одежды с решетчатой плитой в
основании. Обсуждаются результаты численно�
го решения задач методом конечных элементов.
Дается оценка влияния конструктивных пара�
метров решетчатой плиты на её жесткость. При�
водятся результаты стендовых и натурных ис�
пытаний конструкции дорожной одежды с ре�
шетчатой плитой в основании.

В работе [10] изучено напряженно�дефор�
мированное состояние многослойной конст�

рукции при совместном действии нагрузки и
внешней среды применительно к расчету до�
рожной одежды на мостовых сооружениях.
Рассмотрены различные методы расчета этих
конструкций на земляном полотне и на мосто�
вых сооружениях. Приведены собранные по
различным источникам и систематизирован�
ные экспериментальные данные по влиянию
температуры и агрессивной хлоридсодержа�
щей среды на прочностные и деформационные
характеристики материала слоев многослой�
ной дорожной одежды и материала плиты про�
езжей части. Построена модель теплового воз�
действия окружающей среды на поведение
многослойной конструкции дорожной одеж�
ды и плиты проезжей части, которые рассмат�
риваются как многослойная пластина, подвер�
женная воздействию температуры окружаю�
щей среды. Описаны разработанные методика
расчета, алгоритм и программный комплекс, а
также приведены результаты расчета трехслой�
ной пластинчатой конструкции на армирован�
ной плите проезжей части при совместном
действии нагрузки и внешней среды.

В статье [12] рассматривается расчет на по�
перечный изгиб круглых многослойных плит
покрытия с изотропными слоями симметрич�
но расположенными относительно центра плас�
тинки. Система уравнений равновесия в слу�
чае многослойных симметричных пластин рас�
падается на две независимые системы, описы�
вающие плоское напряженное состояние, соот�
ветствующее поперечному изгибу в полярной
системе координат. Задача решается в проги�
бах w(r, θ.) путем решения уравнения Софи�
Жермен.

a

b

y

x

h

z

q(x,y)

i

0

Рис. 1. Пластинка загруженая произвольной поперечной нагрузкой q(x,y).
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В работе [1] рассматривается частный слу�
чай расчета трехслойной пластинки, лежащей
на упругом основании с коэффициентом по�
стели к0, с двумя противоположно расположен�
ными шарнирно закрепленными и двумя сво�
бодными от закреплений краями. Для реше�
ния этой задачи по определению напряженно�
деформированного состояния применяется
метод прямых.

Рассмотрим общий случай трехслойной
прямоугольной пластинки с размерами в плане
a×b толщиной каждого слоя h1, h2 и h3, соответ�
ственно, в декартовой прямоугольной системе
координат xyz с произвольными по контуру зак�
реплениями. Пластинка загружена произволь�
ной поперечной нагрузкой q(x,y) (рис. 1). За�
дачу будем решать в рамках пропорциональной
зависимости между отпором упругого основа�
ния и прогибом.

2. Деформации и напряжения в трехслойной
пластинке

Запишем основные разрешающие уравнения для
расчета данной пластинки, так как это предло�

Рис. 2. Деформации элемента пластинки.

жено в работе [1]  в предположении о том, что
решение задачи будет выполняться вариацион�
но�разностным методом.

Для трехслойной пластины рассматривают�
ся деформации слоев в двух вариантах (рис. 2).
Согласно варианту (а) предполагаем справедли�
вость гипотезы прямых нормалей для всей плас�
тины и отсутствие сдвигов между слоями. В этом
случае деформация произвольного волокна

 ( )
xx

x z
d

dz
dx

xd
ρφρ

φ ρΔεx =
+

=
′

=′ . (a)

По варианту (б) считаем, что справедливость
гипотезы прямых нормалей выполняется в пре�
делах каждого слоя в отдельности, и возникают
сдвиги между слоями. Тогда деформации
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Введем обозначение

 rr xxx ⋅′′+−′= ε)1(εε , (в)

где 0 ≤  r ≤  1 – коэффициент, определяемый эк�
спериментальным путем. Значение r = 0 соответ�
ствует жесткому трению между слоями пластин�

а)
б)
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ки, а r=0 независимому деформированию каж�
дого слоя. Подставим (а) и (б) в формулу (в),
получим формулы для определения деформаций
произвольного волокна в пределах каждого слоя.
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Используя закон Гука, при условии равенства
коэффициентов Пуассона для материалов, сло�
ев и разных значений модулей упругости из (1),
находим:
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где i – номер слоя.
Для определения положения нейтрального

слоя положим, что погонная продольная сила
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Подставляя (2) в (3), получаем
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Интегрируем по z в указанных пределах по тол�
щине каждого слоя пластинки, получаем:
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Введем обозначения  311 / EEm = ,  322 / EEm =  и,
учитывая, что z01�z02=h1, z02�z03=h2, z0�z03=h3
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Fпр = h3 + m2h2 + m1h1 . (5)

Положение нейтральной оси будет определять�
ся координатой:
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3. Усилия и моменты в трехслойной пластинке

Запишем выражения для погонных изгибающих
и крутящих моментов:
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Вместо напряжений подставим их значения по
формулам (2), получим:
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После интегрирования получаем
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где приведенная жесткость пластины
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где z0,i – координаты границ слоев; z
i
 – координа�

ты срединных плоскостей каждого слоя.
Аналогично можно получить выражения для

погонного изгибающего
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и погонного крутящего момента
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Сравнивая зависимости (2) и (7, 10, 11), полу�
чим формулы для вычисления нормальных и
касательных напряжений, изгибающие и крутя�
щие моменты, соответственно:
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Таким образом, вся задача сводится к определе�
нию функции прогибов путем решения диффе�
ренциального уравнения вида:
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где q – интенсивность нагрузки; k0 –  коэффици�
ент постели упругого основания.

Рассмотрим решение поставленной задачи по
определению напряженно�деформированного
состояния прямоугольной трехслойной плас�
тинки вариационно�разностным методом на ос�
нове уравнения Лагранжа.

4. Вариационное уравнение Ж. Лагранжа для
трехслойной пластинки

Вариационное уравнение Лагранжа представля�
ем в такой форме:

 0 =)+( = AWЭ δδ , (а)

где Э – потенциальная энергия системы; W – по�
тенциальная энергия, накопленная в пластинке;
А – работа внешней нагрузки.

Потенциальную энергию можно представить
следующим образом:

 

.
2
1

x

3

1

3

1

3

1

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

+

=

∑∫∑∫

∑∫

==

=

dVdV

dV

W

i

i

ii

i

i

i

i

i

i V
xyy

i V
y

x
i V

x

γτεσ

εσ

(13)

Подставим вместо деформаций и напряжений
(1) и (2) в (13), получим:
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Выполним интегрирование в пределах толщин
каждого слоя пластинки, получим
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или
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Здесь 1D  – приведенная жесткость определяет�
ся по формуле (8); μ – коэффициент Пуассона
материала пластинки.

Работу внешних сил найдем по формуле:
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Здесь 0k  – коэффициент постели упругого ос�
нования. Подставим в формулу (а) работу внут�
ренних (16) и внешних сил (17), получим:
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Уравнение (18) является вариационным урав�
нением Лагранжа в перемещениях (прогибах).
Здесь
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является функционалом от функции прогибов
w(x,y). Для отыскания минимума функционала
(19) согласно условию (а) воспользуемся раз�
ностным методом.
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Рис. 3. Сеточная область.

Область, занятую пластинкой, покроем пря�
моугольной сеткой. Шаг сетки по направлению
оси х обозначим через h

x
, а по направлению оси

у – через h
y
. Эту сетку назовем основной. По цен�

тру ячеек основной сетки нанесем вспомогатель�
ную сетку (штриховая линия).

Выделим некоторую часть сеточной области.
Обозначение узлов основной и вспомогательной
сетки показано на рис. 3. Функцию w (x,y) заме�
няем её дискретным значением в центральном
узле g через w 

g
.

Вторые производные от функции прогиба w
 22 / xw ∂∂  и  22 / yw ∂∂  заменяем конечными раз�
ностями в узлах c, f, g, h, k основной сетки подоб�
но выражениям:
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Смешанную производную  yxw ∂∂∂ /2  заменяем
конечными разностями в виде:
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Функционал (19) представим в виде такой сум�
мы:
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Функцию А1(х, у) представляем в конечных раз�
ностях в узлах f, g, h основной сетки подобно
выражению:
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Функцию А2(х, у) представляем в конечных раз�
ностях в узлах c, g, k основной сетки вида:
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Функцию А3(х, у) представляем в конечных раз�
ностях в узлах c, f, g, h, k основной сетки
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Рис. 4. Весовые функции для сеточной области пластинки Ω.
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Функцию A4(х, у) представляем в конечных
разностях в узлах a’, b’, c’, d’, вспомогательной
сетки:
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Интегралы от функций А
i
(х, у) і = 1, 2, 3 заменя�

ем суммой их дискретных значений в ячейках
размером h

x ×h
y
 с весовыми коэффициентами ωg

в узлах основной сетки (рис. 4). Весовые коэф�
фициенты указывают, какая часть ячейки раз�
мером h

x×h
y
, занята пластинкой.

Где Е, μ – модуль упругости и коэффициент
Пуассона материала пластинки; h

х
, h

y
 – шаги сети

по осям х и у, соответственно.
Интеграл от функции А4(х, у) заменяем сум�

мой их дискретных значений в ячейках разме�
ром h

x ×h
y
 с весовыми коэффициентами ωа’ в уз�

лах второстепенной сетки (рис. 8.4б). Интеграл
от функции А

q
(х, у) заменяем суммой их диск�

ретных значений в ячейках размером h
x ×h

y
 с ве�

совыми коэффициентами ω
q
 в узлах основной

сетки. Весовые коэффициенты указывают, какая
часть ячейки основной сетки размером h

x ×h
y
, за�

нята нагрузкой. Интеграл от функции А
k0

(х, у)
заменяем суммой их дискретных значений в
ячейках размером h

x×h
y
 с весовыми коэффици�

ентами ω
k0 в узлах основной сетки. Эти весовые

коэффициенты указывают, какая часть ячейки
основной сетки размером h

x×h
y
, опирается на

упругое основание. Их значения совпадают с ве�
совыми коэффициентами ωg.

После подстановки значений производных в
конечных разностях в функции А1(х, у), А2(х, у),
А3(х, у), А4(х, у), А

q
(х, у) и А

k0(х, у) и варьирова�
ния по прогибу wg в центральном узле g получим
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конечно�разностное уравнение для этого узла с
коэффициентами при дискретных значениях
функции прогибов. Значения этих коэффици�
ентов приведены в таблице 1. Этот конечно раз�
ностный оператор путем обхода всех основных
узлов сеточной области позволяет сформиро�
вать систему линейных алгебраических уравне�
ний. Для этого нужно коэффициенты при про�
гибах в столбцах этой таблицы умножить на со�
ответствующие весовые коэффициенты и ре�
зультаты сложить. Например, чтобы получить
коэффициент при прогибе w 

g
 в узле g, нужно для

колонки с прогибом w
g
 составить сумму таких

произведений:
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Аналогично можно определить коэффициенты
конечно�разностного оператора при прогибах с
другими индексами.

Решение сформированной системы уравне�
ний дает возможность определить дискретные
значения прогибов во всех основных узлах се�
точной области. По этим значениям прогибов
можем вычислить изгибающие и крутящие мо�
менты. Подставляя значения вторых производ�
ных от функции прогибов в формулы (7, 10, 11),
получаем:
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А по формулам (12) вычисляем нормальные σ
x
,

σ
y
 и касательные τ

xy
 напряжения.

Примеры расчета трехслойных пластинок на
упругом основании

Пример № 1

Рассмотрим трехслойную жестко закрепленную
по контуру пластинку размерами в плане L

x
=16 м,

L
y
=14 м (рис. 5). Толщины слоев h1=0,23 м,

h2=0,05 м, h3=0,20 м; модули упругости материа�
лов слоев, соответственно, Е1=2 .104 МПа,
Е2= 2.103 МПа, Е3=2.104 МПа; коэффициент Пу�
ассона μ=0,25; коэффициент постели упругого
основания k=10 MH/м3; нагрузка равномерно
распределенная q=1,0 MПа; параметр, учитыва�
ющий сдвиг между слоями, r=0,5.

Расчет произведен с целью достоверности и
сходимости получаемых результатов на 1/4 части
пластинки при разной густоте сеточной облас�
ти. Результаты по прогибам w  и изгибающим
моментам М

х
 приведены в таблицах 2 и 3 и про�

иллюстрированы соответствующими графика�
ми (рис. 6, 7). Так, для сеток 35×31 и 19×17 в
узле х=1 м, у=7 м, расположенном ближе к жест�
кой заделке, отличие по прогибам составило
4,4 %, а в узле х=8 м, у=7 м, в центре пластинки
при той же густоте сетки отличие составило
0,00175 %.

По наибольшим значениям изгибающих мо�
ментов М

х
 (табл. 3) для сеток 35×31 и 19×17 в

узле х=1 м, у=7 м отличие составило 1,87 %, а по
наименьшим значениям этих моментов – 0,79 %.
Следовательно, дальнейшее сгущение сеточной
области лишено смысла.

На рис. 8 показанa эпюра нормальных напря�
жений σ

x
 по слоям пластинки в узле при х=0,

у=7 м.

Пример № 2

Рассмотрим трехслойную пластинку, шарнирно
закрепленную по контуру с размерами в плане
L

x
=16 м, L

y
=14 м, без отверстия и ослабленную

большим прямоугольным вырезом с размерами,
а=8 м, b=6 м в её центре (рис. 9). Толщины слоев
h1=0,23 м, h2=0,05 м, h3=0,20 м; модули упругости
материалов слоев, соответственно, Е1=2.104 МПа,
Е2=2.103 МПа, Е3=2.104 МПа; коэффициент Пуас�
сона μ =0,25; коэффициент постели упругого осно�
вания k0=10 MH/м3; нагрузка равномерно распре�
деленная q =1,0 MПа; параметр r =0,5.

Сходимость решения проведена при трех зна�
чениях густоты сеточной области для пластинки
с вырезом и при двух значениях густоты сетки
для пластинки без выреза на 1/4 её части. В табли�
це 4 приведены значения изгибающих моментов
М

х
. По этим результатам на рис. 10 показаны эпю�

ры изгибающих моментов по линии узлов при
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Рис. 5. Жестко защемленная пластинка на упругом
основании.

Таблица 2. Прогибы.

Прогибы w, мм сетка 
х, м 11×10 19×17 35×31 

0 0 0 0 
1 9,816 8,4625 8,0898 
2 24,7949 23,4227 23,0145 
3 37,9476 37,0927 36,7916 
4 47,0726 46,7861 46,6118 
5 52,4065 52,5394 52,4591 
6 55,056 55,4327 55,4053 
7 56,141 56,6306 56,626 
8 56,416 56,9366 56,9376 

 
Прогибы w (мм, при у=7 м)

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8

х, м

w, мм

11×10
19×17
35×31

Размеры сеток

Рис. 6. Эпюры прогибов при сгущении сеточной
области для трехслойной пластинки с жестко зак�
репленными краями.

Таблица 3. Изгибающие моменты.

Изгибающие моменты Мх 
при у = 7 м 

Cетка х, м 
 11×10 19×17 35×31 

0 -2277,1 -2468,9 -2515,9 
1 -595,64 -694,55 -719,37 
2 224,38 198,81 192,16 
3 491,01 504,58 507,79 
4 473,29 498,9 505,12 
5 351,76 374,62 380,08 
6 225,84 241,15 244,62 
7 140,26 149,19 150,94 
8 110,63 117,17 118,09 

Рис. 7. Эпюры изгибающих моментов при сгущении сеточной области для трехслойной пластинки с жестко
закрепленными краями.

Изгибающин моменты Мх (кНм,  при у=7м)
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Рис. 9. Трехслойная пластинка с большим прямоу�
гольным вырезом.

Рис. 8. Эпюра нормальных σ
x
 напряжений по слоям

пластинки.
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Рис. 10. Эпюры изгибающих моментов М
х
 для трехслойной пластинки с вырезом (сплошные линии) и без

выреза (штриховые линии).

у=4 м, 0≤ х≤ 8 м. По мере сгущения сетки резуль�
таты расчета для пластинки без отверстия для се�
ток 19×17* и 35×31* практически одинаковы.

Для пластинки с вырезом имеет место осо�
бая точка (внутренний угол х=4 м, у=4 м). По
мере сгущения сетки изгибающие моменты М

х
, а

следовательно и максимальные нормальные на�
пряжения σ

x
 неограниченно возрастают. Наблю�

дается концентрация напряжений. Рекомендует�
ся для её снижения делать скругление прямого
угла и определять концентрацию усилий, исполь�
зуя соответствующие руководства по расчету

концентрации напряжений. По мере которого от
этого узла результаты счета практически совпа�
дают для сеток 19×17 и 35×31.

Аналогичная картина наблюдается и с изги�
бающими моментами М

у
. Это видно из табли�

цы 5 и рис. 10. В таблице 6 и на рис. 12 показаны
значения прогибов по ряду у=4 м=const, 0≤ х≤8 м.
По мере сгущения сетки результаты расчета для
пластинки с отверстием для сеток 19×17 и 35×31
практически совпадают. На рис. 13 представле�
на эпюра нормальных напряжений σ

x
 по толщи�

не каждого слоя пластинки.
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Изгибающие моменты Mx, кНм/м 

Сетка с отверстием Сетка без 
отверстия х, м 

 
 11 × 10 19 × 17 35 × 31 

19 × 
17* 

35 × 
31* 

0 0 0 0 0 0 
1 576,34 581,36 581,92 669,46 672,54 
2 603,98 603,41 602,35 773,53 777,26 
3 430,09 415,47 409,13 633,16 635,74 
4 470,4 567,56 681,14 435,43 436,37 
5 354,55 352,41 346,81 265,83 265,41 
6 172,53 170,6 169,27 149,88 148,65 
7 79,68 77,97 77,07 85,9 84,19 
8 51 49,13 48,12 65,82 63,83 

Таблица 4. Изгибающие моменты.
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Рис. 11. Эпюры изгибающих моментов М
у
 для трехслойной пластинки с вырезом.

Изгибающие моменты Mу, 
кНм 

Сетка с отверстием 
х, 
м 
 11×10 19×17 35×31 
0 0 0 0 
1 267,2 268,45 268,37 
2 377,61 380,87 380,76 
3 413,73 429,98 431,31 
4 464,97 559,15 669,9 
5 -5,56 0 -0,01 
6 0 0 -0,03 
7 0 -0,01 -0,01 
8 0 -0,01 0 

Таблица 5. Изгибающие моменты.

Прогибы w, мм 
Сетка с отверстием 

х,
м 

11×10 19×17 35×31 
0 0 0 0 
1 21,4607 21,5519 21,5332 
2 38,2354 38,6698 38,7032 
3 50,3237 51,2232 51,348 
4 59,408 60,884 61,1654 
5 65,2354 66,8712 67,1428 
6 67,7893 69,4844 69,7547 
7 68,7566 70,48 70,7504 
8 68,9911 70,7223 70,9923 

Таблица 6. Прогибы.
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Рис. 12. Эпюры прогибов w для трехслойной пластинки вырезом.

Рис. 13. Эпюра нормальних напряжений σ
x
 в угло�

вой точке отверстия при сетке 35×31 узлов.

Таким образом, представленные результаты
численного расчета трехслойной пластинки, ле�
жащей на сплошном упругом основании, можно
считать окончательными и достоверными уже
для сетки 19×17 узлов.

Предложенная методика позволяет также
успешно вести расчет трехслойных пластин при�
менительно к дорожным покрытиям. Эти мате�
риалы полезны при изучении спецкурса по стро�
ительной механике студентами соответствую�
щей специальности.
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