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Анотація. На основі дослідження процесу руйнування багатошарових матеріалів з крайовою тріщи�
ною поздовжнього зсуву отримані формули, за допомогою яких досліджено комплексний вплив гео�
метричних і фізико�механічних властивостей шарів багатошарового матеріалу на коефіцієнт інтенсив�
ності напружень K

III
 при заданих зовнішніх навантаженнях. Знайдено умови, при виконанні яких можна

передбачити траєкторію розвитку крайової тріщини поздовжнього зсуву в багатошарових матеріалах,
що дає можливість управляти напрямком її зростання.

Ключові слова: довговiчнiсть, втома, критична довжина трiщини.
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Аннотация. На основе исследования процесса разрушения многослойных материалов с краевой тре�
щиной продольного сдвига получены формулы, с помощью которых исследовано комплексное влия�
ния геометрических и физико�механических свойств слоев многослойного материала на коэффици�
ент интенсивности напряжений K

III
 при заданных внешних нагрузках. Найдены условия, при выпол�

нении которых можно предсказать траекторию развития краевой трещины продольного сдвига в мно�
гослойных материалах, что дает возможность управлять направлением ее роста.
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Abstract. On the basis of the destruction process of multilayer elements with an edge crack of a longitudinal
shear formulas which help to research complex influence of geometrical and physical mechanical characteristics
of the layers of multilayer material upon the intensive coefficient of stress K

III
  with given external loads have

been obtained. Conditions which can precast the trajectory of forming of an edge crack of a longitudinal shear
of multilayer materials have been found that gives an opportunity to manage its increasing.

Keywords: durability, fatigue, critical crack length.

Изучение процесса деформирования и раз�
рушения многослойных элементов конструк�
ций и сооружений в зависимости от их проч�
ности вызывает большой интерес многих ис�
следователей. Здесь одной из важнейших за�
дач является исследование поведения трещин
в многослойных (n≥ 1�слойных) материалах
для повышения прочности и эксплуатацион�
ной надежности многослойных конструкций
при их работе в экстремальных условиях. Дан�
ная задача предполагает введение трещины в
интересующем нас месте. Многослойные ма�
териалы нами рассматриваются как полосы с
разными упругими свойствами и толщиной,
жестко сцепленными между собой. При этом
случае процесс разрушения n�слойных мате�
риалов с трещиной исследуется в три этапа:
1) трещина полностью находится на одном из

боковых слоев;
2) трещина образована разрывом в этом слое

и ее вершина находится на границе разде�
ла разорванного и соседнего целого слоев;

3) на третьем этапе направление роста трещи�
ны и ее тип, согласно теоретическим и экс�
периментальным исследованиям, зависит
от G

j
, ν

j
, где G

j
 – модуль сдвига j�го слоя,

ν
j
 – коэффициент Пуассона того же слоя;

от прочности адгезии на границах раздела
(прочность адгезии, согласно теории адге�
зии при сдвиге аналогичной теории Гриф�
фитса�Ирвина, определяется одной новой

постоянной – вязкостью скольжения кон�
тактного слоя K

IIC
, а также размером дефекта

или слабого места на контакте двух мате�
риалов); от микроструктуры пограничного
слоя, примыкающего с одной или двух сто�
рон к границе раздела.

Отметим, что при создании и эксплуатации
биметаллов в пограничном слое возможны
сложные релаксационные процессы, такие как
рекристаллизация, образование новых фаз и
другие, изменяющие его физико�механичес�
кие свойства. Для того, чтобы в более точном
приближении оценить влияние пограничного
слоя на прочность материала, необходимо оп�
ределить толщину этого слоя.

В работе [4] нами была рассмотрена задача
о развитии краевой трещины продольного
сдвига с вершиной в первом слое материала.

Ниже рассмотрим случай краевой трещи�
ны продольного сдвига с вершиной во второй
упругой среде.

Пусть вершина краевой трещины продоль�
ного сдвига, исходящая из первой упругой сре�
ды, находится во второй упругой среде (рис. 1).

Здесь 1h H h= − , 1 2k μ μ= .

Полоса 0 ≤ х ≤ Н, ⎜y⎥ < ∞  состоит из N раз�
личных однородных изотропных упругих ма�
териалов  ( 1, )k k Nμ = , где μ

k
 – модуль сдвига,

жестко сцепленных вдоль плоскостей jx h=
  1 2 1( 1, 1, 0 ... )N Nj N h h h h H−= − < < < < < = .
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Применив процедуру, с помощью граничных
условий (1)–(5), а также соответствующих
формул приходим к системе интегральных
уравнений:
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Выражения функций ( ),ijK x u  громоздки и

они приведены в [1]. Также в [1] с помощью
метода Лапласа доказано, что система интег�
ральных уравнений (8) является системой
уравнений фредгольмова типа второго рода.

Для данного случая коэффициент интен�
сивности напряжений определяется следу�
ющим образом:

2 2 ( ) ( 0)IIIK L Lπ μ ψ= ≠ . (9)

Пусть k = 1, l = 0 и Н → ∞. Тогда ψ2(x) ≡0, a
ψ1(x) определяется формулой:

1
1 2 2

1 0

2 ( )( )
x

x d
x
σ τψ τ

πμ τ
=

−∫ ; (10)

а коэффициент интенсивности напряжений –
формулой:

1
1

1 2 2
0 1

2 ( )h

IIIK h d
h
σ τπ τ

π τ
=

−∫ ; (11)

что совпадает с известной в механике разру�
шения формулой.

Рассмотрим теперь следующий случай.
Краевая трещина продольного сдвига пол�

ностью разрушила первый монослой и, не ис�
пытав разветвления на границе раздела сред,
образовала «микротрещину» во втором моно�
слое.

Граничные условия задачи имеют вид:

( ) ( )1 2
0, 0; , 0;xz xzx x Hσ σ= = = = (1)

( )1 11
0, 0 0, ( );yzy x h xσ σ= < ≤ − = − (2)

( )
1 1

22

0, 0 ,

( );yz

y h x l h L

xσ σ

= + < < + ≡

= −
(3)

( ) ( ) 1 21 2
, , ( ) ( ) ;xz xzx h w wσ σ= = = (4)

1 20, , ( ) 0.y h l x H w= + < < = (5)

Условие на конце трещины имеет вид:

( )20
lim 2 ( ) ( ,0)III xzx L

K L x xπ σ
→ −

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ . (6)

Условия на бесконечности

( ), 0y x H→∞ < < :

( ) ( ) ( ), 0, ( ) ,yz xz jjj
w O rασ σ → =

( )2 2 , 0r x y α= + < . (7)

Анализ показывает, что функции σ1(x) и σ2(х)
не могут быть независимыми и между ними
существует связь: σ1(h1 – 0) = kσ2(h1 + 0).

Решение задачи 0 < х < h1, у ≥ 0 (первая уп�
ругая среда: μ1) и h1 < x < Н, у ≥ 0 (вторая упру�
гая среда: μ2) находим следующим образом.

Рисунок 1. Схема расположения трещины в 2�слой�
ных материалах.
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В этом случае коэффициент интенсивнос�
ти напряжений определяется формулой:

1
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−
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(12)

Функция ( )0 ...f  определяется из решения

сингулярного интегрального уравнения пер�
вого рода типа Коши.

Из (12) следует:
1. Пусть трещина продольного сдвига нахо�

дится в более «мягком» слое материала

(т. е. 1k < ), то 0 1 2δ< < , следовательно,

коэффициент интенсивности напряжений

от продольного сдвига IIIK  стремится к

нулю, т. е. краевая трещина в этом случае
не может доходить до границы раздела.

2. Пусть трещина продольного сдвига нахо�
дится в более «жестком» слое материала

(т. е. 1k > ), то 1 2 1δ< < . В этом случае ко�

эффициент интенсивности напряжений от

продольного сдвига IIIK  безгранично воз�

растает. Известно, что если трещина про�
дольного сдвига перпендикулярно «падает»
на границу раздела двух сред, то она при

1k >  не преломляется. Из этих двух утвер�

ждений следует, что если 1k > , то двух�
слойный материал разрушается полностью
при соответствующих нагрузках.

3. Пусть 1k = , то 1 2δ = .

В этой задаче условия на концах трещины
согласно [1] имеют вид:

1
(1) 1 10

lim 2 ( ) ( ) ( , 0)III yzx
K x xπ σ

→ −

⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ;(13)

(2) 20
lim 2 ( ) ( ) ( , 0)III yzx L

K L x xπ σ
→ −

⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ;(14)

1

2
(3) 1 10

lim 2 ( ) ( ) ( , 0)III yzx h
K h x xδπ σ

→ −
⎡ ⎤= − +
⎣ ⎦ .(15)

Условия на бесконечности в виде (7) сохраня�
ются.

Рассмотрено решение задачи в областях
0 < х < h1, у ≥ 0 (первая упругая среда: μ1) и
h1 < x < H, у ≥ 0 (вторая упругая среда: μ2).
Нами получены коэффициенты интенсивно�
сти напряжений:

( )
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(1) 1 1 01 1

1 02 1 2
3

( 0);

2 2 0
.

1 sin
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III

K f

f h l
K
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= −

− +
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+
(16)

А коэффициент интенсивности напряже�

ний (2)IIIK  определяется аналогичным образом:

( ) ( )2 2 022 2 0IIIK l f Lμ π= − . (17)

Разными учеными в основном разработана
программа для численного решения сингуляр�
ного интегрального уравнения первого рода
типа Коши, но авторами не найдена програм�
ма для численного решения системы интег�
ральных уравнений первого рода типа Коши.

Рисунок 2. К построению соотношений (12).
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