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Анотація. В рамках наукової роботи розраховано три варіанти фундаментної плити в тривимірній
постановці з врахуванням зміни характеристик бетону. На основі просторової розрахункової схеми
висотної будівлі отримані дані напружено�деформованого стану фундаментної плити, створеної на
основі теорії тонких плит Кіргофа�Ляфа з врахуванням уточнювальних теорій Рейснера�Нагди, Амбар�
цумяна та ін., а також з використанням тривимірних скінченних елементів. Метою дослідження є
оцінка доцільності використання просторових скінченних елементів при розрахунку товстих фунда�
ментних плит. Для відповідності реальним умовам конструктивну схему будівлі змодельовано повністю
з врахуванням впливу постійних, вітрових та сейсмічних навантажень. Відповідно до отриманих ре�
зультатів можна зробити висновок, що такий метод моделювання дозволяє дослідити динаміку зміни
напружено�деформованого стану фундаментної плити як в плані, так і по товщині. Також важливим
результатом дослідження є отримання оптимальної картини передачі зусиль на пальовий фундамент.

Ключові слова: фундаментна плита, просторовий скінченний елемент, матриця жорсткості,
тривісний стиск, напружено�деформований стан, пальовий фундамент, тривимірна модель.
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Аннотация. В рамках научной работы рассчитаны три варианта фундаментной плиты в трехмерной
постановке с учетом изменения характеристик бетона. На основе пространственной расчетной схемы
высотного здания получены данные напряженно�деформированного состояния фундаментной плиты,
созданной на основе теории тонких плит Киргофа�Ляфа с использованием трехмерных конечных эле�
ментов и с учетом уточняющих теорий Рейснера�Нагды, Амбарцумяна и др. Целью исследования явля�
ется оценка целесообразности использования пространственных конечных элементов при расчете тол�
стых фундаментных плит. Для соответствия реальным условиям конструктивная схема здания смоде�
лирована полностью с учетом влияния постоянных, ветровых и сейсмических нагрузок. Согласно
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полученным результатам можно сделать вывод, что такой метод моделирования позволяет исследо�
вать динамику изменения напряженно�деформированного состояния фундаментной плиты как в пла�
не, так и по толщине. Также важным результатом исследования является получение оптимальной
картины передачи усилий на свайный фундамент.

Ключевые слова: фундаментная плита, пространственный конечный элемент, матрица жесткости,
трехосное сжатие, напряженно�деформированное состояние, свайный фундамент, трехмерная
модель.
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Abstract. Three alternative designs of a foundation slab in three�dimensional representation with regard to
the concrete features modification has been designed during the investigations. The data of the stressed and
strained state of a foundation slab having made on the heart of the thin slabs theory of Kirchhoff�Love by
adoption of three�dimensional finite elements with regard to the refining theories of Reysner�Nugda,
Ambartsumyan, etc. have been obtained on evidence derived from the spatial design scheme of a high�rise
building. The investigation object is the expediency evaluation of application of the spatial finite elements at
the thick foundation slabs design. In accordance with the realistic conditions, the structural schematic
drawing of a building has been simulated completely including the effect of the constant wind and seismic
loads. A consequence of the obtained results is the fact that the simulating method enables to investigate
time history of the stressed and strained state of a foundation slab both in layout and in thickness. The
derivation of an optimum pattern of force transmission on to a pile foundation is also the significant findings
of the investigations.

Keywords: foundation slab, spatial finite element, rigidity matrix, triaxial compression, stressed and
strained state, pile foundation, three�dimensional model.

Актуальність та напрямки розв’язання задачі

На сьогоднішній день будівництво розширюєть�
ся як за рахунок геометричних розмірів буді�
вель, так і за рахунок різноманіття та складності
їх форм. Внаслідок чого збільшуються робочі
прольоти будівель та висоти поверхів. Через не�
рівномірний розподіл навантажень від несучих
вертикальних елементів по площі фундаментної
плити виникають зони надмірної концентрації
напружень. Додатково впливають також грунто�
во�геологічні умови. Всі ці фактори потребують
підвищеної уваги при проектуванні та констру�
юванні будівель.

У більшості випадків розрахунок фундамент�
них плит проводиться за допомогою програмних
комплексів. У них для спрощення розрахунку
використовуються гіпотези Кіргофа, а також
уточнювальні теорії Тимошенка, який  отримав
диференційне рівняння гіперболічного типу, що
описує НДС плити з врахуванням впливу попе�
речних деформацій зсуву [1, 3]; Рейснера�На�
гди, які запропонували теорію, що враховує по�
перечну деформацію зсуву і задовольняє трьом
граничним умовам у вигляді системи рівнянь
шостого порядку [3]; Амбарцумяна, який вста�
новив, що гіпотеза недеформованих нормалей
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для анізотропних пластин вносить недопустимі
похибки, які усуваються шляхом використання
уточнювальних теорій [2, 3], та інші. Перерахо�
вані вище теорії дають похибку розрахунку для
пластин значної товщини, особливо при дії зо�
середжених навантажень, тому що теорія тонких
плит не враховує вплив зсувних деформацій та
зминання в зонах концентрації вертикальних
зусиль і потребує додаткового розрахунку на
продавлювання. У таких випадках слід викори�
стовувати теорію товстих плит, в якій ця задача
розглядається як просторова задача теорії пруж�
ності. Звісно, що при такому розрахунку мають
місце похибки. Тому для визначення напруже�
но�деформованого стану товстої плити потрібно
використовувати розрахункову модель на основі
просторових скінченних елементів з урахуван�
ням усіх умов роботи.

Вихідні співвідношення для просторового
скінченного елемента

Робота залізобетонних елементів, на відміну від
бетонних, має ряд характерних особливостей.
Якщо бетон, з деяким наближенням, можна вва�
жати однорідним ізотропним матеріалом до мо�
менту появи в ньому тріщин, то залізобетон є
структурно неоднорідним анізотропним матері�
алом. Характеристики анізотропії проявляють�
ся за наявності в залізобетоні двох матеріалів з
різними деформативними характеристиками.

В залізобетонному елементі без тріщин бе�
тон і арматура працюють спільно, і зусилля в та�
кому елементі дорівнюють сумі зусиль в бетоні
{σ

b} та арматурі {σ
s
}

{σ}={σ
b
}+{σ

b
}. (1)

Тоді матрицю жорсткості залізобетону мож�
на отримати як суму відповідних пружно�плас�
тичних характеристик бетону і арматури

Dbs( )= Db( )+Ds(Δ ) . (2)

Матриця жорсткості арматури Ds(Δ ) фор�
мується з врахуванням коефіцієнтів армування
f

i
 та модулів пружності E

si
 відповідно у кожному

і�му напрямку армування (i = x, y, z):

Ds(Δ )=ds(ij)=Esi · �i . (3)

Для формування матриці жорсткості бетону
Db( Δ )  на n�ому кроці навантаження з враху�
ванням попередніх навантажень, тобто відомо�
го вектора напружень {σ

s
}, визначаються не�

обхідні параметри нелінійності дилатаційної
моделі [6, 7]. Для ділянок тривісного розтягу
( )0321 ≥>> σσσ  чи ділянок розтяг–розтяг–
стиск ( )0,0,0,0 0321 ≥<≥> σσσσ  матрицю
жорсткості бетону Db( )  сформовано у вигляді:
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де bE , bν  – дотичний модуль пружності бетону
та коефіцієнт пластичних деформацій, які
визначають за формулами:

( )ttttb GKGKE +⋅= 39 ;

( )[ ]ttttb GKGK +−= 3223ν . (5)

На першому етапі розрахунку характеристи�
кам bE , bν  задаються початкові значення:
E

b 
= E

0 
, bν =ν 0

.
Дотичні модулі K

t
 (об’ємний), G

t
 (зсувний),

H
t
 (дилатації – взаємовпливу) обчислюються:

( )[ ]TkKkkH
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де коефіцієнти k
11

, k
22

, k
12

, k*
11

, k*
22

, k*
12 

 дорівнюють
[7]:

2
011 1 σμσLk += ;  55

012 TMk σμσ= ;

5
22 1 TNk μσ+= ; 2

0
*
11 2 σμσLk = ;

55
0

*
12 5 TMk σμσ= ; 5*

22 5 TNk μσ= . (7)

В (7) Lμτ, Mμτ, Nμτ – коефіцієнти нелінійності
для тривісного стику, які визначаються за пара�
метром навантаження R та коефіцієнтами μσq ,
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μσs , що залежать від типу напруженого стану
(параметр Лоде�Нада μσ = (2σ2−σ1−σ3)/(σ1−σ3)):

2

1
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023 TM ⋅−= σμσ ,
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5 4
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= μσμσ
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σ .    (8)

При розтягу дилатаційні ефекти в бетоні не
проявляються і, відповідно, складові, що харак�
теризують взаємний вплив, дорівнюють нулю
(k12 = 0), а співвідношення (6) матимуть вигляд:

( )*
11110 kkKKt += ; 

*
2222

0

kk
GGt +

= . (9)

Для ділянок тривісного стиску ( ,01 ≤σ
)0,0 32 <≤ σσ  матрицю пружності бетону фор�

муємо за іншими принципами. По�перше, ство�
римо матрицю піддатливості бетону ( )σΔtB  за
загальною схемою дилатаційної моделі із враху�
ванням сумісного впливу об’ємних та зсувних
складових. Матриця ( )σΔtB , розміром шість на
шість елементів, повністю заповнена, а для отри�
мання матриці пружності бетону знайдемо обер�
нену матрицю. Обернення виконаємо за допо�
могою стандартного методу виключень Гауса�
Жордана з перекомпонуванням вихідної матриці
в одиничну, вибору вирішального елемента та пе�
ревірки стійкості розв’язання лінеаризованої си�
стеми рівнянь. Процес обчислення проходить
цілком стійко, оскільки кожний основний еле�
мент b

ij
 характеризує безпосередньо піддат�

ливість конструкції, а отже відмінний від нуля.
Але, так як головні елементи матриці ( )σΔtB
мають порядок n⋅10�6, то при визначенні детер�
мінанта матриці det[ ( )σΔtB ] чи оберненні може
відбутися втрата значущих цифр. Це ніяк не
відобразиться на процесі обчислення, але може
внести деяку похибку у вихідну матрицю. Щоб
цього уникнути, помножимо первісну матрицю
піддатливості бетону на масштабний коефіцієнт

( ) kBt ⋅Δσ , де 610=k . Тоді, після обернення, мат�
риця пружності бетону Db( )  матиме вигляд:
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Маючи матриці пружності арматури (3) і бе�
тону (10) чи (4), згідно з (2), отримаємо ком�
позитну матрицю пружності залізобетону
Dbs( ).

Інший шлях отримання матриці пружності за�
лізобетонного елемента Dbs( ) , котрий реалізо�
ваний в програмних комплексах,  ґрунтується на
теорії анізотропного тіла [2]:
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де коефіцієнти приведення ni, mi жорстких ха�
рактеристик для анізотропного тіла [2]

bsii EEn = ; bsii GGm =  (i = x, y, z). (13)

Пружні характеристики для сталі E
s
, G

s
 прий�

маємо згідно з прийнятою нелінійною діаграмою
роботи металу. Для бетону знаходимо перемінні
дотичні характеристики E

b
, G

b
, bν  на кожному

кроці збільшення навантаження згідно  з (5).
Для визначення об’ємного напружено�дефор�

мованого стану різних бетонних та залізобетон�
них конструкцій, особливо складних конструк�
тивних вузлів, потрібні скінченні елементи, реа�
лізація яких в постановці МСЕ розроблена і ба�
зується на теоретичних передумовах таких ав�
торів в цій області, як М. Айронс, Дж. Аргіріс,
К. Бате, Е. Вільсон, Т. Гелен, О. Зенкевич,
Дж. Оден, Г. Стренг  та інші.

Для опису об'ємного напружено�деформова�
ного стану приймемо довільно орієнтований в
просторі гексаедр з трьома ступенями вільності
u, v, w у вузлі (рис. 1).

Рисунок 1. Орієнтація об’ємного ізопараметрично�
го скінченного елемента в просторі.

Нелінійне матричне розв’язуване рівняння
МСЕ на кожному n�му кроці навантаження має
вигляд:

{ }( )[ ] { } { }nnn PqqK Δ=Δ⋅Δ , (14)

де { }( )qK Δ  – матриця жорсткості системи на r
скінченних елементів;K({Δq})=Σr

i=1Κi; { }qΔ –
вектор збільшення вузлових переміщень;
{ }PΔ – вектор збільшення зовнішнього наван�
таження.

Використаний при такому підході простий
кроковий метод, хоч і має деяку похибку, але
при розв’язанні фізично нелінійних задач є
найбільш стійким.

Після утворення тріщини в об’ємному еле�
менті з повної матриці D

bs
 виключаються

жорсткісні характеристики зруйнованого бето�
ну в напрямку головного розтягувального напру�
ження 1σ . При крихкому руйнуванні бетону його
жорсткісні характеристики обнуляються і зусил�
ля сприймає арматура. Досягнувши зусиль, що
перевищують межу міцності, в арматурі фік�
сується її розрив чи зминання. У цьому випадку
відповідні стовпці і рядки матриці жорсткості
арматури Dbs( ) обнуляються.

Дослідження напружено�деформованого
стану фундаментної плити

Відповідно до вимог нового нормативного до�
кумента для будинків вище 73,5 м, фахівцям не�
залежної спеціалізованої організації необхідно
виконувати другий перевірочний розрахунок [4].
Лабораторія висотного будівництва науково�
дослідного інституту будівельного виробництва
займається виконанням цих розрахунків шляхом
моделювання системи «грунтова основа – фун�
дамент – будова». В рамках виконання пере�
вірочного розрахунку конструкцій висотного
житлового будинку у складі житлового комп�
лексу з підземним паркінгом було здійснено роз�
рахунок фундаментної плити і досліджено на�
пружено�деформований стан конструкції з ви�
користанням просторових скінченних елементів.

У цій роботі було створено загальну розра�
хункову схему для будівлі загальною висотою
110,5 м, розмірами в плані 25×53 м (рис. 2). Вве�
дення в модель всього каркаса будівлі в повній
мірі дозволяє врахувати власну вагу споруди, а
також вітрові та сейсмічні навантаження і роз�
поділити їх по площі фундаментної плити відпо�
відно до умов роботи реальної конструкції. Для
всіх елементів конструкції були задані реальні
жорсткіскні характеристики відповідно до про�
екту. На основі цієї моделі було розроблено три
варіанти з різними способами моделювання фун�
даментної плити: в першому варіанті фундамент�
ну плиту змодельовано двовимірними елемен�
тами оболонки, що є класичним способом моде�
лювання; у другому варіанті фундаментну плиту
змодельовано двовимірними елементами тов�
стої оболонки, в яких враховано уточнювальні
теорії; третій варіант включає фундаментну пли�
ту, змодельовану тривимірними скінченними
елементами з характеристиками матеріалу бе�
тону класу В30 (Е = 19,6 ГПа, Ro = 25 кН/м3).
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Товщина фундаментної плити у всіх варіантах
H = 1,35 м.

В першу чергу для порівняння було розгля�
нуто варіанти плити перекриття з двовимірних
скінченних елементів тонкої та товстої оболо�
нок. На рис. 3, 4 представлено ізополя згиналь�
них моментів Mx для обох варіантів. Як видно з
результатів зведених в табл. 1 та з представле�
них ізополів, різниця між значеннями згиналь�
них моментів та їх розподілом по площині пли�
ти незначна. А для поперечних сил ця різниця
досягає 50 %, це пов’язано з тим, що в скінченно�
му елементі товстої оболонки враховано роз�
поділ напружень по товщині, це дозволяє більш
точно вирахувати поперечне армування в зонах
концентрації навантажень. На відміну від попе�
речного повздовжнє армування підбирається за
згинальними моментами, тому можна викорис�
товувати обидва представлені варіанти.

При розрахунку 3�го варіанта просторової
моделі на основі виведених співвідношень з ви�
користанням програмних комплексів отримано
результати у вигляді головних та дотичних на�
пружень (рис. 5). Щоб провести порівняння з
попередніми варіантами розрахункових схем,
потрібно результати розрахунку звести до однієї
системи зусиль. Для цього обираємо найбільш
напружені елементи фундаментної плити по її
товщині, визначаемо напруження N та визначає�
мо величини згинальних моментів (табл. 2).

Використання методу моделювання товстих
плит з використанням об’ємних скінчених еле�
ментів дозволяє описати роботу фундаментної
плити, яка найточніше відповідає реальній кон�
струкції. Також, як видно з рис. 5, дає можливість
дослідити розподіл напружень по товщині пли�
ти, визначити найбільш небезпечні зони та за�
проектувати оптимальне армування.

З дослідження результатів розрахунку 3�го
варіанта розрахункової схеми видно, що макси�
мальні згинальні моменти Mx та My значно
менші, ніж у попередніх варіантах. Це пов’язано
з тим, що значну частину навантаження сприй�
мають зсувні зусилля, які не враховані у плос�
ких скінченних елементах. Результати для попе�
речної сили Q збіжні зі значеннями, отримани�
ми в 2�му варіанті.

Також для трьох варіантів було виконано дос�
лідження зусиль в одновузлових скінченних еле�
ментах, які моделюють пальовий фундамент. На
рис. 6 та в табл. 3 наведені ізополя та значення
реакцій в них. У перших двох варіантах ізополя
розподілу зусиль у палях близькі за значенням.
Використання просторових скінченних еле�
ментів дозволяє змоделювати найбільш точну
передачу зовнішніх сил, що діють на будівлю
через фундаментну плиту на палі. І, як видно з
результатів розрахунку, дані отримані в 3�му ва�
ріанті на 10 % менші, ніж в попередніх двох. Та�
кож можна відмітити, що картина розподілу зу�
силь по площині стала більш рівномірною май�
же на 50 %, що є характерним для роботи паль в
реальній конструкції.

Висновок

Проведене дослідження напружено�дефор�
мованого стану фундаментної плити з вико�
ристанням різних методів моделювання далоРисунок 2. Загальний вигляд висотної будівлі.
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Таблиця 1. Максимальні напруження у фундаментній плиті для 1�го та 2�го варіантів

Рисунок 3. Ізополя згинальних моментів Mx для 1�го варіанта розрахункової схеми (т·м/м).

Рисунок 4. Ізополя згинальних моментів Mx для 2�го варіанта розрахункової схеми (т·м/м).

Найменування напружень Для 1-го варіанта 
фундаментної плити 

Для 2-го варіанта 
фундаментної плити 

Згинальний момент Mx, т·м -176 - 230 -172 - 229 
Згинальний момент My, т·м -198 - 123 -182 - 120 
Згинальний момент Mxy, т·м -67,5 - 82,6 -66,1 - 71,4 

Поперечна сила Qx, т -770 - 354 -410 - 319 
Поперечна сила Qy, т -722 - 574 -275 - 338 
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№ 
п.п. 

Повздовжнє  
напруження  

Nx, т/м2 

Згинальний 
момент Mx, т·м 

Повздовжнє 
напруження 

Ny, т/м2 

Згинальний 
момент 
 My, т·м 

Поперечне 
напруження 

Nz, т/м2 

Поперечна 
сила 
Q, т 

1 -504.22 
-132.62 
-36.44 
0.17 

59.99 

 
 

132.3 
 

-587.56 
-92.73 
7.57 

55.38 
16.17 

 
 

66.91 
 

-671.53 
-473.35 
-328.11 
-219.12 
-159.97 

-308.23 
-217.27 
-150.6 

-100.57 
-73.43 

2 225.22 
2.28 

-38.74 
-27.63 
47.34 

 
 

-24.08 

-702.3 
-168.27 
-44.37 
16.25 
134.75 

 
 

93.83 

333.06 
73.12 
-28.49 
-66.78 

-107.84 

99.92 
21.94 
-8.55 
20.03 
-32.35 

3 -582.36 
-164.25 
-38.91 
7.41 

54.65 

 
 

137.47 

-484.74 
-37.22 
35.27 
57.64 
68.69 

 
 

56.98 

-734.12 
-487.41 
-308.61 
-171.56 
-40.16 

-543.25 
-360.68 
-228.37 
-126.95 
-29.72 

4 -166.38 
-186.98 

-116.821 
-74.55 
219.6 

 
 

10.05 

60.29 
-30.91 
-23.24 
32.19 
302.65 

 
 

-49.08 

349.22 
80.77 
-24.15 
-63.43 

-110.66 

104.77 
24.23 
-7.23 

-19.03 
-33.2 

5 51.61 
-12.73 
-11.28 
57.33 
246.9 

 
 

-27.72 

150.91 
47.64 
23.58 
17.31 
18.73 

 
 

-36.02 

-639.65 
-417.54 
-263.79 
-146.46 
-35.55 

-479.74 
-313.15 
-197.84 
-109.85 
-26.66 

Таблиця 2. Максимальні зусилля в фундаментній плиті для 3�го варіанта

Рисунок 5. Ізополя нормальних напружень Nx для 3�го варіанта розрахункової схеми (т/м2).

Найменування 
напружень 

Для 1-го варіанта 
фундаментної плити 

Для 2-го варіанту 
фундаментної плити 

Для 3-го варіанта 
фундаментної плити

Зусилля в палях Rz, т -185 - -93,7 -187 - 93,3 -164 - -122 

Таблиця 3. Максимальні зусилля в палях для 3�х варіантів
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можливість виявити недоліки та переваги кож�
ного з них. В моделі плити з плоскими скінченни�
ми елементами максимальні згинальні моменти
в обох варіантах майже не відрізняються. Суттє�
ва різниця, майже 50 %, між значеннями попереч�
них сил, що дозволяє зменшити поперечне арму�
вання в зонах спирання колон, стін та пілонів.

Використання двовимірних скінченних еле�
ментів дозволяє в автоматичному режимі роз�
рахувати армування в фундаментній плиті, що в
більшості випадків задовольняє умовам постав�
леної задачі. Але при розрахунку складних фун�
даментних плит або плит відповідальних чи не�
безпечних конструкцій, таких як висотні будівлі,
моделювання з тривимірних скінченних еле�
ментів є необхідним. Такий спосіб моделювання
дозволяє не тільки ефективно запроектувати
армування самої плити, а й дослідити характер
розподілу напружень в її товщі, тим самим вия�
вити слабкі та перевантажені ділянки. Ефектив�

не проектування таких складних фундаментних
плит дозволить суттєво знизити витрати на їх
спорудження.

 Результати розв’язання задачі, створеної
просторовими СЕ, показали, що такий метод
моделювання повністю описує роботу реальної
конструкції, передачу в ній зусиль по товщині,
що дозволяє ефективно розподілити всі наван�
таження на пальовий фундамент та дає мож�
ливість отримати зусилля в палях, найбільш на�
ближені до реальних.

 Створення тривимірних розрахункових мо�
делей фундаментних плит дозволяє більш точно
аналізувати їх напружено�деформований стан,
досліджувати еволюцію деформацій як в пло�
щині, так і по товщині плит; за ізополями напру�
жень можна більш ефективно проектувати ар�
мування фундаментних плит, тому такий метод
моделювання для складних будівельних конст�
рукцій є необхідним.

а)

Рисунок 6. Ізополя реакцій в палях: а) для 1�го та 2�го варіантів (т), б) для 3�го варіанта (т).

б)
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