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Анотація. Наведені результати порівняльних розрахунків міцності бетону при неодновісних напруже�
них станах за найбільш розробленими критеріями. Викладено опис основних співвідношень критеріїв
міцності Г. О. Генієва, Г. О. Генієва – Н. М. Аліковой, Є. С. Лейтеса, О. В. Яшина, С. Ф. Клованича –
Д. І. Безушко і K. J. Willam – E. P. Warnke. Виконана оцінка відповідності розрахункових величин
міцності дослідним в умовах одно�, дво� і тривісних напружених станів. Визначено критерії міцності, що
найбільш близько описують дослідні дані у характерних зонах напруженого стану. Встановлено, що
найбільш розробленими є умови міцності С. Ф. Клованича – Д. І. Безушко і K. J. Willam – E. P. Warnke.
Критерії Є. С. Лейтеса і О. В. Яшина достатньо добре відповідають дослідним даним в умовах плоского
напруженого стану. Умови міцності Г. О. Генієва і Г. О. Генієва – Н. М. Алікової вимагають обережного
застосування з урахуванням їх відхилень від дослідних даних в окремих зонах об'ємного напруженого
стану. Визначено програми навантажень в процесі експериментальних досліджень міцності бетону з
метою більш точного встановлення форм функцій девіаторних кривих.

Ключові слова: бетон, об'ємний напружений стан, міцність, гранична поверхня, критерії міцності,
меридіональна та девіаторна криві.
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Аннотация. Представлены результаты сопоставления расчетных величин прочности бетонов при не�
одноосных напряженных состояниях по наиболее разработанным критериям. Приведено описание оп�
ределяющих соотношений критериев прочности Г. А. Гениева, Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой,
Е. С. Лейтеса, А. В. Яшина, С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко и K. J. Willam – E. P. Warnke. Выполнена
оценка соответствия расчетных величин прочности опытным в условиях одно�, двух� и трехосных
напряженных состояний. Определены критерии прочности, описывающие наиболее близко опытные
данные в характерных областях напряженного состояния. Установлено, что наиболее разработанными
являются условия прочности С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко и K. J. Willam – E. P. Warnke. Критерии
Е. С. Лейтеса и А. В. Яшина с достаточной точностью описывают опытные данные в условиях плоско�
го напряженного состояния. Условия прочности Г. А. Гениева и Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой требуют
осторожного применения с учетом их отклонений от опытных данных в отдельных областях объемного
напряженного состояния. Определены программы нагружений в процессе экспериментальных иссле�
дований прочности бетона с целью более точного выявления форм функций девиаторных кривых.

Ключевые слова: бетон, объемное напряженное состояние, прочность, предельная поверхность,
критерии прочности, меридиональная и девиаторная кривые.
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Abstract. The results of comparing calculations of the concrete strength on the most developed failure criteria
are presented. The basic relations for failure criteria of G. A. Geniev, G. A. Geniev – N. M. Alikova, E. S. Leites,
A. V. Yashin, S. F. Klovanich – D. I. Bezushko and K. J. Willam – E. P. Warnke are described. The evaluation
of the compliance of the calculated values with test data at one�, two� and triaxial stress states are performed.
The failure criteria for concrete, most closely described the experimental data in specific areas of stress state,
are evaluated. It is found that the most developed are the criteria of S. F. Klovanich – D. I. Bezushko and
K. J. Willam – E. P. Warnke. E. S. Leites and A. V. Yashin criterion correspond quite well with experimental
data at biaxial stress state. Criteria of G. A. Geniev and G. A. Geniev – N. M. Alikova require cautious use in
accordance with their deviations from the experimental data in individual areas of complex stress state.
Loading programs for experimental studies of concrete strength to more accurately identification of the forms
of the functions of deviator curves are determined.

Keywords: concrete, volume stress state, strength, limit surface, strength criteria, meredian curve,
deviatoric curve.

Построение модели деформирования бетона для
общего случая объемного напряженного состоя�
ния невозможно без применения достоверных
критериев прочности. Как следует из результа�
тов многочисленных экспериментальных иссле�
дований [2–5, 11, 16, 17, 19–23, 25, 26, 28], нали�
чие бокового обжатия в условиях двух� и тре�
хосного сжатия повышает сопротивление бето�
на действию сжимающих напряжений. Наиболь�
ший прирост прочности при неравномерном дву�
хосном сжатии ( )2 30.3 0.4σ σ≈ ÷  составляет 30 ÷
40 %, а в случаях трехосного неравномерного
сжатия [13, 17, 18, 21, 24–26], при 1 2 3σ σ σ= >
прочность образцов может превосходить при�
зменную в несколько раз и повышается с ростом
уровня бокового обжатия. Для области сжатия
с растяжением [3–5, 11, 19, 22, 25, 26, 28] харак�
терно значительное снижение прочности, увели�
чивающееся с ростом уровня растягивающих на�
пряжений. Достоверная оценка прочности бето�
на в условиях неодноосных напряженных состо�
яний позволит повысить надежность проектных
решений, а в ряде случаев снизить расход мате�
риалов и, как следствие, стоимость строитель�
ства.

Классические условия прочности в общем
случае не применимы для такого материала, как

бетон. В настоящее время наибольшее распро�
странение получили феноменологические кри�
терии прочности, часть из которых рассмотрена
в работах [1, 6, 7, 9, 12, 15, 27]. Геометрически
условие прочности трактуется, как поверхность
(геометрическое место точек), образованная
предельными значениями векторов напряжений
в трехмерном пространстве напряжений. Для ее
построения наиболее удобно применение цилин�
дрической системы координат, где равнонаклон�
ная к осям напряжений ось вращения соответству�
ет среднему напряжению σ

0
, радиус�вектор – ве�

личине интенсивности касательных напряжений
τ

i
, а угол вращения – углу вида напряженного со�

стояния ϕσ. Данная методика построения крите�
риев прочности была детально рассмотрена в ис�
следовании М. М. Филоненко�Бородича  [14].

При построении критериев прочности ис�
пользуются следующие инвариантные характе�
ристики напряженного состояния [8]:

– первый инвариант шарового тензора  1( )I Tσ ,
второй 2 ( )I Dσ  и третий 3 ( )I Dσ  инварианты де�
виатора напряжений:

1 1 2 3( ) ;I Tσ σ σ σ= + +

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 2 3 3 1

1( ) ;
6

I Dσ σ σ σ σ σ σ⎡ ⎤= ⋅ − + − + −⎣ ⎦
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 ( ) ( ) ( )3 1 0 2 0 3 0( ) ;I Dσ σ σ σ σ σ σ= − ⋅ − ⋅ − (1)

– угол вида напряженного состояния:

 
3

2/3
2

3 3 ( )1 arccos
3 2 ( )

I D
I D

σ
σ

σ

ϕ
⎛ ⎞⋅ ⋅

= ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
; (2)

– среднее напряжение σ
0
 и интенсивность каса�

тельных напряжений τ
i
:

1 1 2 3
0

( ) ;
3 3

I Tσ σ σ σ
σ

+ +
= =

 

( ) ( ) ( )

2

2 2 2
1 2 2 3 3 1

( )
1
6

i I Dστ

σ σ σ σ σ σ

= =

⎡ ⎤= ⋅ − + − + −⎣ ⎦ . (3)

Предложенные в работах [6, 7, 9, 12, 15, 27] формы
предельных поверхностей являются составными
поверхностями второго порядка, состоящими из
шести лепестков с вершиной в точке трехосного
равномерного растяжения. Очертания поверхнос�
ти задается функцией образующей в виде кривой
второго порядка и функцией криволинейной ин�
терполяции, которая обеспечивает изменение ве�
личины и направления радиус�вектора в зависи�
мости от вида напряженного состояния. Общий
вид поверхности прочности бетона представлен на
рис. 1. Выражения для характерных функций под�

бираются по показателю наилучшего соответствия
экспериментальным данным. Такой феноменоло�
гический подход позволяет описать физическое
поведение всего объема материала в исследуемом
элементе конструкции.

Критерий прочности Г. А. Гениева [6]

Уравнение предельной поверхности в работе [6]
представлено в виде:

( )2 13 ( ) ( )c t c tI D R R R R I Tσ σ⋅ = ⎡ ⋅ + − ⋅ ⎤ ×⎣ ⎦
3

2 2
3 23 ( ) ( )1 1 1

2 3
c

c t

T I D I D
R R

σ σ
− ⎫⎡ ⎤⎧ ⎛ ⎞⋅⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥× − − ⋅ + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⋅ ⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠ ⎪⎩ ⎣ ⎦⎭

. (4)

Параметр прочности при чистом сдвиге T
c при�

нимается в следующих пределах:
 11 10,168 0,183

39 3c t c c tR R T R R≈ ⋅ ⋅ ≤ ≤ ⋅ ⋅ ≈ . (5)

В уравнениях (4) и (5) R
c
 и R

t
 – соответственно

значения прочности бетона при осевом сжатии
и осевом растяжении.

Изменения формы предельной поверхности
определяются параметром T

c
. При использовании

верхнего предела в соотношениях (5) поверхность
трансформируется в параболоид вращения, а
при нижнем пределе ограничивается услови�
ем выпуклости поверхности в соответствии с

Рисунок 1. Общий вид поверхности прочности для бетона.
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постулатом Д. Драккера – Р. Хилла. При постро�
ении предельных поверхностей Г. А. Гениевым
использован нижний предел параметра T

c
.

Выразив инвариантные величины в критерии
прочности Г. А. Гениева (4) через интенсивность
касательных напряжений τi, среднее напряжение
σ0 и угол вида напряженного состояния ϕσ, полу�
чим преобразованные уравнения предельной
поверхности (4) с использованием выражений
(1) ÷ (3):

( )( )0
1 3
3i c t c tR R R Rτ σ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ×

( )
231 1 1 cos 3 ;c

c t

T
R R σϕ

⎛ ⎞⎛ ⎞⋅
× − − ⋅ − ⋅⎡ ⎤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟⋅⎝ ⎠⎝ ⎠

2
2 ( ) ;iI Dσ τ=

3
2

3 2( ) ( ) cos(3 ).
2 3

I D I Dσ σ
σϕ

−
⎛ ⎞⋅ = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

(6)

Выделив из выражения (6) меридиональную и
девиаторную кривые, уравнение предельной по�
верхности может быть представлено в следу�
ющем в виде:

( )03
( )

3
c t c t

i

R R R R
k σ

σ
τ ϕ

⋅ + ⋅ ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦= ⋅ . (7)

Девиаторная кривая предельной поверхности
Г. А. Гениева:

 
( )

23( ) 1 1 1 cos 3c

c t

Tk
R Rσ σϕ ϕ

⎛ ⎞⋅
= − − ⋅ − ⋅⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⋅⎝ ⎠

. (8)

Функция меридиональной кривой представлена
уравнением параболы, что, в отличие от критери�
ев прочности Е. С.  Лейтеса [12] и А. В. Яшина
[15], приводит к значительному завышению те�
оретической прочности в областях σ3 = σ2, σ1 ≤ 0 и
σ3 = –σ2, σ1 = 0. Девиаторные сечения, по анало�
гии с критериями [12] и [15], также являются
афиноподобными.

Критерий прочности Е. С. Лейтеса [12]

Условия прочности для бетона в работе [12] пред�
ложено в виде:

 0 0( ) ( )i k στ τ σ ϕ= ⋅ . (9)

Функция меридиональной образующей кривой
τ

0
(σ

0
) представлена выражением:

 
0 0 1 2 3 0( ) ( 3 / )ck k ln k Rτ σ σ= + ⋅ + ⋅ . (10)

Функция девиаторной кривой (коэффициент
криволинейной интерполяции) k(ϕ) определя�
ется по выражению:

( ) 1 ( (3 / 2 )) (3 / 2 )k a b sin sinσ σ σϕ ϕ ϕ= − − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , (11)
где k1, k2, k3, a, b – расчетные параметры, не зави�

сящие от напряженного состояния и приня�
тые как функции двух прочностных характе�
ристик бетона: пределов прочности при од�
ноосном сжатии R

c
 и осевом растяжении R

t
 .

Значения сжимающих напряжений приняты по�
ложительными, растягивающих – отрицательны�
ми. Представленные расчетные параметры опре�
деляются по формулам:

0,55 / ; 0,15;t ca R R b= − =

1
1 ;
3 tk m R= ⋅ ⋅

( )2
3

1 ;
3 ln 1/ 3

c tR m Rk
k

− ⋅
= ⋅

+

3
1, 211

3
t

c

Rk
R

= + ⋅ . (12)

Выражение для определения параметра m пред�
ложено Е. С. Лейтесом, исходя из условия, что
предельная поверхность должна проходить в
пространстве главных напряжений σ1, σ2, σ3 че�
рез точки, соответствующие пределам прочнос�
ти при осевом сжатии и осевом растяжении:

( )
( )

( )
( )
( )

3

3

3

3

ln / 31
/ 3 ln 1/ 3

ln / 3
1

ln 1/ 3

t

t

t

k k

k k k
m

k k

k

π

−
−

+ ⋅
=

−
−

+

(13)

Как следует из формулы (13), значение парамет�
ра m зависит от параметра хрупкости, определя�
емого отношением значений прочности на рас�
тяжение к прочности на сжатие kt= Rt / Rc. В слу�
чае kt = 0,1 величина m равна 1,21, а при kt = 0,05
значение m = 1,3.

Критерий Е. С. Лейтеса требует минимально�
го количества исходных данных. При этом вво�
дятся жесткие ограничения на значения прочнос�
ти при двухосном сжатии и двухосном растяже�
нии, которые, согласно экспериментальным дан�
ным, являются не постоянными и зависят от клас�
са бетона. Это обстоятельство вводит определен�
ные ограничения на использование условия [12].
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Кроме того, девиаторные сечения являются
афиноподобными, что также не в полной мере
соответствует экспериментальным данным.

Критерий прочности А. В. Яшина [15]

Уравнение предельной поверхности в работе [15]
представлено в виде:

 
( ) ( )

( ) ( )
0

0

31
2c c

F SA A
F R k σ

σ
σ ϕ

Ι+ − ⋅ = ⋅
⋅ . (14)

Параметр А определяется из рассмотрения крите�
рия (14) для случев осевого сжатия и растяжения:

 

( )
( )
( )

( )
( )

0 0

0 0

1t tt

c t c c

F FRA
R k F Fσ

σ σ
ϕ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (15)

Обобщенная функция среднего напряжения:

 
( )

2
0 0

0 2lg t

c c c

RF B
R R R

σ σσ α β
⎡ ⎤

= + + ⋅ + ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

. (16)

Соответствующие выражения для обобщенной
функции среднего напряжения для случаев осево�
го сжатия и растяжения представлены в виде:

 
( )0 lg ;

3 9
t

c
c

RF B
R

α βσ
⎡ ⎤

= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

( )
2

0 2lg 1
3 9

t t
p

c c

R RF B
R R

α βσ
⎡ ⎤⎛ ⎞= + ⋅ − + ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
. (17)

В критерии прочности А. В. Яшина функция де�
виаторной кривой и значения ее параметров при�
няты в форме выражений (11) и (12) из критерия
Е. С. Лейтеса [12].

Представленные выше параметры определяют�
ся следующим образом:

 1,1;B =  1,41;α =  0,081;β =

( ) 1 0,7tk a bϕ = − + = , (18)

где параметры a и b вычисляются по формулам
(12).

В работе А. В. Яшина [15] введен новый параметр,
девиаторная характеристика SI, определяемая по
выражению:

( ) ( ) ( )2 2 2
1 0 2 0 3 0S σ σ σ σ σ σΙ = − + − + − =

22 ( ) 2 iI Dσ τ= ⋅ = ⋅ . (19)

Преобразованное уравнение предельной поверх�
ности (14) к относительной интенсивности каса�
тельных напряжений с использованием выраже�
ния (19) записывается в виде:

 
( ) ( )

( ) ( )0

0

11
3

t
i c

c

F
A A R k

F σ

σ
τ ϕ

σ
⎛ ⎞

= + − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (20)

Данный критерий А. В. Яшина [15] обладает теми
же недостатками, что и критерий прочности
Е. С. Лейтеса [12].

Критерий прочности Г. А. Гениева –
Н. М. Аликовой [7]

Уравнение предельной поверхности записано в
виде:

0

( ) c
i

Rk στ ϕ
ψ

= ⋅ ×

2 2 011 22
22 11 22 11( 2 ) ( )

3 cR
σψ ψ ψ ψ ψ ψ⋅

× ⋅ + ⋅ + + ⋅ . (21)

Расчетные параметры определяются выражени�
ями:

( ) ( )
1
2

0 22 111 2 (1 2a ψ ψ ψ −= + ⋅ + ⋅ ⋅ + −

( )
1
2

0 12 11 22 22 112 3 2 );ψ ψ ψ ψ ψ ψ
−

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦

( )
1
2

0 22 111 2 ;b a ψ ψ ψ −= − + ⋅ ⋅ +

2
11 22 12; ; ;t c c

c c c

R R T
R R R

ψ ψ ψ= = =

( ) ( )( )
1

2 2 2
0 22 11 11 221 2 1 .ψ ψ ψ ψ ψ= ⋅ + + ⋅ ⋅ − (22)

В критерии прочности Г. А. Гениева – Н. М. Али�
ковой функция девиаторной кривой принята в
форме (11) по Е. С. Лейтесу [12], а значения рас�
четных параметров – согласно выражениям (22).
При этом сохранились недостатки критериев
[6, 12, 15], рассмотренных выше.

Критерий прочности С. Ф. Клованича –
Д. И. Безушко [9]

Уравнение предельной поверхности представле�
но в виде:

 0 1 0( ) ( ),k στ τ σ ϕ= ⋅ (23)
где τ0 – радиус�вектор предельной поверхности,

связанный с октаэдрическим напряжением и
с интенсивностью касательных напряжений
выражениями:

 
0 3 2 .окт iτ τ τ= ⋅ = ⋅ (24)

Зависимость между σ
0
 и τ

i
(σ

0
) при ϕσ = 0° и

ϕσ = 60° в работе [9] предложено определять по
следующим выражениям:
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 2
0 1 1 1 1 1;A B Cσ τ τ= ⋅ + ⋅ +

2
0 2 2 2 2 2.A B Cσ τ τ= ⋅ + ⋅ + (25)

При определении коэффициентов в выражени�
ях (25) принято следующее правило знаков: сжи�
мающие напряжения – отрицательные, растяги�
вающие – положительные. Графики функций
τ1(σ

0
) и τ2(σ

0
), описывающих меридиональные

сечения, имеют ряд характерных точек. Для кри�
вой τ1(σ

0
) при ϕσ = 0° характерным точкам соот�

ветствуют пределы прочности при одноосном
сжатии Rc, при двухосном растяжении R2t и при
трехосном растяжении R3t. Для τ2(σ

0
) при

ϕσ = 60° соответствуют пределы прочности при
двухосном сжатии R2c, при одноосном растяже�
нии Rt и при трехосном растяжении R3t. Обе
кривые пересекаются в одной общей точке, со�
ответствующей трехосному равномерному рас�
тяжению. Отсюда следует, что коэффициенты С1

и С2 в выражении (25) равны между собой и их
значение соответствует R3t.

Используя опытные данные для характерных
точек, представленных выше, были получены
значения коэффициентов А1, А2, В1, В2 для выра�
жения (25):

 2 3 2
1

2 2

( )3 ;
2 ( )

c t t t c

c t c t

R R R R RA
R R R R
⋅ + ⋅ −

= − ⋅
⋅ ⋅ −

2 2
2 2 3 2

1
2 2

(2 ) 3 ( )1 ;
( )6

c t c t t t c

c t c t

R R R R R R RB
R R R R

⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
= ⋅

⋅ ⋅ −

2 3 2
2

2 2

( )3 ;
2 ( )

t c t t c

t c t c

R R R R RA
R R R R
⋅ + ⋅ −

= ⋅
⋅ ⋅ −

 
2 2

2 2 3 2
2

2 2

(2 ) 3 ( )1 ;
( )6

t c t c t t c

t c t c

R R R R R R RB
R R R R

⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ −
= − ⋅

⋅ ⋅ −

1C C= 2 3 .tR= (26)
Для построения полной поверхности прочности
используется интерполяционная функция k(ϕσ)
согласно предложениям K. J.  Willam, E. P.  Warnke
[27]. В данной работе функция k(ϕσ) представле�
на для положительных значений сжимающих
напряжений. Преобразовав функцию для отри�
цательных значений сжимающих напряжений
путем замены «ϕσ» на «π / 3 – ϕσ», получим:

2 2

2 a cos( / 3 )( )
4 a cos ( / 3 )

k
b

σ
σ

σ

π ϕϕ
π ϕ

⋅ ⋅ −
= +

⋅ ⋅ − +

2 2

2 2

(4 cos ( / 3 ) 1)
,

4 a cos ( / 3 )
b a b

b
σ

σ

π ϕ
π ϕ

⋅ ⋅ ⋅ − − +
+

⋅ ⋅ − +
(27)

где 21 ;a c= −  2 1;b c= ⋅ −  2 1/ .c τ τ=

Введение функции меридиональной кривой при
ϕσ = 60°, а также установление связи k(ϕσ ) с уров�
нем среднего напряжения 0σ позволило обеспе�
чить корректировку формы девиаторного сече�
ния поверхности.

Критерий прочности K. J. Willam –
E. P. Warnke [27]

Условие прочности в работе K. J. Willam и
E. P. Warnke [27] представлено в виде:

 
0

2( ; ) ,
5a cu if rτ σ θ τ= ⋅ = ⋅ (28)

где  iτ – интенсивность касательных напряжений.

Функция предельной поверхности r(σ0 ; θ ) опре�
деляется по выражению:

2 2
2 2 1

0 2 2 2 2
2 1 2 1

2 ( ) cos( )( ; )
4 ( ) cos ( ) ( 2 )

r r rr
r r r r

θσ θ
θ

⋅ ⋅ − ⋅
= +

⋅ − ⋅ + − ⋅

2 2 2 2
2 1 2 2 1 1 1 2

2 2 2 2
2 1 2 1

(2 ) 4 ( ) cos ( ) 5 4
4 ( ) cos ( ) ( 2 )

r r r r r r r r
r r r r

θ
θ

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅
+

⋅ − ⋅ + − ⋅ .(29)

При определении параметров критерия прочно�
сти Willam – Warnke сжимающие напряжения
приняты отрицательными, а растягивающие –
положительными. В соответствии с выводом
функции (29) для положительных сжимающих
напряжений угол «θ » принимается равным
«π / 3 – ϕσ».

Функции меридиональных кривых r1 и r2 при
ϕσ, равном 60° и 0°, определяются по следующим
выражениям:

2

0 0
1 0 0 1 2( ) ;

cu cu

r a a a
f f
σ σσ

⎛ ⎞
= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

0 0
2 0 0 1 2( ) .

cu cu

r b b b
f f
σ σσ

⎛ ⎞
= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
(30)

Для кривой r1(σ0) при ϕσ = 60° характерными точ�
ками являются: пределы прочности при одноос�
ном растяжении f

t
, при двухосном сжатии f

cb
 и

при трехосном сжатии при σ1 > σ2 = σ3. Для кри�
вой r2(σ0) при ϕσ = 0° характерными точками есть
пересечение кривой r1(σ0) с осью σ0, что соответ�
ствует трехосному равномерному растяжению f

tt
,

пределам прочности при одноосном сжатии f
cu

 и
трехосном сжатии при σ1 = σ2 > σ3. В данном кри�
терии точками при трехосном сжатии при угле
ϕσ, равном 0° и 60°, корректируется форма мери�
диональных кривых. Их значения рекомендует�
ся принимать по экспериментальным данным для
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используемых классов бетонов по прочности.
Связь между двумя экспериментами на трехос�
ное сжатие устанавливается при равных мини�
мальных напряжениях по модулю.

Определение параметров f1 и f2 из экспери�
ментов на трехосное сжатие:

при  ϕσ = 60°

1 ;a
hσ σ= −  2 3 1;

a
h fσ σ σ= = − −

при  ϕσ = 0°

1 2 ;a
hσ σ σ= = −  3 2.a

h fσ σ= − − (31)
Параметры σh

a, f1 и f2 в относительных величи�
нах:

1 ;a
h

cuf
σ

σ =

60 60
3 1

1 ;
cu

f
f

ϕ ϕσ σ= =−
=

0 0
3 1

2 .
cu

f
f

ϕ ϕσ σ= =−
= . (32)

Используя характерные точки, представленные
выше, были выведены выражения для коэффи�
циентов а0, а1, а2, b0, b1, b2 для функций меридио�
нальных кривых r1 и r2 при ϕσ, равном 60° и 0°
(30):

 ( )
( ) ( ) ( )
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Данный критерий имеет те же преимущества, что
и критерий С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко
[9]. Однако в связи с наличием двух корней в
выражениях (31) при высоких уровнях средне�
го напряжения полученная поверхность замыка�
ется в области трехосного сжатия, что не отвеча�
ет данным экспериментальных исследований.

Сопоставление критериев прочности с
опытными данными

Экспериментальные исследования прочности
материалов при неодноосных напряженных со�
стояниях выполнены во многих работах, но все
они проводились на бетонах, различающихся по
прочности, и на образцах разных размеров, а так�
же с различной степенью устранения контактно�
го трения. Это вносит дополнительные погреш�
ности в получаемые результаты и требует учета
при оценке достоверности того или иного кри�
терия.

Для оценки достоверности критериев проч�
ности выполнена проверка сходимости теорети�
ческих и опытных результатов при различных
видах напряженных состояний для бетонов с
сопоставимыми начальными характеристиками
механических свойств. При анализе результатов
по критериям прочности использовались следу�
ющие значения относительной прочности бето�
на при одно�, двух� и трехосном растяжении, а
также при двухосном сжатии по отношению к
одноосному сжатию, соответственно:

0,08;t

c

R
R

=  
2 0,08;t

c

R
R

=

3 0,08;t

c

R
R

=  
2 1,2.c

c

R
R

= (34)

Указанные отношения приняты согласно резуль�
татам экспериментальных исследований [2–5,
11, 13, 16–26, 28] по соответствию наибольшему
количеству сопоставимых опытных данных.

Для оценки критериев прочности [6, 7, 9, 12,
15, 27] при плоском напряженном состоянии
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были построены следы пересечений предельных
поверхностей с главными плоскостями (рис. 2).
Результаты сопоставления расчетных величин с
экспериментальными данными в областях сжа�
тия с растяжением и двухосного растяжения
представлены на рис. 3 и 4.

Для критерия Г. А. Гениева – Н. М. Алико�
вой [7] в области двухосного сжатия (рис. 2) ха�
рактерно изменение кривизны образующей с
выпуклой на вогнутую, что противоречит по�
стулату Д. Драккера – Р. Хилла. Условия проч�
ности Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой [7] и

Рисунок 2. Сопоставление критериев прочности в условиях плоского напряженного состояния с эксперимен�
тальными данными авторов:   – T.C.Y. Lin [20];  – M. E. Tasuji [25];  – A. J. Zielinski [28];   – H. Kupfer [19];

 – S. Schro
..
der [23];  – H. L. Wang [26];  – L. Mills [21];  – К. П. Веригин [4];  – T. C. Hansen [18];

 – А. В. Яшин [16];  – А. А. Гвоздев [5];  – T. H. Tan [24];  – Van E. Geel [17];  – И. И. Кулик [11];
 – В. И. Корсун [10];  – А. Н. Бамбура [2];  – Л. Э. Буслер [3];  – I. Rosenthal [22];  – В. Н. Перваков [13].

Теоретические кривые по условиям прочности:

1 – Е. С. Лейтеса [12] по формулам (1.9–1.13);
2 – А. В. Яшина [15] по формулам (1.14–1.20);
3 – Г. А. Гениева [6] по формулам (1.4–1.8);
4 – Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой [7] по формулам (1.21–1.22);
5 – С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко [9] по формулам (1.23–1.27);
6 – K. J. Willam – E. P. Warnke [27] по формулам (1.28–1.33).
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А. В. Яшина [6] завышают расчетные значения
прочности при неравномерном двухосном сжа�
тии при угле ϕσ = 30°, в среднем, на 20 %.

Из рис. 3 следует, что критерии Г. А. Гение�
ва [6], Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой [7] в обла�
сти сжатия с растяжением завышают расчетную
прочность бетона примерно в два раза. В данной
области хорошее  соответствие опытным данным
демонстрируют критерии Е. С. Лейтеса [12],
А. В. Яшина [15], С. Ф. Клованича – Д. И. Бе�
зушко [9] и K. J. Willam – E. P. Warnke [27]. Эти

критерии допускают выполнять их корректиров�
ку в данной области путем задания соответству�
ющих значений прочности бетона на одноосное
растяжение.

Данные на рис. 4 иллюстрируют значитель�
ные расхождения теоретических кривых с опыт�
ными данными. Это объясняется как значитель�
ными расхождениями в величинах исходной
прочности испытанных бетонов, так и различи�
ями между действительными и принятыми в
расчетах значениями параметра хрупкости для

Рисунок 3. Сопоставление критериев прочности в области плоского напряженного состояния «сжатие�растя�
жение». Условные обозначения – согласно рис. 2.

Рисунок 4. Сопоставление критериев прочности в области двухосного растяжения. Условные обозначения –
согласно рис. 2.
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бетонов, определяемого как отношение прочно�
сти бетона на осевое растяжение к прочности на
осевое сжатие.

В соответствии с экспериментальными ис�
следованиями параметр хрупкости для бетона
изменяется в диапазоне 0,12 > Rt / Rc > 0,065.
Представленные на рис. 4 данные построены по
критериям прочности при значении параметра
хрупкости в формуле (34), равном Rt / Rc = 0,08.

Критерии Г. А. Гениева [6], Г. А. Гениева –
Н. М. Аликовой [7], Е. С. Лейтеса [12] и А. В. Яши�
на [15] не содержат возможностей корректировки
поверхности прочности в области двухосного рас�
тяжения. Их параметры задаются через харак�
теристику прочности бетона при одноосном
сжатии. Указанное ограничение влечёт за собой
занижение расчетной прочности при двухосном
растяжении на 10 % в критериях Е. С. Лейтеса
[12] и А. В. Яшина [15], и на 50 % в критериях
Г. А. Гениева [6] и Г. А. Гениева – Н. М. Алико�
вой [7]. Критерии С.  Ф. Клованича – Д.  И. Бе�

зушко [9] и K. J. Willam – E. P. Warnke [27] пре�
доставляют возможность корректировки по�
верхности прочности бетона в области двухос�
ного растяжения, что дает возможность изме�
нять расчетные параметры указанных критери�
ев прочности под любой класс бетона по проч�
ности. В первом критерии [9] корректировка
осуществляется путем непосредственного изме�
нения прочности на двухосное равномерное ра�
стяжение, а в критерии [27] – косвенным путем
через корректировку прочности на трехосное
сжатие.

На рис. 5 представлены следы меридиональ�
ных кривых на главных плоскостях при углах
вида напряженного состояния ϕσ, равных 0° и 60°.
Сопоставление выполнено с соответствующими
опытными данными при трехосном напряженном
состоянии.

В области σ1 = σ2 > σ3 и σ1 < 0 хорошее соответ�
ствие опытам демонстрируют критерии Е. С. Лей�
теса [12], А. В. Яшина [15], С. Ф. Клованича –

Рисунок 5. Сопоставление критериев прочности с опытными данными в условиях трехосного напряженного
состояния. Условные обозначения – согласно рис. 2.
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Д. И. Безушко [9] и K. J. Willam — E. P. Warnke [27].
Предельная поверхность по критерию K. J. Willam –
E. P. Warnke требуют уточнения в данной области
через корректировку положения расчетной точки
при трехосном сжатии при угле ϕσ = 0°. Критерии
Г. А. Гениева [6], и Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой [7]
выше |σ3| = 1,25 · Rc значительно, до 30 %, занижают
расчетные значения прочности.

В области σ3 > σ1 = σ2 и σ3 < 0 критерии
С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко [9] и K. J. Wil�
lam – E. P. Warnke [27] наиболее близко описы�
вают опытные данные.

В области σ3 > σ1 = σ2 и σ3 > 0 (рис. 6) резуль�
таты расчета по критериям С. Ф. Клованича –
Д. И. Безушко [9] и K. J. Willam – E. P. Warnke
[27] наиболее близки к опытным значениям.
Критерии Г. А. Гениева [6], Г. А. Гениева –
Н. М. Аликовой [7], Е. С. Лейтеса [12] и
А. В. Яшина [15] дают завышение значений ра�
стягивающего напряжения от 1,5 до 3,5 раз в
сравнении с опытными величинами при раз�
рушении образца бетона.

Выводы

1. Критерии прочности для бетона С. Ф. Кло�
ванича – Д. И. Безушко [9] и K. J. Willam –
E. P. Warnke [27] наиболее точно описыва�
ют опытные данные во всех характерных об�
ластях объемного напряженного состояния.
Более высокая точность указанных крите�
риев достигается введением в их определя�
ющие соотношения достаточного количе�
ства корректируемых параметров.

2. Критерии Е. С. Лейтеса [12] и А. В. Яшина
[15] достаточно хорошо описывают опыт�
ные данные в условиях плоского напряжен�
ного состояния, однако для областей трех�
осного напряженного состояния они нуж�
даются в дополнительной корректировке.

3. Условия прочности Г. А. Гениева [6] и
Г. А. Гениева – Н. М. Аликовой [7] требуют
осторожного применения с учетом их от�
клонений от опытных данных в условиях
плоских напряженных состояний
(рис. 2÷4).

4. Меридиональные кривые для поверхности
прочности, предложенные в работах
С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко [9] и
K. J. Willam – E. P. Warnke [27] в виде поли�
нома второй степени, демонстрируют наи�
лучшее совпадение с опытными данными.
В выражениях для меридиональных кривых
присутствует пять корректируемых пара�
метров, с помощью которых существенно
расширяются возможности для трансфор�
мации поверхности прочности для бетона.

5. При построении критериев прочности важ�
ной является форма представления функ�
ций девиаторных кривых. Для изучения
закономерностей их изменения необходи�
мо проведение целенаправленных экспери�
ментальных исследований на однотипных
образцах из бетонов близких классов по
прочности при напряженных состояниях,
характеризующихся значениями угла вида
напряженного состояния, отличными от 0°
и 60°, и при постоянных значениях  σ0.

Рисунок 6. Сопоставление критериев прочности с опытными данными в условиях трехосного напряженного
состояния при σ

3 
> σ

1 
= σ

2
. Условные обозначения – согласно рис. 2.
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