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Анотація. Представлені пропозиції щодо вдосконалення варіанта модифікованої деформаційної теорії
пластичності бетону, що розвивається в ДонНАБА. Розроблено аналітичні вирази, що дозволяють з
достатньою точністю для загального випадку об'ємного напруженого стану описувати основні скла�
дові деформацій бетону: пружно�пластичні, не пов'язані з руйнуванням його структури, і псевдопла�
стичні деформації, обумовлені закономірностями руйнування його структури бетону. За вихідну при�
йнята зсувно�відривна модель руйнування структури бетону по типу просторово орієнтованих «зигзаг�
тріщин». Розроблений модифікований варіант моделі деформування бетону побудований на поєднанні
рішень, заснованих на співвідношеннях механіки твердого деформованого тіла і механіки руйнування.
Тестування розрахункової моделі здійснено зіставленням розрахункових величин деформацій з дослід�
ними даними А. В. Яшина, H. Kupfer, M. Tasuji і S. Schröder в умовах неодновісних напружених станів.

Ключові слова: бетон, об'ємний напружений стан, міцність, деформації, стисливість, дилатація,
моделі деформування.
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Аннотация. Представлены предложения по усовершенствованию варианта модифицированной де�
формационной теории пластичности бетона, развиваемого в ДонНАСА. Разработаны аналитические
выражения, позволяющие с достаточной точностью для общего случая объемного напряженного состо�
яния описывать основные составляющие деформаций бетона: упругопластические, не связанные с
разрушением его структуры, и псевдопластические деформации, обусловленные закономерностями
разрушения структуры бетона. В качестве исходной принята сдвиго�отрывная модель разрушения струк�
туры бетона по типу пространственно ориентированных «зигзаг�трещин». Разработанный модифици�
рованный вариант модели деформирования бетона построен на соединении решений, основанных на
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соотношениях механики твердого деформируемого тела и механики разрушения. Тестирование расчет�
ной модели осуществлено сопоставлением расчетных величин деформаций с опытными данными
А. В. Яшина, H. Kupfer, M. Tasuji и S. Schröder в условиях неодноосных напряженных состояний.

Ключевые слова: бетон, объемное напряженное состояние, прочность, деформации, сжимаемость,
дилатация, модели деформирования.
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Abstract. Propositions for inprovement of modified strain theory variant developed in DonNACEA are
presented. Analytical expressions, wich allow to subscribe the basic components for general case of volume
stress state as elastic�plastic strains, wich don't relate with destruction of concrete structure and pseudo�
plastic strains due to regularities of concrete structure destruction, are made. As initial shear�displacement
model of concrete structure destruction by type of three�dimentaional directed «zigzag crack» are adopted.
Developed modified variant of concrete behavior model are formed up on the combination of solutions based
on relations of solid mechanic and fracture mechanic. Verification of model are made by comparison of
estimated values of A. V. Yashin, H. Kupfer, M. Tasuji и S. Schröder at conditions of unaxial stress states.

Keywords: concrete, volume stress state, strenth, strain, compressibility, dilatation, behavior models.

Известно, что процесс деформирования бетона
при нагружении сопровождается процессом раз�
рушения его структуры. Это проявляется в на�
правленном в трехмерном пространстве напря�
жений развитии деформаций уплотнения (яв�
ление сжимаемости) и разуплотнения (явление
дилатации) бетона. Именно процессами напра�
вленного уплотнения и направленного разуплот�
нения структуры при нагружении и объясняет�
ся, в основном, природа силовой (деформаци�
онной) анизотропии (ортотропии) деформиро�
вания бетона.

Важной задачей при разработке модели де�
формирования бетона для общего случая объем�
ного напряженного состояния является количе�
ственная оценка составляющих полных дефор�
маций бетона: упруго�пластических вследствие
физической нелинейности деформирования и
псевдопластических вследствие микро� и мак�
ротрещинообразования в структуре бетона.

Представлены результаты анализа данных
экспериментальных исследований ряда авторов

[6, 10, 13–16] с целью дальнейшего развития ва�
рианта модифицированной деформационной
теории пластичности бетона, разрабатываемого
в ДонНАСА [5] на основе дилатационной моде�
ли Г. А. Гениева [1]. В работе [5] модель [1] полу�
чила развитие в части учета направленного раз�
вития микроразрушений в структуре бетона –
эффектов сжимаемости и дилатации, а также в
части учета влияния вида напряженного состоя�
ния на параметры трансформируемых диаграмм
деформирования бетона.

В соответствии с моделью [5] компоненты

1 2 3, ,ε ε ε  линейных относительных деформаций
в направлениях осей ортотропии при кратко�
временном нагружении при 1 2 3σ σ σ≥ ≥  опреде�
ляются соотношениями:

 ( )
( )

0 ;

, , 1,2,3 .

i
i j k i pc i db a
E E

i j k

σ με σ σ θ θ= − ⋅ + + ⋅ + ⋅

= (1)

При этом относительное изменение объема
определяется суммой составляющих:
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ep pc dθ θ θ θ= + + , (2)

где epθ  – упруго�пластические деформации бе�
тона, не связанные с разрушением его струк�
туры, описываемые соотношениями механи�
ки твердого деформируемого тела;

pcθ  – объемная деформация уплотнения,
обусловленная деформациями сдвига;

dθ  – объемная деформация разуплотнения,
обусловленная эффектом дилатации;
b

i
, а

i  
(i = 1, 2, 3) – коэффициенты разложения

объемных деформаций pcθ  и dθ  на составля�
ющие вдоль главных осей, значения которых
определяются из предложенной в [5] сдвиго�
отрывной модели разрушения структуры бе�
тона по типу пространственно ориентирован�
ных «зигзаг�трещин».

Как следует из уравнений (1) и (2), суммы каж�
дой из групп коэффициентов разложения объем�
ных деформаций pcθ  и dθ , равны единице:

 1 2 3 1 2 31; 1a a a b b b+ + = + + = . (3)

Методика вычислений коэффициентов ia  и

ib  ( 1, 2, 3)i =  представлена в работе [5]. Исключи�
тельно экспериментальными методами разделе�
ние полных деформаций бетона на составляющие
согласно соотношениям (1) и (2) не возможно.
Поэтому в данном исследовании принят экспе�
риментально�теоретический метод, согласно ко�
торому составляющие полных деформаций оп�
ределяются теоретически по специально разра�
ботанным расчетным методикам при обязатель�
ном условии близкого соответствия суммарных
расчетных величин по условиям (1) и (2) опыт�
ным значениям θ и iε  (i =1, 2, 3).

Составляющая упруго�пластических дефор�
маций бетона epθ , как условно сплошного тела, в
формуле (2) описывается соотношением меха�
ники твердого деформируемого тела [9]:

 1 0( ) (1 2 )
ep

ep

I T
E

σ μθ ⋅ − ⋅
= , (4)

где 1 ( )I Tσ  – первый инвариант тензора напряже�
ний;  

0μ – коэффициент поперечных деформаций
бетона;

epE –модуль упруго�пластических деформа�
ций, определяемый по формуле (12).

На рис. 1 и 2 представлены графики  изменения
опытных величин деформаций относительного
изменения объема θ  в зависимости от уровня

нагружения  3 / bRσ . Все построения выполнены
при соотношении 1 2 3σ σ σ≥ ≥  и при общеприня�
том правиле знаков: растягивающие напряжения
и деформации удлинения – положительные.

Для выявления закономерностей связи меж�
ду деформацией относительного изменения объ�
ема θ  и уровнем нагружения на рис. 3 и 4 пред�
ставлены опытные соотношения преобразован�
ной величины относительной объемной дефор�
мации от уровня нагружений в виде:

– для области сжатия и сжатия с растяжением
при 3σ <0

 3 3 3 0 3

1 1 2 3 0 0( ) 3 1I T n mσ

θ σ θ σ θ σ ε σ θ
σ σ σ σ σ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = =

+ + ⋅ + +
, (5)

где 
 1 2

3 3

; ;n mσ σ
σ σ

= =

– для области растяжения при 3 0σ ≥

 0 11 1 1

1 1 2 3 0 0( ) 3 1I T n mσ

ε σθ σ θ σ θ σ θ
σ σ σ σ σ

⋅⋅ ⋅ ⋅
= = = =

+ + ⋅ + +
, (6)

где 
 32

1 1

;n m σσ
σ σ

= = .

Среднее напряжение 0σ и первый инвариант
тензора напряжений  1( )I Tσ в формулах (4), (5)
и (6) определяются по общепринятым выраже�
ниям [9]:

1 2 3
0

1 1 2 3 0

;
3

( ) 3 .I Tσ

σ σ σσ

σ σ σ σ

+ +
=

= + + = ⋅
(7)

При преобразовании опытных данных авторов
[8, 11, 13–16] путем трансформации откладыва�
емых по оси деформаций величин их умноже�
нием на результат отношения  1/ ( ) ( 1,3)k I T kσσ =
различные кривые деформирования могут быть
приведены к некоторой единообразной кривой,
изменяющийся по подобному закону до уровня
нагружения порядка  0,8 от разрушающего зна�
чения  kσ  (рис. 3, 4). При более высоких уров�
нях нагружения опытные кривые относительно�
го изменения объема получают дополнительное
искривление в сторону оси напряжений вслед�
ствие дилатационных процессов. Такой вид пред�
ставления кривых деформирования позволяет
применить для их описания единообразную за�
висимость. Приемлемыми являются соотноше�
ния в виде (11), описываемые квадратной пара�
болой. Они дают наиболее близкие результаты к
участкам опытных кривых до уровня  0,8 kσ⋅ , т. е.,
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до начала процесса макротрещинообразования
в структуре бетона.

Выражения для определения упруго�пласти�
ческих деформаций  epθ , как для условно сплош�
ного тела, разработано, исходя из следующих ос�
новных предпосылок:
1. Полагается, что полные упруго�пластические

деформации бетона  epθ , как условно сплош�
ного тела, не связаны с процессами разруше�
ния структуры бетона и определяются как
сумма упругих  epθ  и пластических  деформа�
ций  plθ .

 ep el plθ θ θ= + . (8)

2. При использовании соотношений в форме за�
кона Гука и постоянной величине коэффи�
циента поперечных деформаций  0μ  состав�
ляющие объемных деформаций могут быть
определены из выражений:

 1 0

0

1 0

( ) (1 2 ) ;

( ) (1 2 ) .

el

ep
ep

I T
E

I T
E

σ

σ

μθ

μθ

⋅ − ⋅
=

⋅ − ⋅
= (9)

3. Аналитические выражения для определения
упруго�пластических деформаций бетона  epθ
получены аппроксимацией выявленной зако�
номерности их изменения, представленной на
рис. 3, 4:

 3

2

1 3 3 1
1 1 3

3 3

0

( ) ( ) ( );ep
b b

при

I T I Tc d F
R R

σ σ

σ

σ σθ σ
σ σ

<

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 3

2

1 11 1
2 2 1

1 1

0 ( )

( ) ( ) ( );ep
b b

при область растяжения

I T I Tc d F
R R

σ σ

σ

σ σθ σ
σ σ

≥

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

(10)

где  1 2 1 2; .c c d d= − =

 
( )

2

( ) ; 1, 2; 3,1 .l l
l k k

b b

F c d k l
R R
σ σσ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⋅ + ⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

(11)

Модуль упруго�пластических деформаций

epE  может быть определен в предположении ра�
венства упруго�пластических деформаций  epθ  по
выражениям (9) и (10):

 0(1 2 )
( )

l
ep

l

E
F
μ σ
σ

− ⋅ ⋅
= . (12)

Выразим модуль упруго�пластических де�
формаций в общепринятой форме записи:

 0

0

0 0

0

0

(1 )

1

(1 2 )1 1 ,
( ) ( )

ep

ep ep

l l

l l

E E

E E E
E E

F E F Kσ

ω

ω

μ σ σ
σ σ

= ⋅ −

−
= − = =

− ⋅ ⋅
= − = −

⋅ ⋅

(13)

где ω – коэффициент пластичности условно
сплошного тела;
 Kσ  – модуль объемного сжатия.

Деформационные параметры c
1
 и d

1
 определя�

ются из равенств (10) для двух характерных то�
чек на кривых деформирования:

 ( )
( )

( )
( )

2 .1 .2 .2 .1
1 1

1 .1 .2 .1 .2
1 1 3 3

.1 .2 .1 .2 .1 .2
1 3 1 3

1 .1 .2 .1 .2
1 1 3 3

;
T T T T

b

T T T T

T T T T T T
b

T T T T

R I I
c

I I

R I I
d

I I

θ θ

σ σ

θ σ θ σ

σ σ

⋅ ⋅ − ⋅
= −

⋅ ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ −

. (14)

В качестве исходных приняты следующие
параметры для каждой из точек: напряжения .

3
T iσ ,

объемные деформации .T iθ  и первый инвариант
тензора напряжений .

1 ( )T iI Tσ . При анализе
опытных данных H. Kupfer [13] в качестве харак�
терных выбраны точки на кривых деформиро�
вания из опытов на одноосное сжатие при уров�
не напряжений 0,3 bR⋅  и при неравномерном двух�
осном сжатии уровня 1,1 bR⋅ . Значения коэффи�
циентов c

1
, d

1
, подобранных для опытных данных

H. Kupfer, достаточно хорошо соответствуют и
опытным данным А. В. Яшина [8, 11]. Для опыт�
ных данных M. Tasuji [16] были выбраны точки
из опытов на одноосное сжатие в уровне 0,3 bR⋅  и
на равномерное двухосное сжатие в уровне
0,9 bR⋅ . Для опытных данных S. Schröder [15]
были выбраны точки из опыта на равномерное
двухосное сжатие в уровнях 0,2 bR⋅  и 0,8 bR⋅ . Зна�
чения коэффициентов c

1
 и d

1
, наиболее точно со�

ответствующих опытным данным, составили:

 4
1

4
1 1

4
21

4
1

4
1

4
1 1 2

4
1

4
1 1 2

5, 44 10 ,

4,83 10 , H. Kupfer; 0,3
1,15, 44 10 ,

4,83 10 , А. В. Яшин;

4,79 10 ,

8, 07 10 , M. Tasuji; 0,3; 0,9
3, 46 10 ,

4, 74 10 , S. Schroder. 0, 2; 0

c

d

c

d

c

d

c

d

η
η

η η

η η

−

−

−

−

−

−

−

−

⎫= − ⋅
⎪

= ⋅ − =⎪
⎬ == − ⋅ ⎪
⎪= ⋅ − ⎭

= − ⋅

= ⋅ − = =

= − ⋅

= ⋅ − = = ,8 . (15)
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Упруго�пластический модуль объемного сжа�
тия бетона epK  может быть определен с учетом
формулы (10) из следующего выражения:

 0

2

2

( )

1

l
ep

ep l

l

k k
l l l

k k b b
b b

K
F

c d
c d R RR R

σ σ
θ σ

σ

σ σ σ

= = =

= =
⎛ ⎞ ⋅ +⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (16)

Выполнена оценка соответствия расчетных
значений модуля упруго�пластических дефор�
маций epE , определяемого по выражению (12),
опытным значениям модуля линейных дефор�
маций E, величины которых определялись дву�
мя способами. В первом случае – по формуле
(17), используя опытные значения модуля
объемного сжатия. Во втором случае – по фор�
муле (18) путем определения модуля линейных
деформаций для главенствующего направления
сжатия (растяжения). В обоих случаях коэффи�
циент поперечных деформаций 0μ  принимается
величиной постоянной и равной начальному
значению. Сравнение расчетных по формуле
(12) и опытных значений  модуля линейных де�
формаций, а также расчетных по формуле (10)
и опытных значений объемных деформаций
представлено на рис. 5 и 6.

Определение значений модуля деформаций
E по результатам экспериментальных исследо�
ваний для рассмотренных случаев осуществля�
лось по формулам:
а) для случая № 1:

0(1 2 )E K μ= ⋅ − ⋅ , (17)

а) для случая № 2:

3

3 0 1 2
3

3

3

1 0 3 2
1

1

( 0)
( ) ;

( 0)
( ) .

при главенствующем сжатии

E E

при главенствующем растяжении

E E

σ
σ μ σ σ

ε
σ

σ μ σ σ
ε

− <
− ⋅ +

= =

− ≥
− ⋅ +

= =
(18)

Данные на рис. 5 и 6 до уровня 0.8 iσ⋅  демон�
стрируют достаточно близкое соответствие
опытных величин модуля линейных деформа�
ций Е, определяемых для двух выше описанных
случаев. Это свидетельствует о том, что искрив�
ление диаграмм деформирования до уровня на�
гружения 0.8 iσ⋅  может быть учтено соответству�

ющим изменением модуля деформаций. Выра�
жение (12), предложенное для описания модуля
упруго�пластических деформаций, обеспечива�
ет близкое соответствие опытным значениям мо�
дуля линейных деформаций Е  до уровня 0.8 iσ⋅
(рис. 5 и 6).

Величины объемной деформации уплотнения

pcθ  и объемной деформации дилатации dθ  опре�
деляются из опытных данных при использова�
нии конкретных теоретических предпосылок.
Выполняется следующая последовательность
действий:

– определяются расчетные величины упруго�
пластических деформации ep

iε  при значениях
модуля упруго�пластических деформаций epE
согласно уравнению (12):

 ( )0 ; ( , , 1, 2,3)ep i
i j k

ep ep

i j k
E E
σ με σ σ= − ⋅ + = , (19)

– определяются величины деформаций уплот�
нения pc

iε  и дилатации d
iε  вычитанием упру�

го�пластических деформаций ep
iε  из опытных

величин компонент полных главных дефор�
маций iε .

( )

( )
1 1 1 2 2 2

3 3 3

; ( , , 1, 2,3);

; ;

.

pc d ep
i i i
d ep pc d ep

pc ep

i j kε ε ε

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε

= − =

= − = −

= − (20)

Запись выражений в форме (20) отражает
основные закономерности развития деформа�
ций бетона вследствие разрушения его структу�
ры по типу пространственно ориентированной
«зигзаг�трещины»: деформации сдвигового уп�
лотнения развиваются в направлениях больших
сжимающих напряжений, а сдвигового разуп�
лотнения – преимущественно в направлениях
меньших сжимающих (больших растягива�
ющих) напряжений.

– определяются составляющие деформации
относительного изменения объема – величи�
ны объемной деформации уплотнения pcθ и
дилатации dθ делением величин  ( )pc d

iε  из урав�
нения (20) на соответствующие коэффици�
енты  ib  и  ia  из формул (1), (3) с их знаком:

31

1 3

; .
pcd

d pca b
εεθ θ= =

(21)

Для определения объемной деформации
дилатации  dθ в качестве исходного использо�
вано выражение Г. А. Гениева [1] в сочетании с
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модифицированным выражением для модуля
дилатации на базе предложенной Е. С. Лейте�
сом [7] формулы:

 

( )
( )

2

3
2

13

( )

1 exp1 ,
exp

d i i

i
i

q

G k
K

γ

γ γ

θ γ γ

η
γ

γ η η

= ⋅ =

− −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+ −
(22)

где G – модуль деформаций сдвига:

 
( )0

;
2 1

EG
μ

=
⋅ + (23)

iτ  – интенсивность касательных напряжений:

 2 2 2
1 2 2 3 3 11/ 6 ( ) ( ) ( ) ;iτ σ σ σ σ σ σ= ⋅ − + − + −   (24)

iγ  – интенсивность деформаций сдвига:

 2 2 2
1 2 2 3 3 12 / 3 ( ) ( ) ( ) ;iγ ε ε ε ε ε ε= ⋅ − + − + −       (25)

 /iγη γ γ= – уровень приобретенных деформа�
ций сдвига;

iγ  – значение интенсивности деформаций
сдвига в вершине диаграммы « i iτ γ− ».

Модифицирование аналитического выражения
для модуля дилатации, предложенного Е. С. Лей�
тесом [7], заключается в замене 0 iσ τ   отношения
функцией k

1(2)
.

Величины деформаций сдвигового уплотне�
ния  pcθ  с ростом уровня нагружения пропорцио�
нальны деформациям сдвигового разуплотне�
ния dθ . Это вытекает из единого механизма раз�
рушения структуры бетона по типу «зигзаг�тре�
щин» [5]. Поэтому для аналитического описа�
ния деформации  pcθ  использовано выражение,
аналогичное формуле (22).

( )
( )

2

3
2

23

( )

1 exp1
exp

pc i i

i
i

q

G k
K

γ

γ γ

θ γ γ

η
γ

γ η η

= ⋅ =

− −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

+ −
. (26)

Из анализа опытных данных выражения для
корректирующих функций k

1(2)
 рекомендованы

в следующем виде:

 
1 1 1

2 2 2

;

.

t
i

t
i

k m k

k m k

γ

γ

= ⋅ +

= ⋅ +
(27)

Входящие в формулы (26) параметры опре�
деляются из выражений:

 
1 1 2 2

1 2; ,
c t c t

с с
i i

k k k km m
γ γ
− −

= = (28)

где 1 1,134;tk =  2 0,158;tk = −  1 2,133;ck = 2 1,302ck = −  –
значения коэффициентов из опытов на од�
ноосное растяжения и сжатие (рис. 7);

33, 467 10с
iγ

−= ⋅  – значение интенсивности де�
формаций сдвига, соответствующее верши�
не диаграммы в опытах на одноосное сжатие.

Численные значения функций 1 2,k k  определены
делением значений dθ  и  pcθ  в вершинах диаграмм
деформирования, полученных из опытов по вы�
ражениям (21), на расчетные величины по выра�
жениям (22) и (26). Расчетные значения функ�
ций 1 2,k k  представлены на рис. 7.

Выражения (27) являются общими и приме�
нимы для всех рассмотренных опытных данных.
Расчетные параметры корректируются соответ�
ственно исходным характеристикам, принима�
емым из испытаний на одноосное сжатие и рас�
тяжение. Значения коэффициентов по опытным
данным А. В. Яшина [8, 11] требуют осторожно�
го применения в связи с тем, что в испытаниях
образцы не доведены до разрушения. Расчетные
значения прочности приняты согласно критерию
С. Ф. Клованича – Д. И. Безушко [2]. В опытных
данных M. Tasuji [16] нет явного проявления де�
формаций дилатации и сжимаемости (рис. 2).
Это выражается в отсутствии искривлений кри�
вых объемных деформаций, что может быть след�
ствием либо хрупкого разрушения, либо неточ�
ностей в измерениях деформаций при испыта�
ниях образцов. Опытные данные M. Tasuji [16]
демонстрируют меньшие величины модуля де�
формаций бетона по сравнению с бетонными
образцами H. Kupfer [13, 14], что должно обус�
ловливать и большие по величине деформации
дилатации и сдвигового уплотнения. Указанные
несоответствия в опытных данных M. Tasuji [16]
требуют осторожного их использования для те�
стирования деформационных моделей. Опытные
данные S. Schröder [15] показали значительный
разброс опытных кривых на рис. 4, что существен�
но затрудняет оценку составляющих деформа�
ций сдвигового уплотнения и разуплотнения.

Для описания зависимости « i iτ γ− » в каче�
стве исходного используется аналитическое вы�
ражение для описания диаграммы деформиро�
вания бетона, представленное в нормах [3, 12],
которое в преобразованном виде может быть за�
писано следующим образом:

 2

1 ( 2)
i

i

k
k
γ γ

τ
γ

η ητη
τ η

⋅ −
= =

+ − ⋅
, (29)
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где iτ  и iτ ,  – соответственно, интенсивность каса�
тельных напряжений и ее предельное значение,
определяемое из принятого условия прочности;

iγ  и  iγ  – соответственно интенсивность де�
формаций сдвига и ее предельное значение,
соответствующее деформациям в вершине
диаграммы « i iτ γ− »;

Значение коэффициента k  определяется из со�
отношения:

 0
0

i

i

Gk G
G

γ
τ

= = ⋅ , (30)

где 0G  и  G – соответственно значения начально�
го модуля сдвига бетона и модуля его дефор�
маций сдвига, соответствующего вершине
диаграммы.

Уравнение (29) в преобразованном виде отно�
сительно уровня деформаций сдвига γη  может
быть записано следующим образом:

 2 ( ( 2) ) 0k kγ γ τ τη η η η+ ⋅ ⋅ − − + = . (31)

Первый корень данного уравнения соответ�
ствует восходящей ветви, второй – нисходящей:

 ( )( ) ( )( )2

1,2

2 2 4

2i

k k k kτ τ τη η η
γ

− − − − − − ⋅
=

∓
.   (32)

Закономерности связи между предельными
значениями интенсивности касательных напря�
жений iτ  и интенсивности деформаций сдвига iγ
установлены с использованием опытных данных,
представленных на рис. 8.

Опытные данные, представленные в виде зна�
чений iγ  и iτ , при одно�, двух� и трехосных растя�
жениях и сжатии с растяжением, находятся в ди�
апазоне 0 / 1i сτ τ≤ ≤  и наложены на кривую изме�
нения iγ  и iτ  из эксперимента на одноосное сжа�
тие (рис. 8б, 8в).

Используя уравнение (31), решенное относи�
тельно одноосного сжатия, и подставив уровень

/i сτ τ  соответственно искомому напряженному со�
стоянию, можно определить предельные значе�
ния iγ  в диапазоне 0 / 1i сτ τ≤ ≤ .

Параметры уравнения (31) в диапазоне
0 / 1i сτ τ≤ ≤  для нахождения iγ  приобретут следу�
ющий вид:

 
0 ;с i

с с

k G τ
γ τη
τ τ

= ⋅ = , (33)

где сγ  и сτ  – соответственно предельная интен�
сивность деформаций сдвига и интенсив�
ность касательных напряжений при одноос�
ном сжатии.

В условиях двух� и трехосного сжатия при
1 /i сτ τ< ≤∞  предельные значения iγ  относитель�
но iτ  определяется из следующих соотношений:

 ( ) ( )tani i с сγ α τ τ γ= ⋅ − + . (34)

Значения параметра ( )tan α  в диапазоне
1 /i сτ τ< ≤∞ определяется из соотношения:

 ( ) 2

2

tan c с

c с

γ γα
τ τ

−
=

−
, (35)

Рисунок 7.  Значения функций  1k  и  2k  в вершинах диаграмм деформирования. Условные обозначения смот�
реть рис. 1 и 2.
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где 2сγ  и 2сτ  – соответственно предельная ин�
тенсивность деформаций сдвига и интен�
сивность касательных напряжений при дву�
хосном сжатии.

Значение параметра ( )tan α  для опытных данных
H. Kupfer [13] составило 1,258.

Расчетные величины деформаций сдвига iγ ,
определенные по выражениям (29)÷ (35), сопо�
ставлялись с опытными данными H. Kupfer [13]
(рис. 9). Результаты сопоставления показали
хорошее соответствие расчетных величин опыт�
ным данным для всех представленных видов на�
пряженного состояния.

Сопоставление объемных деформаций дила�
тации  dθ  и уплотнения pcθ , рассчитанных по фор�
мулам (21) и (22, 26), представлено на рис. 10.
При этом в формулы (22, 26) подставлены зна�
чения интенсивности деформаций сдвига iγ , оп�
ределенные по формулам (29)÷ (35) с использо�
ванием в качестве исходных параметров экспе�
риментальных данных из опытов на одноосное
сжатие.

Разработанные предложения по усовершен�
ствованию модифицированного варианта де�
формационной теории пластичности бетона
[5] с помощью выражений (1)÷ (18) позволи�
ли с достаточной точностью описать упруго�
пластические деформации бетона, не связан�
ные с разрушением его структуры. На базе
уточняемой модели выполнен анализ законо�
мерностей изменения интенсивности дефор�
маций сдвига. Предложена методика ее описа�
ния с помощью выражений (29) ÷ (35) с кор�
ректировкой соответственно характеристикам
деформирования при одноосном сжатии. Пре�
дложенная методика требует уточнения в час�
ти выражении (34) в области двух� и трехос�
ного сжатия. За основу для количественной
оценки деформаций уплотнения и разуплот�
нения приняты соотношения Г. А. Гениева [1]
и Е. С. Лейтеса [7]. Модификация заключает�
ся в корректировке предложенного Е. С. Лейте�
сом [7] выражения для модуля дилатации (22)
и в его применении для описания деформаций
сдвигового уплотнения (26). Предложены кор�
ректирующие функции (27) к исходным вы�

ражениям с обеспечением их более близкого
соответствия опытным кривым для всех ви�
дов напряженного состояния.

Предложенные выражения (1)÷ (35) явля�
ются вариантом дальнейшего развития расчет�
ной модели деформирования бетона [5]. Тес�
тирование выполнено сопоставлением с опыт�
ными данными H. Kupfer [13] и представлено
на рис. 11 ÷ 13. Получено хорошее соответ�
ствие расчетных величин опытным данным.

Выводы

1. Разработана методика экспериментально�
теоретического определения составляющих
упруго�пластических и псевдопластичес�
ких деформаций бетона для общего случая
объемного напряженного состояния.

2. Предложены аналитические выражения для
описания составляющих полных деформа�
ций бетона: упруго�пластических деформа�
ций, не связанных с разрушением его струк�
туры, и псевдопластических деформаций,
обусловленных процессами микро� и мак�
ротрещинообразования в структуре бетона.

3. Разработанный модифицированный вариант
модели деформирования бетона построен на
основе соединения решений, основанных на
соотношениях механики твердого деформи�
руемого тела и механики разрушения, реа�
лизуемой в приложении к бетону в виде мо�
дели сдвигоотрывного механизма разруше�
ния его структуры по типу пространственно
ориентированных «зигзаг�трещин».

4. Сопоставление расчетных величин дефор�
маций бетона с опытными свидетельствует
об их хорошем соответствии во всех облас�
тях плоского напряженного состояния

5. Уточнение параметров расчетной модели
обусловливает необходимость проведения
дополнительных экспериментальных иссле�
дований деформаций бетона при одно�,
двух� и трехосных напряженных состояни�
ях по единообразной методике на сопоста�
вимых по форме опытных образцах, на близ�
ких по структуре и прочности бетонах.
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а)

б)

в)

Рисунок 8. Зависимости предельных значений интенсивности деформаций сдвига lγ  от предельных величин
интенсивности касательных напряжений lτ  в опытах H. Kupfer [13] и А. В. Яшина [7, 11]: а) – в абсолютных
величинах; б), в) – то же, относительно осевого сжатия; в) – для областей двухосного растяжения и сжатия–
растяжения.
Условные обозначения: номера точек соответствуют номерам опытных данных на рис. 1.
Теоретические значения:                        – по формуле (34);                       – усредненные значения соответственно
опытным данным;                      – по модели Г. А. Гениева [1].
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Рисунок 9. Зависимости « i iτ γ− » для различных областей плоского напряженного состояния.
– опытные данные  H. Kupfer [14];
– теоретические значения по выражениям (29)÷(35);
– то же, по преобразованным выражениям (29) со значениями исходных параметров из опытов на
     осевое сжатие;
– то же, по модели [5].
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Рисунок 11. Опытные и расчетные диаграммы деформирования бетона в условиях одно� и двухосного сжатия.
Опытные данные H. Kupfer [13].

             – теоретические значения по выражениям (1)÷(35).
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Рисунок 12. Опытные и расчетные диаграммы деформирования бетона в условиях сжатия с растяжением.
Опытные данные H. Kupfer [13].

             – теоретические значения по выражениям (1)÷(35).
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Рисунок 13. Опытные и расчетные диаграммы деформирования бетона в условиях одно� и двухосного растя�
жения. Опытные данные H. Kupfer [13].

             – теоретические значения по выражениям (1)÷(35).
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