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Анотація. При вирішенні практичних задач проектування будівель і споруд, зведених на суцільному
плитному фундаменті, часто постає необхідність врахування динамічного впливу розташованого на
ньому обладнання на несучі конструкції. В зв'язку з цим існує проблема визначення амплітуд та форм
вимушених коливань плитних фундаментів машин та механізмів. Цій проблемі присвячені матеріали,
викладені в даній роботі. Виконано аналіз рішень, що описують вимушені коливання плит під дією
динамічного навантаження. За основу досліджень взята залежність переміщень гладкої плити у часі з
урахуванням пружних властивостей основи, описуваних з використанням коефіцієнта постелі, а та�
кож з урахуванням маси, прикладеної у центрі плити. Вирішення диференційних рівнянь і визначення
прогину плити виконано з використанням спеціальних функцій, а саме дельта�функції Дірака і функції
Беселя першого роду з нульовим індексом. В результаті отримано вираз для визначення амплітуд коли�
вань і, відповідно, прогину плити у рамках задачі пружної основи Вінклера�Фуса і прикладеної до
плити маси. Рішення представляє собою залежність прогину від координати та часу. При цьому видно,
що форма коливань залежить від параметрів плити, а саме її товщини і щільності, частоти динамічного
навантаження і характеристик основи.

Ключові слова: вимушені стаціонарні коливання, фундаменти під машини та обладнання,
комбіновані масивно�плитні фундаменти, напружено�деформований стан нескінченної плити.
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Аннотация. При решении практических задач проектирования зданий и сооружений, возведенных на
сплошном плитном фундаменте, часто возникает необходимость учета динамического воздействия
расположенного на нем оборудования на несущие конструкции. В связи с этим имеет место проблема
определения амплитуд и форм вынужденных колебаний плитных фундаментов машин и механиз�
мов. Этой проблеме посвящены материалы, изложенные в данной работе. Выполнен анализ реше�
ний, описывающих вынужденные колебания плит под действием динамической нагрузки. За основу
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исследований была взята зависимость перемещений гладкой плиты от времени с учетом упругих
свойств основания, описываемых с использованием коэффициента постели, а также с учетом массы,
приложенной в центре плиты. Решение дифференциальных уравнений и определение прогиба плиты
выполнено с использованием специальных функций, в частности дельта�функции Дирака и функции
Бесселя первого рода с нулевым индексом. В результате получено выражение для определения ампли�
туд колебаний и, соответственно, прогиба плиты в рамках рассматриваемой задачи упругого основа�
ния Винклера�Фусса и приложенной к плите массы. Решение представляет собой зависимость проги�
ба от координаты и времени.  При этом видно, что форма колебаний зависит от параметров плиты, а
именно ее толщины и плотности, частоты динамической нагрузки и свойств основания.

Ключевые слова: вынужденные стационарные колебания, фундаменты под машины и
оборудование, комбинированные массивно�плитные фундаменты, напряженно�деформированное
состояние бесконечной плиты.
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Abstract. While solving the practical problems of designing buildings and structures erected on a solid slab
foundation, often there is necessity to consider the dynamic effects on the supporting structures of equipment
located on the foundation. Therefore, there is a problem of determining the amplitudes and shapes of forced
oscillations of slab foundation under machinery. Materials contained in this paper are dedicated to this
issue.  The analysis of the solutions describing forced oscillations of plates under dynamic loading is performed.
As a base of studies dependence of the displacements of smooth plate on time is taken, considering elastic
properties of the base described using the coefficient of the bed, as well as the weight applied at the center of
the plate. Differential equations and determination of the deflection of the plate is realized using special
functions, in particular, the Dirac delta function and the Bessel function of zero index. As a result, the
expression for determining the vibration amplitudes and, thus, plate deflections in the framework of the
problem of the elastic foundation of Winkler�Fuss and applied to the plate weight is obtained. The solution
is described as the dependence of the deflections on coordinate and time. Thus, it is seen that the waveform
of the plate depends on the parameters of the plate, namely, the thickness and density, as well as frequency
of dynamic load and characteristics of a base.

Keywords: forced stationary vibrations, foundations for machinery and equipment, combined massive�
slab foundations, an infinite plate stress�strain state.

Введение

В промышленном строительстве широкое при�
менение получили массивные фундаменты под
машины с динамическими нагрузками из�за уни�
версальности и простоты.

Вместе с тем такие фундаменты отличаются
высокой материалоемкостью и далеко не луч�
шей способностью к восприятию динамических
нагрузок.

Наиболее эффективными с точки зрения
динамики являются плитные фундаменты под
машины. Однако плиты обладают повышенной
деформативностъю. Это не удовлетворяет ряду
технологических требований при монтаже ма�
шин, а ограничение размеров в плане не позво�
ляет полностью реализовать их преимущества.
Поэтому плитные фундаменты и не столько рас�
пространены.
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В настоящее время появились новые конст�
рукции фундаментов, а именно массивно�плит�
ные фундаменты, конструктивное решение ко�
торых позволяет использовать все преимущества
плитных фундаментов, в особенности как фун�
даментов под машины и оборудование [1]. Рас�
чет таких конструкций требует определения ам�
плитудно�частотных характеристик колебаний
фундаментной плиты.

Анализ последних исследований и публика�
ций показал, что решение проблемы расчета
фундаментной плиты сводится к решению за�
дачи о вынужденных стационарных колебани�
ях бесконечной плиты. Решение данной зада�
чи, полученное в работе [1], содержит в себе
некоторые неточности, нашедшие частичное
решение в работе [2]. Однако проблема расчета
находящихся под динамической нагрузкой мас�
сивно�плитных фундаментов под машины и
оборудование остается актуальной и требует
своего решения.

Основная часть.

Постановка задачи исследований

Цель исследований – аналитическое решение
задачи о вынужденных стационарных колебани�
ях и вывод формул для определения прогибов
бесконечной плиты на упругом основании Вин�
клера�Фусса с учетом расположенной на ней то�
чечной массы.

Задача исследований была сформулирована
следующим образом. Упругие свойства грунто�
вого основания описываются с использованием
коэффициента постели С. Плита неограничен�
ных размеров имеет толщину h , а плотность ее
материала равна ρ . В центре плиты приложена
вертикальная сосредоточенная сила P, которая
совершает гармонические колебания с частотой
ω , и масса М. Требуется определить зависи�
мость амплитуды вынужденных колебаний пли�
ты W  в точке с координатой r  от времени t .

Изложение основного материала исследования

Согласно [3, 5, 6] зависимость перемещения глад�
кой плиты с расположенной в ее центре массой
М от времени t  в точке с координатой r  в поляр�
ной системе координат имеет вид:
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Здесь )(rδ   – дельта�функция Дирака [3].
Решение дифференциального уравнения (1) для
нахождения прогиба плиты W ищем в виде:
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где ( )αA  – подлежащая определению функция
параметра α , а  – ( )rαJ ⋅0  функция Бесселя
первого рода с нулевым индексом [3].

Запишем выражение (1) в виде:
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С учетом (2), рассмотрим составляющие пра�
вой части выражения (3):
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Подставим (4) в (3) и получим:
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Из (5) необходимо выразить искомую фун�

кцию  ( )A α . Тогда получим:
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Подставив (6) в (2), получим выражение:
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Найдем предел выражения (7) при r=0:
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Тогда выражение прогиба в точке r=0 имеет
вид:
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Преобразуя выражение (15) получим
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Подставим полученное выражение (16) в (7).
Тогда
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Положим
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и подставим (18) в (17)
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Выражение (19) представляет собой иско�
мую зависимость прогиба плиты от координаты
и времени, тогда как выражение (21) есть зави�
симость относительного прогиба от параметра а,
где а определяется выражением (14).

Выводы

Таким образом, в ходе исследований, проведен�
ных в настоящей работе, было получено анали�
тическое решение о вынужденных стационар�
ных колебаниях гладкой бесконечной плиты с
расположенной на ней точечной массой, пред�
ставляющее собой зависимость амплитуды дан�
ных колебаний  W в точке с координатой r от
времени t .
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