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Аннотация. В настоящей работе излагаются новые методы решения нелинейных задач строительной
механики с использованием расчетных моделей МКЭ. К этим методам относятся: уравнения пласти�
ческого состояния, основанные на гипотезах теории пластического течения, представленные в замкну�
той аналитической форме; метод решения систем нелинейных уравнений равновесия МКЭ в форме
многошаговых итераций Ньютона – ПВР. Приведены результаты апробации ИПК «PANAMA» на
примере расчета грунтового массива. Рассмотрены варианты загружения грунтового массива через
абсолютно гибкий и абсолютно жесткий штамп. Для абсолютно жесткого штампа нагружения осуще�
ствлялись в виде вынужденных перемещений. Для абсолютно гибкого штампа рассмотрены перемен�
ные нагружения с полной разгрузкой и повторным нагружением. Выполнено сопоставление осадок
абсолютно гибкого и абсолютно жесткого фундаментов. Приведены сопоставительные  результаты
расчетов с использованием  ИПК «PANAMA» и ПК «ЛИРА».

Ключевые слова: грунтовый массив, гипотеза пластического течения, осадки, траектория
нагружения, гибкие фундаменты.
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Анотація. Наведено нові методи розв’язання нелінійних задач будівельної механіки з використанням
розрахункових моделей МГЕ. До цих методів належать: рівняння пластичного стану, засновані на
гіпотезах теорії пластичної течії, представлені в замкнутій аналітичній формі; метод розв’язання систем
нелінійних рівнянь рівноваги МГЕ у формі багатокрокових ітерацій Ньютона – ПВР. Наведено резуль�
тати апробації ІПК «PANAMA» на прикладі розрахунків ґрунтового масиву. Розглянуті варіанти заван�
таження ґрунтового масиву через абсолютно гнучкий і абсолютно жорсткий штампи. Для абсолютно
жорсткого штампу навантаження здійснювалося у вигляді вимушених переміщень. Для абсолютно
гнучкого штампу розглянуті перемінні навантаження з повним розвантаженням і повторним заванта�
женням. Виконано зіставлення осадки абсолютно гнучкого і абсолютно жорсткого фундаментів. Наве�
дено порівняльні результати розрахунків з використанням ІПК «PANAMA» і ПК «ЛІРА».

Ключові слова: ґрунтовий масив, гіпотеза пластичної течії, осідання, траєкторія навантаження,
гнучкі фундаменти.
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Abstract. Given work suggests the new methods of solving non�linear problems of structural mechanics
using the calculation model MFOE. These methods include: plastic state equations, based on hypotheses of
the plastic flow theory, given in the closed analytical form, methods of solving non�linear equation system
MFOE in the form of multi�steps Newton iterations. The results of approbation of engineering programme
complex «PANAMA» on the example of soil mass calculation have been given. The variants of soil mass
loading through absolutely flexible and absolutely rigid die have been considered. For absolutely rigid die
loadings were done in the form of forced displacements. For absolutely flexible die variable loadings with full
unloading and repeated loading have been applied. The comparison of settlements of absolutely flexible and
absolutely rigid foundations has been carried out. The comparable results of calculations using EPC
«PANAMA» and PC «Lira» have been represented.

Keywords: soil mass, the hypotheses of the plastic flow, settlements, loading path, flexible foundations.

В работах [1, 2] были предложены уравнения
пластического состояния, основанные на гипо�
тезах деформационной теории пластичности.
Основным недостатком указанных уравнений
является то, что для их реализации требуются
специальные характеристики материалов кон�
струкций и грунтов оснований. В работах [2, 4]
предложены уравнения для анализа бетонных
конструкций и грунтовых массивов в рамках
смешанной задачи теории упругости и пластич�
ности. К недостаткам этих уравнений следует
отнести невозможность разделения форм разру�
шения материала по сдвиговым и объемным де�
формациям. В связи с этим течение материала
по сдвиговым деформациям сопровождается
течением по объемным деформациям, что не по�
зволяет анализировать произвольные траекто�
рии нагружения расчетных моделей. Таким об�
разом, деформационные свойства материала
должны быть представлены минимум двумя не�
зависимыми характеристиками, например мо�
дулем сдвига и модулем объемной деформации.
При этом прочностные свойства материалов
могут быть представлены стандартными харак�
теристиками (расчетными сопротивлениями
растяжению и сжатию, удельным сцеплением и
углом внутреннего трения), трансформирован�
ными применительно к напряжениям, действу�
ющим на октаэдрических площадках.

Уравнения состояния, основанные на гипоте�
зах теории пластического течения, получены в
замкнутой аналитической форме из анализа
траекторий нагружения в шестимерных про�
странствах напряжений и деформаций и пред�
ставлены в работе [5]. Для реализации указан�
ных уравнений могут быть использованы харак�
теристики материалов, определяемые по стан�
дартным методикам.

Актуальность обсуждаемой проблемы под�
тверждается многочисленными исследования�
ми, выполненными в этом направлении в разное
время другими авторами. К ним следует отнес�
ти: автоматизированную систему научных иссле�
дований (АСНИ) «VESNA», разработанную
И. П. Бойко с соавторами [6]; программу «CON�
CORD», которую разработал С. Ф. Клованич
[7]; широко используемый в настоящее время
программный комплекс «PLAXIS» [8, 9]; иссле�
дования по теории пластичности В. В. Москви�
тина [10], Г. А. Гениева с соавторами [11] и др.

Метод Ньютона – ПВР для расчетных
моделей МКЭ

Методической основой для выполнения исследо�
ваний послужил исследовательский программ�
ный комплекс (ИПК) «PANAMA», который явля�
ется авторской разработкой в среде Visual C++.
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Расчетная модель конструкции базируется на
методе конечных элементов [12]. Используются
сингулярные конечные элементы в виде тетра�
эдров, треугольных пластин и стержней. По мне�
нию авторов, для решения нелинейных задач
корректно использовать именно сингулярные
конечные элементы, которые позволяют одно�
значно связать НДС в точках модели с уравнени�
ями пластического состояния и параметрами тра�
екторий нагружения в этих точках. Уравнения
пластического состояния базируются на гипоте�
зах теории пластического течения [5] и исполь�
зуются для анализа материала с внутренним тре�
нием согласно октаэдрической теории прочности
Мизеса–Шлейхера–Боткина. Указанные уравне�
ния имеют замкнутое аналитическое решение,
вытекающее из анализа траекторий нагружения
в шестимерных векторных пространствах напря�
жений и деформаций. Диаграмма сдвига приня�
та билинейной. Диаграмма уплотнения принята
кусочно�линейной с площадкой текучести в об�
ласти объемного растяжения. Диаграмма проч�
ности принята кусочно�линейной.

Использование сингулярных конечных эле�
ментов сопряжено с большим объемом инфор�
мации, необходимой для описания расчетной
модели с достаточной степенью точности. В свя�
зи с этим разработан метод решения систем не�
линейных уравнений равновесия, который для
своей реализации не требует сборки матрицы
жесткости всей системы. В этом методе исполь�
зуются матрицы жесткости отдельных конечных
элементов. При этом объем оперативной инфор�
мации пропорционален количеству конечных
элементов в системе. При традиционном подхо�
де, связанном со сборкой матрицы жесткости,
этот объем пропорционален квадрату кинемати�
ческой неопределимости системы. Таким обра�
зом, увеличенный объем оперативной информа�
ции, связанный с применением сингулярных ко�
нечных элементов, компенсируется компактной
формой хранения и использования в вычисле�
ниях матрицы жесткости.

Для решения системы нелинейных уравнений
равновесия использован метод Ньютона – ПВР
[13]. Этот метод модифицирован применитель�
но к расчетной схеме метода конечных элемен�
тов с использованием предложений, сделанных
в работе [14]. Модифицированный метод Нью�
тона – ПВР реализуется в форме последователь�

ных решений итерационного уравнения ПВР�
метода в циклах по узлам системы и перемеще�
ниям в этих узлах. Разрешающее уравнение пред�
ставлено формулой (1).

В уравнении (1) приняты следующие обозна�
чения: k  – номер итерации Ньютона; p – номер
ПВР�итерации; i – номер расчетного узла; q –
номер расчетного направления; s – номер конеч�
ного элемента, сходящегося в i�узле; l – номер
направления в строке матрицы жесткости; is, js,
ms, ps – номера стандартных i#j#m#p�узлов в s�м
конечном элементе; U – искомая матрица пере�
мещений; r – реакция в расчетном узле; P – узло�
вая нагрузка; ω – коэффициент релаксации, при�
нимаемый в интервале [0,1]; δ  – дискретная це�
лочисленная функция, которая принимает зна�
чения 0 или 1. Значение 1 соответствует переме�
щениям, которые в процессе (р+1)�ой ПВР�ите�
рации подвергались корректировке по формуле
(1), значение 0 соответствует перемещениям,
которые еще не корректировались
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Матрицы жесткости конечных элементов,
необходимые для реализации уравнения (1),
первоначально вычисляются для стандартных
i#j#m#p�узлов. В дальнейшем они преобразуются
с учетом циклических перестановок этих узлов
и в таком виде хранятся в оперативной памяти.
Таким образом, производные, входящие в урав�
нение (1), являются элементами одной из строк
матрицы жесткости конечного элемента. Элемен�
ты матриц перемещений также выбираются из
оперативных массивов с учетом циклических пе�
рестановок узлов. Наличие в уравнении (1) по�
правок, связанных с учетом перемещений смеж�
ных узлов конечных элементов, сходящихся в i�
узле, обеспечивает квадратичную сходимость
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ПВР�итераций [13]. Мы также в этом убедились
при выполнении численных исследований. При�
знаком сходимости итерационного процесса яв�
ляется достижение допустимого неравновесия
в узле. Итерационный метод Ньютона – ПВР
имеет локальную сходимость при достаточно
малых ступенях нагружения [13].

Апробация ИПК «PANAMA» выполнена на
примере расчета грунтового массива. Расчетная
модель грунтового массива составлена на осно�
вании шаблона в виде куба размерами 1×1×1 м,
включающего 5 тетраэдров. Общие виды расчет�
ной модели представлены на рисунках 1 и 2.

Рассмотрены варианты загружения грунтово�
го массива через абсолютно гибкий и абсолютно
жесткий штамп. Для абсолютно жесткого штам�
па нагружения осуществлялись в перемещения.
Для абсолютно гибкого штампа рассмотрены пе�
ременные нагружения с полной разгрузкой и
повторным нагружением. Количество нагруже�
ний во всех задачах – 20. Размеры подошвы фун�
дамента 4×4м. Глубина заложения фундамента
от поверхности массива 1,0 м. Размеры модели
грунтового массива 30×30×16 м. Граничные усло�
вия заданы в виде закреплений под основанием
массива и горизонтальных закреплений по нор�
мали к боковым поверхностям массива.

Грунт основания представлен суглинками со
следующими характеристиками: модуль дефор�
мации 10 МПа; коэффициент Пуассона 0,35;
удельное сцепление 20 кПа (18 кПа); угол внут�
реннего трения 22° (20°); удельный вес грунта
18 кН/м3; удельный вес частиц грунта 27,8 кН/м3;
коэффициент пористости 0,7. Здесь в скобках
указаны расчетные характеристики для первой
группы предельных состояний.

Характеристики грунта определены в одомет�
ре и срезном приборе. Грунтовые воды отсутству�
ют. Поскольку в исходных данных заданы мо�
дуль деформации и коэффициент Пуассона, в

программе эти параметры автоматически интер�
претируются как модуль сдвига и модуль объем�
ной деформации. В программе используются
инвариантные прочностные характеристики
грунта, отнесенные к октаэдрической площадке,
вычисленные по характеристикам, заданным в
исходных данных [5]. Характеристиками грун�
та, используемыми в программе, являются: мо�
дуль сдвига 3,7 МПа; модуль объемной дефор�
мации 11,1 МПа; удельное октаэдрическое сцеп�
ление 32,1 кПа; октаэдрический угол внутренне�
го трения 33°.

Для указанного грунта и параметров фунда�
мента контрольные параметры, вычисленные по
нормам на проектирование оснований, состави�
ли: расчетное сопротивление грунта R 224,8 кПа;
предельное давление P

lim 778,5 кПа.

Результаты апробации ИПК «PANAMA»

Для апробации ИПК «PANAMA» анализируют�
ся осадки фундаментов, траектории нагружения
конечных элементов, уровни нагружения КЭ и
глубины зон предельного равновесия в грунто�
вом массиве.

Осадки фундаментов представлены в виде
графиков в функции от средних давлений под
подошвой. Для гибкого штампа рассмотрены
средние, максимальные и минимальные осадки.
Выполнено сопоставление осадок абсолютно
гибкого и абсолютно жесткого фундаментов. Для
тестирования полученных результатов приво�
дятся соответствующие графики упругих осадок,
полученные в ПК Lira.

Анализ графиков на рисунках 3а и 3б позво�
ляет сделать следующие выводы.

До давлений под подошвой гибкого (ГШ) и
жесткого (ЖШ) фундамента, равных расчетно�
му сопротивлению грунта R, осадки, вычислен�
ные по упругой и упруго�пластической модели,

Рисунок 1. Конечно�элементная модель грунтового
массива.

Рисунок 2. Вертикальный разрез по центру фунда�
мента.
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практически совпадают. Совпадают также сред�
ние осадки гибкого фундамента с осадками жест�
кого фундамента при одних и тех же средних
давлениях.

Траектории нагружения в конечных элемен�
тах представлены графиками изменения коэф�
фициентов вида напряженного и деформирован�
ного состояния (коэффициенты Лоде–Надаи)
этих КЭ в процессе нагружения.

При простом нагружении (рис. 4а) напряжен�
ное состояние в центральной точке под фундамен�
том тяготеет к сжатию, а в угловой точке – к сдвигу.
При этом коэффициенты вида напряженного
(Mus) и деформированного (Mue) состояния в
процессе нагружения совпадают. Это подтверж�
дает гипотезу о коллинеарности векторов полных
сдвиговых напряжений и деформаций при про�
стом нагружении, используемую в деформаци�
онной теории пластичности Ильюшина [15].

Уровни нагружения конечных элементов ис�
следованы в центральных и угловых точках фун�
даментов. Результаты исследований представле�
ны в виде графиков зависимости уровней на�
гружения от средних давлений под подошвой
фундаментов. Под уровнем нагружения здесь
понимается отношение интенсивности напряже�
ний к максимальному значению интенсивности
напряжений, характеризующему прочность ма�
териала.

Конечный элемент в угловой точке под гиб�
ким штампом (рис. 5а) переходит в стадию пла�
стического течения при средних давления под
подошвой 0,9 R. Конечный элемент в централь�
ной точке переходит в стадию пластического те�
чения при средних давлениях под подошвой 2,7 R
или 0,8 Plim.

Повышенная прочность основания в центре
гибкого фундамента объясняется более высоким

Рисунок 3. Осадки основания: а) при простом нагружении; б) при переменном нагружении.
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уровнем средних сжимающих напряжений в
грунте в этой зоне. Таким образом, разрушение
основания под гибким фундаментом начинает�
ся с угловых точек при средних давлениях под
подошвой, близких к R. Последнее согласуется
с соответствующими аналитическими решени�
ями задачи о нагружении основания гибким
штампом. Уровень нагружения в центре гибкого
фундамента несколько уменьшается при разгруз�
ке и при повторном нагружении возрастает до
значений, соответствующих простому нагруже�
нию (рис. 5б). В угловой точке разгрузка начи�
нается из стадии пластического течения. При
этом уровень нагружения КЭ убывает до мини�
мального значения, а затем начинает возрастать
еще до полной разгрузки.

При повторном нагружении уровень нагру�
жения КЭ возрастает практически по траекто�
рии разгрузки. Таким образом, разгрузка из
зоны пластического течения приводит к смеще�
нию начала вторичного пластического течения
КЭ в область больших средних давлений под
подошвой фундамента.

Глубины зон пластического течения иллю�
стрируются в форме наиболее характерных эта�
пов развития зон пластического течения в грун�
товом массиве при разных типах фундаментов.
На рисунках отображается мозаика уровней на�
гружения в интенсивностях красного цвета. Мо�
заики построены на вертикальном разрезе по ри�
сунку 2.

После полной разгрузки гибкого фундамен�
та в его основании присутствуют зоны остаточ�
ных напряжений и деформаций (рис. 6а). При
этом образуются зоны предельного равновесия
за счет сложных траекторий нагружения КЭ при
разгрузке. Уровень остаточных деформаций бли�
зок к предельному.

Выводы

1. Численные исследования подтвердили эф�
фективность использования исследователь�
ского программного комплекса (ИПК) «PA�
NAMA» для решения нелинейных задач стро�
ительной механики. Применение сингуляр�
ных конечных элементов позволяет более
точно описывать траектории нагружения в
точках расчетной модели при сложных нагру�
жениях. Вторичные ПВР�итерации по фор�
муле (1) обладают квадратичной сходимо�
стью. Сходимость итераций Ньютона всегда
может быть достигнута при задании доста�
точно малых ступеней нагружения. Компакт�
ная форма хранения в оперативной памяти
матриц жесткости отдельных конечных эле�
ментов обеспечивает возможность решения
достаточно сложных инженерных задач.

2. ИПК «PANAMA» протестирован с ПК «ЛИ�
РА», о чем свидетельствуют равные осадки
фундаментов в упругой стадии работы осно�
вания. ИПК «PANAMA» по своим возмож�
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Рисунок 5. Нагружение гибкого фундамента: а) простое; б) переменное.
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чине применение для анализа переменных
нагружений строительных конструкций ме�
тодов упругих решений является концепту�
ально некорректным.

4. Результаты нелинейных расчетов строитель�
ных конструкций и оснований рекомендует�
ся анализировать с использованием обобщен�
ных безразмерных параметров, таких как
уровень нагружения, уровень деформирова�
ния и др., которые характеризуют степень
приближения конструктивных элементов к
предельным состояниям. Это позволяет от�
казаться от анализа громоздких и трудно вос�
принимаемых эпюр простых напряжений и
деформаций. Особенно это может оказаться
продуктивным для анализа работы железо�
бетонных конструкций, например, по крите�
риям приближения к предельной сжимаемо�
сти бетона или предельной растяжимости
стали.

ностям сопоставим с зарубежными аналога�
ми, например с ПК «PLAXIS». Кроме этого,
он имеет неоспоримые преимущества, так как
позволяет рассчитывать не только грунтовые
массивы, но и бетонные, железобетонные, ка�
менные и металлические конструкции. При
этом для всех материалов используется еди�
ная теория прочности, основанная на уравне�
нии Мизеса–Шлейхера–Боткина.

3. Переменное нагружение оказывает негатив�
ное влияние на работу оснований, фундамен�
тов и строительных конструкций. При таких
нагружениях в конструкциях развиваются
зоны остаточных напряжений и деформаций,
которые при повторном нагружении способ�
ствуют увеличению зон пластического тече�
ния. Траектории нагружения при переменных
нагрузках характеризуются существенным
расхождением векторов полных сдвиговых
напряжений и деформаций. По этой при�

а) Гибкий фундамент Жесткий фундамент

Среднее давление 0,71 R. Среднее давление 0,72 R.

Среднее давление 1,78 R. Среднее давление 1,76 R.

Среднее давление 0,00 R. Среднее давление 4,12 R (1,19 P
lim

).
Полная разгрузка.

Среднее давление 0,00 R.
Уровень деформирования.

Рисунок 6. Зоны пластического течения в грунтовом массиве при: а) гибком фундаменте; б) жестком фунда�
менте.
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здатності і методів їх розрахунку на основі гіпотез нелінійної геомеханіки та теорії будівельних конструкцій.
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