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Аннотация. Представлены результаты анализа напряженно�деформированного состояния двутавро�
вой предварительно напряженной сборной железобетонной балки, математическое моделирование ко�
торой выполнено средствами механики деформируемого твердого тела. Учтены предшествующие на�
гружению длительные деформации, обусловленные предварительным напряжением, упруго�пласти�
ческое деформирование и образование трещин при основном нагружении. Приняты модели деформиро�
вания материалов:  до образования трещин – деформационная теория пластичности  плосконапряжен�
ного бетона Круглова�Козачевского (она учитывает упруго�пластический характер объемного и сдви�
гового деформирования) и полных диаграмм деформирования арматуры; после образования трещин –
модель Карпенко для железобетона (учитывает такие эффекты, как неравномерность распределения
деформаций вдоль оси арматурного стержня, пересекающего трещину, особенности деформирования
полосы бетона между трещинами, нагельный эффект в арматуре, симметрию тензора усилий в железо�
бетоне при несимметричных тензорах усилий в арматуре и бетоне раздельно и др.). Применен метод
неполной дискретизации в форме метода исходных уравнений Милейковского; он приводит к гранич�
ной задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, решаемой вы�
сокоэффективным методом Годунова.

Ключевые слова: железобетонная двутавровая балка, бетон, арматура, напряжения, деформации,
трещины, ползучесть, упруго�пластические деформации, неравномерность распределения
деформаций, нагружение, прогиб.
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Анотація. Наведені результати аналізу напружено�деформованого стану двотаврової попередньо на�
пруженої збірної залізобетонної балки, математичне моделювання якої виконано засобами механіки
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деформованого твердого тіла. Враховані передуючі навантаженню тривалі деформації, зумовлені  попе�
реднім напруженням, пружно�пластичне деформування та утворення тріщин під час основного наван�
таження. Прийнято моделі деформування: до утворення тріщин – деформаційна теорія пластичності
плоско напруженого бетону Круглова�Козачевського (вона враховує пружно�пластичний характер
об’ємного та зсувного деформування) та повних діаграм деформування арматури; після утворення
тріщин – модель Карпенка для залізобетону (враховує такі ефекти, як нерівномірність розподілу дефор�
мацій уздовж осі арматурного стержня, що перетинає тріщину, особливості деформування смуги бето�
ну між тріщинами, нагельний ефект у арматурі, симетрію тензора зусиль у залізобетоні при несимет�
ричних тензорах зусиль у арматурі та бетоні окремо та ін.). Застосовано метод неповної дискретизації
у формі методу вихідних рівнянь Мілейковського; він приводить до граничної задачі для системи зви�
чайних диференційних рівнянь першого порядку, яка розв’язується високоефективним методом Году�
нова.
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повзучість, пружно�пластичні деформації, нерівномірність розподілу деформацій, навантаження,
прогин.
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Abstract. The article presents the results of analysis of the stress�strain state of prestressed precast reinforced
concrete I�beam, the mathematical modeling of which was carried out by means of mechanics of a deformable
solid. The long�term deformations preceding loading due to prestressing, elastic�plastic deformation, and
the formation of cracks under the main loading are taken into account. Models of material deformation are
accepted: before cracking – deformation theory of plasticity of flat�stressed concrete by Kruglov�Kozachevsky
(it takes into account the elastic�plastic nature of volumetric and shear deformation) and full deformation
diagrams of reinforcement; after crack formation – Karpenko’s model for reinforced concrete (it takes into
account such effects as uneven distribution of deformations along the axis of the reinforcing bar crossing
the crack, the peculiarities of deformation of the concrete strip between cracks, the pin effect in the
reinforcement, the symmetry of the force tensor in reinforced concrete with asymmetric stress tensors in
reinforcement and concrete separately, etc.). The method of incomplete discretization is applied in the form
of the method of the original Mileikovsky equations; it leads to a boundary value problem for a system of
ordinary differential equations of the first order, solved by the highly efficient Godunov method.

Keywords: reinforced concrete I�beam, concrete, reinforcement, stresses, deformations, cracks, creep,
elastoplastic deformations, uneven distribution of deformations, loading, and deflection.

Формулировка проблемы

Расчет железобетонных балок в соответствии с
действующими нормами различных стран выпол�
няется на основе стержневой модели. Такой под�

ход применяется и многими исследователями.
Это затрудняет адекватный учет таких факторов,
как особенности поведения железобетона после
образования трещин, неодноосный характер



161Численный анализ напряженно%деформированного состояния двутавровой предварительно ...

напряженного состояния в некоторых зонах стер�
жня, наличие этапов нагружения различной дли�
тельности и некоторых других факторов.Проб�
лема может быть преодолена выполнением ана�
лиза напряженно�деформированного состояния
балки с позиций механики деформируемого
тела; попытки такого анализа предпринимались
и ранее, в основном, с использованием компью�
терных программ, реализующих МКЭ и исполь�
зующих те или иные модели деформирования
железобетона, но не специальный вариант дефор�
мационной пластичности плосконапряженного
бетона, обладающий большим количеством па�
раметров для согласования с эмпирическими
данными. В настоящей статье предлагается один
из путей решения этой проблемы и оценивается
целесообразность его реализации.

Анализ публикаций по теме исследования

Действующие нормы проектирования, напри�
мер, [1, 2], а также большое количество исследо�
вателей, перечисление которых практически не�
возможно (приведем в качестве отдельных при�
меров работы [3–5]), развивают стержневую
модель , включая гипотезы прямой нормали и
одноосного деформирования. В рамках этой мо�
дели учет многих факторов, таких как некоторые
особенности поведения бетона и железобетона
после образования трещин, двух�, а иногда и тре�
хосный характер напряженного состояния в зоне
приложения поперечной нагрузки (местные
силы, в особенности приложенные в пределах
высоты сечения, опорные реакции и т. п.), рез�
кое изменение сечения (например, в зоне подре�
зок и в некоторых других случаях), несинхрон�
ное приложение нагрузок, часть которых имеет
различную длительность, затруднен или невоз�
можен. В связи с этим было выполнено множе�
ство исследований, опиравшихся на численный
анализ напряженно�деформированного состоя�
ния балки на основе моделей механики дефор�
мируемого твердого тела. Как правило, на самой
ранней стадии использовалась модель изотроп�
ного упругого тела, затем модифицированные
для учета особенностей поведения и материала
деформационная теория пластичности, теория
течения, теория рассеянной поврежденности,
модели механики разрушения. Таких работ так�
же было чрезвычайно много; укажем на некото�
рые примеры: исследования, использующие

вслед за Вестергаардом, блочную модель (рабо�
та [8] и ее сильные обобщения [9, 10], исследо�
вания, использующие дискретизацию МКЭ [7,
11–13]). Исследования [7] используют опираю�
щиеся на богатый экспериментальный материал
модели деформирования бетона до образования
трещин и железобетона – после их образования.
Работа [13] и последние три работы демонстри�
руют интерес к усложненным моделям поведе�
ния материала, предлагаемым механикой разру�
шения, моделям, описывающим реакцию бетона
на неоднократное нагружение, и моделям рассе�
янной поврежденности.

Метод неполной дискретизации, предло�
женный в [14], используется в [15] (поэтому его
механический аналог известен как модель Вла�
сова�Канторовича); он модифицирован в [16]
(метод исходных уравнений Милейковского).
Его вариант, ориентированный на возможность
выполнения анализа многосвязных складчатых
систем в сочетании с различными моделями де�
формирования материала, был развит в иссле�
дованиях, последние из которых представлены
в [17, 18]. Линеаризация полученной математи�
ческой модели конструкции выполнялась моди�
фицированным методом Ньютона, преобразо�
ванном в [17, 18]; там же несколько преобразо�
ваны исходные модели деформирования мате�
риалов.

Затем этот подход был использован в [19–21]
для анализа напряженно�деформированного со�
стояния железобетонных балок с концентратора�
ми напряжений (с дефектами). В [17–21] исход�
ными моделями деформирования материалов
являются: модель Круглова�Козачевского для
сплошного бетона до образования трещин, модель
Карпенко – для железобетона после образования
трещин в бетоне, для арматуры используются
полные диаграммы деформирования. На этой
основе в ДонНАСА была разработана компьютер�
ная программа «ПРОРАБ».

Изложение основного материала

В настоящей работе представлены результаты
численного анализа напряженно�деформиро�
ванного состояния сборной железобетонной
предварительно напряженной двутавровой
стропильной балки СБЭ�18�2 серии Е�803 на
различных этапах: создания предварительного
напряжения, нагружения собственным весом,



162 В. М. Левин, Л. В. Стеблянко

нагружения дополнительной (испытательной)
нагрузкой на четырех шагах.

Исследуемая балка (рис.1) – двускатная, из�
готовлена из бетона с прочностью на сжатие
33 МПа в момент передачи предварительного
напряжения и 38 МПа при испытании, предва�
рительно напряженная продольная арматура
класса АIV (в расчете применялся аналог А800)
площадью поперечного сечения 3,81 см2 (рис. 1),
Способ натяжения – на упоры силового пола.

Для получения сопоставимых данных о не�
сущей способности рассматриваемой конструк�
ции в расчете использованы прочностные харак�
теристики материалов, которые соответствуют
примененным в испытании балки. Для бетона
прочность на сжатие, соответствующая услов�
ному классу бетона В38, арматуры – по диаг�
рамме деформирования арматуры класса А800
(рабочая арматура полок балки – напрягаемая
и ненапрягаемая) и арматуры А400 (попереч�
ная арматура и ненапрягаемая арматура стенки
балки).

В результате расчета для различных уровней
нагружения на стадиях до и после образования
трещин получены: деформации бетона и арма�
туры, напряжения в бетоне и в арматуре, проги�
бы балки.

Распределение продольных линейных отно�
сительных деформаций по высоте нормального
сечения в середине пролета показаны на рис. 2.

Эпюры этих деформаций при нагружении
собственным весом и предварительным напря�
жением после реализации вторых потерь (обо�
значено G+P(2)) и в процессе приложения до�
полнительного испытательного нагружения
вплоть до образования трещины в этом сечении
(включая момент сразу после образования пер�
вой трещины) при уровнях нагружения, харак�
теризуемых величинами изгибающего момента
в середине пролета 0,32M

u и 0,34Mu, или, соот�
ветственно, около 0,95Mcrc и Mcrc, где Mu – пре�
дельный изгибающий момент в этом сечении,
показаны на рис. 2а, а в процессе приложения
дополнительного испытательного нагружения
после образования трещины в этом сечении
вплоть до разрушения при уровнях нагружения,
характеризуемых величинами изгибающего мо�
мента в середине пролета 0,34Mu = Mu, 0,5Mu,
0,75Mu, Mu – на рис. 2б.

На рис. 2а показано распределение деформа�
ций в сплошной (без трещин) балке при нагру�

Рисунок 1. Стропильная балка СБЭ�18�2: а) общий
вид балки, принятый в расчете; б) диаграммы дефор�
мирования арматуры.

жениях G+P(2) и 0,32Mu, которое, как легко
усмотреть, хорошо описывается гипотезой пря�
мой нормали, и распределение максимальных (в
сечении с трещиной) деформаций при нагруже�
ниях 0,34Mu = Mcrc, где видно увеличение де�
формаций в сечении по трещине, которая про�
никла в тело балки приблизительно на 350 мм.

а)

б)
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Деформации на рис. 2б показаны только для не�
треснувшей части сечения, они также хорошо
подчиняются гипотезе прямой нормали.

Эпюры нормальных напряжений в бетоне в
этом же сечении показаны на рис. 3а (при нагру�
жении G+P(2) и дальнейшем нагружении до
уровней 0,5Mcrc, 0,95Mcrc и Mcrc), и на рис. 3б (при

а)

Рисунок 2. Горизонтальные деформация в верти�
кальном сечении (середина балки): а) до образова�
ния трещины в середине балки; б) после образования
трещин до разрушения.

б)

Рисунок 3. Напряжения в бетоне в вертикальном
сечении (середина балки): а) до образования трещи�
ны в середине балки; б) после образования трещин
до разрушения.

а)

б)
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нагружении до уровней 0,5Mu, 0,75Mu, Mu). Уро�
вень  0,5Mcrc (рис. 3а) приблизительно соответ�
ствует уровню погашения обжатия нижнего во�
локна балки; на этом же рисунке на эпюре напря�
жений при уровне нагружения, характеризуемом
изгибающим моментом 0,95Mcrc, виден участок
сечения высотой около 90 мм, где реализовалась
нисходящая ветвь диаграммы растяжения бето�
на, а на эпюре при изгибающем моменте Mcrc, уча�
сток в пределах 350…400 мм от нижней грани –
нисходящая ветвь этой эпюры, на участке в пре�
делах 150…350 мм – напряжения. отвечающие
работе остаточных нормальных связей зацепле�
ния берегов трещины, и, наконец, на участке
0…150 мм – отсутствие каких�либо напряжений
вследствие разрушения указанных связей. На
рис. 3б на эпюре, соответствующей предельному
состоянию по несущей способности, виден учас�
ток реализации нисходящей ветви диаграммы
сжатия бетона.

Распределение нормальных напряжений в
продольной арматуре при нагружении балки
вплоть до момента сразу после образования тре�
щины в сечении посредине пролета показано на
эпюрах на рис. 4а. Эти эпюры показаны непре�
рывными линиями, имея в виду наличие кон�
структивной продольной арматуры, распреде�
ленной по высоте балки. Анализ показал, что
усилие предварительного напряжения, как и
предполагает [1], до образования трещины вы�
зывает деформирование балки как сплошного
стержня, подчиняющегося гипотезе прямой нор�
мали; после образования трещины усилие в пред�
варительно напряженной арматуре возросли в
сечении с трещиной вследствие неравномернос�
ти их распределения вдоль стержня в зоне оди�
ночной трещины или на шаге трещин после об�
разования их системы, а также вследствие более
заметной концентрации предварительных напря�
жений в предварительно напряженной арматуре
после образования трещины.

На рис. 4б показан график изменения напря�
жений в напрягаемой арматуре по мере роста на�
грузки. На нем виден скачок в зоне сечения, где
относительный пролетный момент равен 0,3, что
отражает скачкообразное снижение пластиче�
ского момента сопротивления сечения балки пос�
ле образования первой трещины. До образования
трещины график практически линеен (вследствие
нелинейности диаграммы деформирования

Рисунок 4. Напряжения в арматуре в вертикальном
сечении (середина балки): а) вплоть до образования
трещины в середине балки; б) изменение напряже�
ний в напрягаемой арматуре по мере роста нагрузки.

а)

б)
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бетона пластический момент сопротивления се�
чения балки снижается, но не настолько, чтобы
заметно отразиться на графике); после образо�
вания трещин график вначале искривляется
вследствие образования сгущающейся системы
трещин (пластический момент сопротивления
сечения балки заметно снижается на каждом
шаге нагружения), а затем шаг трещин стабили�
зируется и падение пластического момента со�
противления сечения балки замедляется.

График изменения прогиба балки всередине
пролета по мере нагружения показан на рис. 5.
Он состоит из трех участков; на первом график
практически линеен, как и график изменения
напряжений в преднапряженной арматуре, на
втором он слабо искривлен в сторону меньших
прогибов, на третьем, почти вертикальном, уча�
стке график отражает лавинообразное нараста�
ние прогиба. Нанесенные на график эксперимен�
тальные точки хорошо отвечают данным расче�
та.

Для оценки адекватности программы ре�
зультаты расчета были сопоставлены с резуль�
татами испытания описанной выше балки [22].

Отклонение расчетных значений параметров
состояния от экспериментальных составили: по

нагрузке образования трещин в середине балки –
11,9 %, по разрушающей нагрузке – 4,22 %, для
прогибов при контрольной нагрузке (0,5М

u), от�
личие – 23,4 % или (40,0–30,7 = 9,3 мм).Также
выполнено сопоставление момента внутренних
сил бетона и арматуры в вертикальном сечении
балки, с моментом от внешней нагрузки (рис. 6,
табл. 1 и табл. 2), расчетное отклонение состави�
ло 0,07 %.

Сопоставление предельного момента пролет�
ного сечения как момента внутренних сил с из�
гибающим моментом, определенным в процес�
се испытания балки по предельной испытатель�
ной нагрузке как момент внешних сил, показа�
ло, что они практически совпали.

Естественно, единичное сопоставление не дает
оснований для суждения об оценке погрешности
расчетов, обеспечиваемой программой, но бли�
зость результатов расчетного и эксперименталь�
ного определения различных параметров состоя�
ния балки дает основание говорить об определен�
ной адекватности всей совокупности используе�
мых ею моделей деформирования и разрушения
материалов и методов анализа напряженно�де�
формированного состояния конструкции.

Заключение

1. Приведенные в работе результаты численно�
го анализа напряженно�деформированного
состояния двутавровой предварительно�на�
пряженной железобетонной балки и их со�
поставление с экспериментальными данными
свидетельствуют о достаточной адекватно�
сти принятых в алгоритме, реализованном в
программе «ПРОРАБ», моделей деформиро�
вания материала и методов анализа получен�
ной математической модели железобетонной
конструкции (метод неполной дискретиза�
ции как метод дискретизации области и мо�
дифицированный метод Ньютона как метод
линеаризации нелинейной математической
модели конструкции).

2. Выполненный в настоящей работе анализ вы�
явил основные особенности процесса форми�
рования напряженно�деформированного со�
стояния исследованной балки (моменты из�
менения характера нарастания деформаций,
напряжений и перемещений; вид эпюр дефор�
маций и напряжений в нормальном сечении).

Рисунок 5. Прогиб середины балки по шагам на�
грузки, м.
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3. Представляется целесообразным дальней�
шее развитие продемонстрированного в ра�
боте подхода (обогащение библиотеки мо�

делей деформирования материалов, введе�
ние в нее моделей работы контакта бетон�
арматура и др.).

Таблица 1. Момент внутренних сил в бетоне

n Yi σbi Nbi = Fi·t Hi Mb = Nbi·Hi  
0 1,49 31,44 0 0 0  
1 1,36 35,41 1,30 1,33 1,73  
2 1,30 31,50 0,60 1,23 0,74  
3 1,25 26,72 0,44 1,18 0,51  
4 1,20 18,61 0,34 1,13 0,38  
5 1,14 5,12 0,21 1,07 0,23  
    ∑Mbi 3,59 МНм 

Таблица 2. Момент внутренних сил в арматуре

n Frfi σrfi Nrf = Frfi·σrfi Hi Mb = Fi·t·Hi  
1 1,01E–03 549,8 0,554 1,355 0,75  
2 1,48E–04 234,75 0,035 1,27 0,04  

    ∑Mrfi 0,79 МНм 

    Mb+Mrf = 4,387 МНм 
    Mu 4,390 МНм 

    ∆, % –0,07  

Рисунок 6. Схема определения момента внутренних сил в вертикальном сечении относительно центра тяжес�
ти растянутой арматуры: а) в бетоне сжатой зоны; б) в арматуре.

а) б)
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