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Аннотация. В статье изложены основы кинематики упругого колеса мобильного транспортного средства
в задачах устойчивости. Рассматривается кинематика упругого колеса, которое снабжено упругими
шинами и жестко посажено на общую ось, вместе с которой свободно вращается в подшипниках тяги с
определённой угловой скоростью, и перекатывается по плоскости. Тяга движется с заданной скоростью
прямолинейно и расстояние её от горизонтальной плоскости постоянно. Из�за податливостей шин
колес ось колеса поворачивается относительно продольной оси, совпадающей с направлением оси
тяги, и поворачивается на угол вокруг оси колеса, что, в свою очередь, вынуждает колесо поворачивать�
ся в целом вокруг вертикальной оси. Соотношения, полученные из расчётной схемы и вышеописанного
физического процесса, позволили получить функциональные зависимости между кинематическими
параметрами движущегося упругого колеса, которые положены в основу системы уравнений Лагранжа
или Эйлера, для решения важных для практики задач устойчивости движения.

Ключевые слова:  скат, кинематика, колесо, шины, подшипники, тяги, устойчивость, динамика, прицеп,
плоскость качения, координаты, матрица, транспортное средство, движение, угловая скорость.
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Abstract. The article outlines the basics of the kinematics of the elastic wheel of a mobile vehicle in stability
problems. We consider the kinematics of an elastic wheel, which is equipped with elastic tires and is rigidly
mounted on a common axis, with which it rotates freely in traction bearings at a certain angular velocity and
rolls along the plane. The rod moves at a given speed in a straight line and its distance from the horizontal
plane is constant. Due to the compliance of the wheel tires, the wheel axis rotates relative to the longitudinal
axis, coinciding with the direction of the traction axis, and rotates at an angle around the wheel axis, which,
in turn, forces the wheel to rotate as a whole around a vertical axis. The relationships obtained from the
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calculation scheme and the above�described physical process made it possible to obtain functional relationships
between the kinematic parameters of a moving elastic wheel, which form the basis of the system of Lagrange
or Euler equations for solving problems of motion stability that are important for practice.

Keywords: ramp, kinematics, wheel, tires, bearings, rods, stability, dynamics, trailer, rolling plane, coordi�
nates, matrix, vehicle, motion, angular velocity.

Введение

Основными задачами автомобилестроения –
являются повышение надежности и безопасно�
сти автомобилей, сокращение трудоемкости
технического обслуживания, повышение топ�
ливной экономичности и экологичности транс�
портных средств. При функциональном проек�
тировании автотранспортных средств одной из
ключевых задач является определение физики
процессов движения и управления автомобилем,
взаимодействия с внешней средой, изучение харак�
теристик его механизмов и систем [1–4]. Эксплуа�
тационные свойства автомобиля связанные с
движением, и к ним предъявляют специфиче�
ские требования, к отдельным системам и узлам,
непосредственно связаны с конструкцией узлов
и систем автомобиля, поэтому на начальном эта�
пе проектирования особое внимание уделяют
анализу конструктивных решений и их влиянию
на показатели эксплуатационных свойств. К ним
выделяют: тягово�скоростные, топливная эконо�
мичность, тормозные свойства, управляемость
и маневренность, устойчивость, проходимость,
плавность хода [5–7].

Актуальность работы

С момента появления автомобильного транспор�
та, в машиностроительной области, возникла за�
дача обоснования природы сил сцепления сис�
темы «колесо – поверхность дороги». Данная
проблема была рассмотрена специалистами в об�
ласти механики, триботехники и математики,
которые искали ответ в виде решения контакт�
ных задач, позволяющих определить устойчи�
вость мобильного транспортного средства для пе�
ревозки грузов с учетом кинематики упругого
колеса при движении [8, 9].

Цель и задачи исследования

Целью работы является решение задач установле�
ния связи угловых скоростей тяги при заданных

значениях параметров и при условии отсутствия
тангенциальных скольжений колес.
Задачи работы – определить устойчивость мо�
бильного транспортного средства для перевозки
грузов с учетом кинематики упругого колеса при
движении.

Основная часть

В  статье представлена математическая модель
взаимодействия колеса и поверхности дороги с
учетом кинематики упругого колеса, которое
снабжено упругими шинами и жестко посажено
на общую ось, вместе с которой свободно враща�
ется в подшипниках тяги с определённой угло�
вой скоростью и перекатывается по плоскости.
Тяга движется с заданной скоростью прямоли�
нейно и расстояние её от горизонтальной пло�
скости постоянно. Из�за податливостей шин ко�
лес ось колеса поворачивается относительно
продольной оси, совпадающей с направлением
оси тяги, и поворачивается на угол вокруг оси коле�
са, что, в свою очередь, вынуждает колесо повора�
чиваться в целом вокруг вертикальной оси [10–14].

Рассмотрим кинематическую схему. На ри�
сунке 1 изображен скат, колеса которого снаб�
жены упругими шинами (например, пневмобал�
лонами) и жестко посажены на общую ось C

1C2,
вместе с которой свободно вращаются в подшип�
никах тяги DC с угловой скоростью ϕ и перека�
тываются по плоскости.

Точка D тяги движется с заданной V
D
 скорос�

тью, прямолинейно и отстоит от горизонтальной
плоскости на постоянном расстоянии h. Из�за
податливостей шин колес ось ската поворачива�
ется относительно продольной оси, совпадающей
с направлением оси тяги DC на угол α и повора�
чивается на угол β  вокруг оси ската, что в свою
очередь вынуждает скат поворачиваться  в це�
лом вокруг вертикальной оси на угол γ.

Вопрос состоит в том, чтобы установить связь
угловых скоростей α, β, γ, ϕ  со скоростью точки
D тяги V

D
  при заданных значениях параметров

.

. . . .

→



169Основы устойчивости мобильного транспортного средства для перевозки грузов с учетом кинематики...

r, b, l, h и при условии отсутствия тангенциаль�
ных скольжений колес. Такого рода задачи воз�
никают при изучении динамики различных
транспортных средств, в том числе прицепов,
широко используемых в настоящее время для пе�
ревозки грузов. Рассматривая тягу вместе со ска�
том как единое твердое тело, отвлекаясь пока от того
обстоятельства, что фактически данная система
представляет собой композицию двух взаимно
подвижных тел, введем систему углов Крылова:
α – крен, β – тангаж, γ – рысканье.

На представленном рисунке эти углы изоб�
ражены, так сказать, в их «проекциях» на соот�
ветствующие координатные плоскости подвиж�
ной системы  zyx ′′′ . Начало этой системы совме�
стим с точкой C тяги, являющейся также общей
и для оси ската. Подвижную ось x направим
вдоль тяги DC, ось y  – вдоль оси ската, z – пер�
пендикулярно тяге DC, чтобы система zyx ′′′ яв�
лялась правой. На рис. 1, a – изображен скат в
исходном, невозмущенном состоянии; показаны
также две оси неподвижной системы координат
x и y (ось z направлена перпендикулярно плоско�
сти рисунка). Начало координат находится на
плоскости качения.

В данном состоянии неподвижные оси x, y па�
раллельны соответствующим осям x, y, а ось z
совпадает с z. В силу принятых оговорок точка D
тяги движется прямолинейно вдоль оси x, то есть
расстояние от этой точки до плоскости сохраня�
ется постоянным, равным h.

Таким образом, в неподвижной системе точ�
ка D имеет координаты x

D
(t), 0, h (здесь x

D
(t) –

некоторая функция от времени и в данной зада�
че не играет существенной роли).

Введем в рассмотрение радиус�векторы r
Ck

(k = 1, 2),  направленные от точки C к точкам Ck, и
радиус�вектор r

D
 , направленный из точки C в

точку D. Очевидно, (рис. 1, a, c) в подвижной
системе zyx ′′′  эти векторы представляются в виде:

                                                              ,                   (1)

где  ji ′′
rr

, – орты соответствующих осей x, y. Здесь
и далее верхний знак (в данном случае «плюс)
соответствует k = 1, а нижний – k = 2.

Эти же векторы в проекциях на неподвижные
оси представим в виде:

                                                                                 (2)

причем проекции r
Ckx

, r
Cky, 

r
Ckz 

и r
Dx

, r
Dy

,  r
Dz

 опреде�
ляются с помощью известных формул преобра�
зований и с учетом формулы (1):

                                                                        ,

                                                                                 (3)

                                                                       .
Матрица направляющих косинусов A

ij 
для

углов Крылова в силу принятых на рисунке 1 , d уг�
лов имеет вид, который представлен в формуле (4).

Рисунок 1 – Колесный скат с упругими шинами.
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Несложные вычисления согласно формул (3), и
с учетом формулы (4) приводят к выражениям:
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Определим также координаты всех поимено�
ванных точек, используя формулы преобразова�
ния проекций векторов, которые с учетом фор�
мул (5) записываются в виде:
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Как было оговорено выше, xD = xD(t), yD = 0,
zD = h, и поэтому с помощью полученных соотно�
шений будем иметь:
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Из этих выражений особый интерес представ�
ляет zCk, так как это фактически является рас�
стояние от точек  Ck до плоскости качения. Сле�
довательно, как видно из рис 1, b,

                               αcoskCk rz = ,

где  rk – «радиус качения» k�го колеса.
Отсюда находим с учетом формул (5) и (6) зна�
чение:

                         

 
αcos
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Скорости точек Ck и D в проекциях на непод�

вижные оси по формуле rVv C ′×Ω+=
rrrr , в которой

вектор  r
r′по сути дела есть векторы rCk или r

D
,

представленные своими проекциями на подвиж�
ные (1) и неподвижные (2) оси координат. Если
использовать их проекции на неподвижные оси,
то есть (5), то и вектор Ω нужно представлять в
проекциях на эти же оси. Поэтому воспользуем�
ся для записи вектора Ω выражениями:
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Тогда в матричной форме получим:
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Во втором из этих матричных равенств учтем,
что согласно с условиями задачи:

                        0,0, === DzDyDDx VVVV ,

и поэтому:
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Теперь рассмотрим вращение колес ската в

подвижной системе координат zyx ′′′ . Очевидно,
в этой системе колеса имеют лишь одну степень
свободы – поворот вокруг оси y на угол ϕ.  То
есть, в данном случае, имеем чистое вращение
тела в неинерциальной системе координат.

Абсолютная скорость точек этого тела (ско�
рость в проекциях на неподвижные оси) опреде�
ляется формулой:

                                 rjVv C
r

&
rrrr ′×′+Ω+= )( ϕ ,           (10)

где r
r′– радиус�вектор произвольной точки вра�

щающихся колес.
С помощью формулы (10) запишем выражения

для абсолютных скоростей точек контакта колес с
плоскостью качения (точки P

k 
на рис. 1, b), под�

ставив сюда вместо CV
r

вектор  CkV
r

, проекции кото�
рого определены соотношением (9), а вместо rr′–
вектор  Pkrr  , направленный из точки C

k 
 в точку P

k 
.

Но для этого сперва учтем, что:
                         kAjAiAj

rrrr
322212 ++=′  ,               (11)

а радиус�вектор  Pkrr rr
=′   в неподвижных коорди�

натах представляется в записи:

                            krjrirr PkzPkyPkxPk

rrrr
++=  ,          (12)

где обозначено:
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 где i нумерует строки, а j � столбцы приведенной матрицы.

(4)
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→
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Подставляя выражения (12), (11) и (9) в (10),
получим:

 

,
0

0
0

0
0

0

0
0

1222

1232

2232

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

+

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
+−

+−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΩΩ−
Ω−Ω

ΩΩ−

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Pkz

Pky

Pkx

PkzDzCkz

PkyDyCky

PkxDxCkx

xy

xz

yzD

Pkz

Pky

Pkx

r
r
r

AA
AA

AA

rrr
rrr
rrrV

V
V
V

ϕ&
(14)

Так как достоверно известно, что проекция ско�
рости точки P

k 
 на вертикальную ось z тождествен�

но равна нулю (плоскость качения считается не�
деформируемой), то из формулы (14) следуют
два равенства:

 
).2,1()(

)()(

1222 =−=
=+−Ω−+−Ω

krArA
rrrrrr

PkyPkx

PkxDxCkxyPkyDyCkyx
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Далее, представим компоненты скорости точек кон�
такта VPkx и  VPky в форме разложений по двум на�
правлениям – параллельно плоскости соответствую�
щего колеса и в перпендикулярном направлении.
Обозначим эти составляющие соответственно
символамиVtk (тангенциальная скорость) иVlk

(боковая или латеральная скорость).
Из рис. 1 легко установить, что:

                   
 

γγ

γγ

cossin

,sincos

PkyPkxlk

PkyPkxtk

VVV

VVV

+−=

+=
           (16)

(здесь положительные направления Vtk и Vlk  совпа�
дают с направлениями соответственно осей x и y ).
Подставляя VPkx и  VPky , вычисленные с помощью
(15), в (16), получим формулы – (17), (18), (19).

Для отсутствия тангенциального скольжения
колес необходимо и достаточно равенство ну�
лю тангенциальной скорости, то естьVtk = 0 .  Это
означает, что через точки   проходит мгновенная
ось вращения ската. Итак, два уравнения, полу�
ченные с помощью (17), совместно с двумя урав�
нениями (15) дают возможность однозначного
представления четырех переменных α, β, γ, ϕ в
форме линейной зависимости от скорости V

D
 . В

этом случае латеральные (боковые) скорости   V
l1

и V
l2 , вычисляемые по формулам (18), оказыва�

ются одинаковыми (V
l1 = V

l2) и не равными нулю.
Это означает, что при отсутствии тангенциаль�
ных скольжений скат неизбежно испытывает бо�
ковое скольжение.

Полученные соотношения (17), (18) и (19)
используются при записи уравнений динами�
ки, рассматриваемой системы в форме уравне�
ний Лагранжа или Эйлера, для решения важ�
ных для практики задач устойчивости движе�
ния [15,16].

Выводы

– Данная работа содержит новые результаты и
может быть с успехом использована при рас�
четах и проектировании кинематики упру�
гого колеса;

– уравнений динамики изучаемой системы в
форме уравнений Лагранжа или Эйлера рас�
сматривает решение важных практических
задач устойчивости движения.

′ ′
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