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ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

Непериодические нагрузки большой интенсивности, продолжительность действия которых состав!
ляет доли секунды, в современном строительстве представляют значительный интерес для проекти!
ровщиков. Это прежде всего нагрузки от взрывной волны, от ударов падающего груза на перекры!
тие при обрушении конструкций вышерасположенного этажа и т. п.

В настоящее время для расчета строительных конструкций на такие нагрузки используются про!
граммные комплексы типа ANSYS, которые позволяют анализировать напряженно!деформирован!
ное состояние конструкции во времени. Однако так называемый «ручной» расчет с использованием
дифференциальных уравнений движения конструкции представляет определенный интерес для
предварительной оценки влияния нагрузки на нее. Кроме того, указанный программный комплекс
базируется на прямом интегрировании дифференциальных уравнений движения конструкции, по!
этому имеет смысл проанализировать этот процесс «вручную».

ОБЗОР ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ

Как показал обзор публикаций по рассматриваемой проблеме, исследователи  довольно часто ис!
пользуют для расчета конструкций на указанные нагрузки метод, базирующийся на решении диф!
ференциальных уравнений движения конструкций [1–5].

ЦЕЛЬ ПУБЛИКАЦИИ

Представить методику расчета железобетонных балочных конструкций на действие кратковре!
менных динамических нагрузок.
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О РАСЧЕТЕ БАЛОЧНЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ НА

ДЕЙСТВИЕ КРАТКОВРЕМЕННЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ НАГРУЗОК

Аннотация. В статье представлена методика расчета железобетонной балки на действие непериоди!
ческих нагрузок большой интенсивности с использованием дифференциального уравнения движе!
ния. Рассматриваемый класс нагрузок относится к особым нагрузкам, продолжительность действия
которых составляет доли секунды. При расчете конструкции на такие воздействия целесообразно
учитывать развитие в сечениях пластических деформаций, с образованием шарниров пластичности
при достижении предела текучести в рабочей продольной арматуре. Отмечено, что при повышенной
скорости деформирования арматуры и бетона конструкции происходит запаздывание пластических
деформаций в них, что приводит к повышению прочностных характеристик материалов. Приведены
значения коэффициентов динамического упрочнения для арматурных сталей и бетона в зависимости
от скорости их деформирования. Выполнен пример расчета однопролетной свободно опертой балки
на действие мгновенного импульса. Расчет выполнен исходя из упругопластической модели дефор!
мирования конструкции при действии нагрузки. После решения дифференциального уравнения дви!
жения балки при соответствующих начальных и граничных условиях могут быть определены все
параметры, характеризующие напряженно!деформированное состояние конструкции во времени.

Ключевые слова: железобетон, кратковременные динамические нагрузки, динамическое упрочнение
арматуры и бетона, импульсная нагрузка, упругопластическая диаграмма Прандтля, дифференци!
альное уравнение движения балки.
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ОСНОВНОЙ МАТЕРИАЛ
Особенностью расчета конструк!

ций на такие воздействия является то,
что требуется изучить движение кон!
струкции лишь до момента достиже!
ния ею максимального перемещения,
так как после прекращения действия
нагрузки, если конструкция не разру!
шилась, она переходит в состояние
свободных колебаний (рис. 1).

Кроме того, за счет быстрого падения величины нагрузки конструкция может получить большие
остаточные деформации не разрушившись. Поэтому при расчете на рассматриваемые нагрузки осо!
бую важность приобретает учет пластических деформаций конструкций, в частности образование
шарниров пластичности в железобетонных конструкциях.

Еще одной особенностью расчета конструкций на рассматриваемые воздействия является необхо!
димость учета влияния скорости деформирования на прочностные характеристики арматуры и бе!
тона. Во многих случаях влияние скорости деформирования на прочность материалов учитывается
приближенно на том основании, что общий характер диаграмм деформирования при медленном и
быстром нагружениях сохраняется. Поэтому при расчете на динамические нагрузки используются
диаграммы деформации материалов, аналогичные статической, с повышенным пределом текучести
для стали и пределом прочности для бетона.

Динамический предел текучести R
s,d 

принимают равным статическому R
s
, умноженному на коэф!

фициент динамического упрочнения k
s,v:

R
s,d

 = k
s,v 

. R
s
, (1)

где величина коэффициента k
s,v может быть принята в зависимости от скорости деформирова!

ния стали, например с использованием экспериментальных данных типа приведенных на
рис. 2а.

Аналогичный способ применяется и для учета упрочнения бетона при повышенных скоростях де!
формирования (коэффициент k

b,v, рис. 2б):

R
b,d

 = k
b,v 

. R
b

(2)

Так как существующие методы «немашинного» динамического расчета конструкций сводятся к
решению дифференциальных уравнений движения и позволяют вычислять прогибы или углы рас!
крытия в шарнирах пластичности, то и нормирование предельных состояний удобно выполнять с
помощью величин предельных прогибов как:

00

max

y
y

K
y

yK пред=≤= , (3)

Рисунок 2 – Зависимости коэффициентов динамического упрочнения арматуры (а) и бетона (б) от скорости
деформирования.

 а)                                                                                                 б)

Рисунок 1 – Расчетные законы изменения динамической нагрузки во
времени.

a)                                      б)                               в)
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где у
max – значении прогиба конструкции, полученное в резуль!

тате динамического расчета;
у

пред 
– предельно допустимый прогиб для конструкции, соответству!

ющий заданному предельному состоянию (рис. 3);
у0 – прогиб конструкции в конце «упругой» стадии.

Расчетную модель конструкции выбирают исходя из ее диаграммы
деформирования, то есть зависимости между изгибающим моментом
и кривизной. Для балочных железобетонных конструкций, армирован!
ных сталями с физическим пределом текучести, диаграмма деформи!
рования может быть представлена в виде идеальной упругопластиче!
ской (рис. 4). В этом случае для расчета применяют приближенные
упругопластическую или жесткопластическую модель.

Рассмотрим принципиальную схему расчета простой балки (рис. 5),
диаграмма деформирования которой может быть упрощенно пред!
ставлена в виде упругопластической (рис. 4а). Следовательно, необ!
ходимо рассматривать движение балки отдельно в «упругой» и в пла!
стической стадиях.

Как известно, уравнение упругой изогнутой оси балки от
статической нагрузки имеет вид:

                                                      q
x
yD =

∂
∂

4

4
, (4)

где D – изгибная жесткость сечения конструкции;
q – распределенная нагрузка, в общем случае изменяющаяся
во времени и по длине пролета;
у = у (х, t) – перемещение оси балки.

Уравнение изогнутой оси конструкции при динамической
нагрузке может быть получено с использованием принципа Даламбера, так как конструкция прихо!
дит в движение. Поэтому учитываются силы инерции, которые действуют на конструкцию так же,
как внешняя нагрузка. По второму закону Ньютона силы инерции для элементарной частицы балки
массой m, движущейся с ускорением 22 / ty ∂∂  вычисляют как

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= 2

2

t
ymfин .

Тогда добавив эти силы (как нагрузку) в правую часть уравнения (4), после преобразований полу!
чим уравнение динамического движения балки в упругой стадии:

2

2

4

4

q
t
ym

x
yD =

∂
∂
⋅+

∂
∂ . (5)

Рассмотрим частный случай динамической нагрузки   действие мгновенного импульса, изменяю!
щегося по длине пролета балки по закону:

Рисунок 3 – Зависимость
предельных значений относи!
тельных прогибов от относи!

тельной высоты сжатого
бетона ξ для железобетонной

шарнирно опертой балки.

Рисунок 4 – Диаграммы Прандтля: а) упругопластическая; б) жесткопластическая.

                          а)                                                                           б)

Рисунок 5 – Расчетная схема балки,
загруженной распределенной по

пролету динамической нагрузкой.
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( ) x
l

ixi πsin0 ⋅= . (6)

Нагрузка, которая прекращает свое действие еще в упругой стадии, то есть до образования шарни!
ра пластичности, может рассматриваться как мгновенный импульс, который сообщает конструкции
начальную скорость движения

( )
m
xi

t
y
=

∂
∂ .

В этом случае расчет конструкции в упругой стадии сводится к решению однородного дифферен!
циального уравнения с соответствующими граничными и начальными условиями:

.02

2

4

4

=
∂
∂
⋅+

∂
∂

t
ym

x
yD (7)

При нахождении решения уравнения (7)  применим метод разделения переменных (метод Фурье),
то есть представим искомое решение в виде:

y (х, t) = T(t) . X(x), (8)

где одна функция зависит только от времени t, а другая – только от x.

Функция X(x) называется формой свободных колебаний или собственной функцией, а T(t) – функ!
цией динамичности.

Как показано в [1], на движение конструкции в начальные моменты времени существенно влияют
низшие частоты. Поэтому можно ограничиваться небольшим числом степеней свободы и часто лишь
одной. Для рассматриваемой в примере свободно опертой балки функция X(x) принята как для сис!
темы с одной степенью свободы в виде:

( ) x
l

xX πsin= . (9)

Далее подставляя (9) в (8), а полученное выражение – в (7), получим однородное дифференциаль!
ное уравнение второго порядка относительно функции динамичности:

( ) ( ) 02 =⋅= tTtT ω&& , (10)

где
4

2
2

ml
Вπω =  – круговая частота.

Решение для уравнения (10) имеет вид:

( ) ,cossin 21 tCtCtT ωω ⋅+⋅= (11)

где произвольные постоянные С1 и С2 находятся из начальных условий движения: при t = 0:

y (х, 0) = 0,  
m
i

t
y o=
∂
∂ .

Тогда решение для уравнения (7) имеет вид:

                                 ( ) .cossin, tt
m
itxy o ωω
ω

⋅= (12)

Прямым дифференцированием выражения (12) могут
быть определены скорость ( )txy ,& ,  изгибающий момент

( ) 2

2

,
t
yDtxM

∂
∂

−= , время конца упругой стадии t
o
 из усло!

вия М(0,5х, t
o
) = M

o
, где M

o 
– внутренний момент в сечении

балки при достижении в арматуре предела текучести.
После образования шарнира пластичности происходит

движение балки в пластической стадии как механизма, со!
стоящего из двух «жестких» дисков, соединенных посредине
пролета шарниром пластичности, в котором действует по!
стоянный момент M

o
 (рис. 6).

Рисунок 6 – Расчетная схема балки в
пластической стадии: 1 – прогиб в

упругой стадии; 2 – прогиб в пластиче!
ской стадии.
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Ордината в любой точке пролета определяется в зависимости от угла поворота «диска» балки как
y (x, t) = ϕ(t).x.

Уравнение движения для расчетной схемы балки в этой стадии может быть получено из условия
равенства нулю суммы работ всех сил на возможных перемещениях (линейных и угловых):

02
2

0

=−− ∫ ϕϕϕ o

l

Mdxxm && . (13)

Откуда

oMml
−=ϕ&&

24

3

. (14)

C начальными условиями: при t = 0, ϕ = 0 и oϕϕ && = .
Начальная угловая скорость oϕ&  может быть определена из условия равенства количества движе!

ния конструкции в конце упругой и начале пластической стадий:

∫∫ =
l

o

l

dxymdxxm
0

2

0

2 &&ϕ . (15)

Дальнейшее решение дифференциального уравнения (13) выполняется прямым интегрировани!
ем. Время конца пластической стадии tm находится из условия, что угловая скорость ( ) 0=mtϕ& .

Полный прогиб вычисляется как (рис. 6):

( ) ( ) xtx
l

ytxy o ⋅+⋅= ϕπsin, . (16)

ВЫВОД

Приведенная методика расчета железобетонной балки с использованием дифференциальных урав!
нений движения позволяет определять прогибы, изгибающие моменты, поперечные силы, величину
разрушающей нагрузки на рассматриваемую конструкцию.
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Анотація. У статті наведено методику розрахунку залізобетонної балки на дію неперіодичних наванта!
жень великої інтенсивності з використанням диференціального рівняння руху. Клас навантажень,
що розглядається, відноситься до особливих навантажень, тривалість дії яких становить долі секун!
ди. При розрахунку конструкцій на такі впливи доцільно враховувати розвиток у перерізах пластич!
них деформацій з утворенням шарнірів пластичності при досягненні межі плинності у поздовжній
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робочій арматурі. Відмічено, що при підвищеній швидкості деформування арматури та бетону кон!
струкції відбувається запізнення пластичних деформацій в них, тому відбувається підвищення міцнос!
них характеристик матеріалів. Наведено значення коефіцієнтів зміцнення для арматурних сталей та
бетону залежно від швидкості їх деформування. Виконано приклад розрахунку однопрогінної вільно
опертої балки на дію миттєвого імпульсу. Розрахунок виконано виходячи із пружно!пластичної мо!
делі деформування конструкції при дії навантаження. Після рішення диференціального рівняння руху
балки при відповідних початкових та граничних умовах можуть бути визначені всі параметри, що
характеризують напружено!дефoрмований стан конструкції у часі.
Ключові слова: залізобетон, короткочасні динамічні навантаження, динамічне зміцнення арматури
та бетону, імпульсне навантаження, пружно!пластична модель деформування Прандтля, диферен!
ціальне рівняння руху балки.

TAMARA VINOGRADOVA, ANDREY GRECHKO
ON THE CALCULATION OF REINFORCED CONCRETE BEAM STRUCTURES
ON THE EFFECT OF SHORT!TERM DYNAMIC LOADS
Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture

Abstract. The paper presents the calculation method of reinforced concrete beam on the action of non!
periodic loads of high intensity using the differential equation of motion. This class of loads refers to special
loads that last for a fraction of a second. When calculating the design for such impacts, it is advisable to
take into account the development of plastic deformations in the cross sections, with the formation of
plasticity joints due to reaching the yield point in the working longitudinal armature. It is noted that at an
increased rate of deformation of reinforcement and concrete structures, there is a delay in plastic
deformations in them, and this leads to an increase in the strength characteristics of materials. The values
of dynamic hardening coefficients for reinforcing steels and concrete are given, depending on their
deformation rate. An example of calculation of a single!span freely supported beam for the action of an
instantaneous pulse is performed. The calculation is based on the elastic!plastic model of structural
deformation under load. After solving the differential equation of beam motion under the appropriate initial
and boundary conditions, all parameters that characterize the stress!strain state of the structure in time
can be determined.
Key word: reinforced concrete, short!term dynamic loads, dynamic strengthening of rebar and
concrete, impulse load, elastic!plastic Prandtl diagram, differential equation of beam movement.
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