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ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

При проектировании и изготовлении большей части машиностроительных деталей и металлоре�
жущего инструмента возникает необходимость в практическом использовании обкатки плоских кри�
вых плоскостью. Для определения плоскости обкатки следует получить функциональную зависи�
мость задания такой плоскости двумя касательными двух плоских кривых. Следовательно, требуется
определить точечное уравнение и положение в пространстве плоских кривых, которые допускают
обкатку плоскостью. Также необходимо определить свободу выбора функций задания касательных
этих плоских кривых.

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ

Задачи обкатки плоских кривых плоскостью были решены синтетическими и компьютерно�гра�
фическими методами [5, 6]. Задача получения уравнения обкатки в общем виде была решена ранее,
методами БН�исчисления [1, 2], в работе д. т. н., профессора И. Г. Балюбы и его учеников [3]. При
этом уравнение обкатки кривых второго порядка получено ранее в работе последователя И. Г. Балю�
бы к. т. н., доцента Б. Ф. Горягина [4]. Необходимо показать практическое применение подобной об�
катки плоских кривых плоскостью на примере изготовления деталей.

ЦЕЛИ

Привести точечное уравнение обкатки плоских кривых плоскостью с помощью математического
аппарата БН�исчисления и рассмотреть пример применения такой обкати при изготовлении маши�
ностроительных деталей и металлорежущего инструмента.
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ОБКАТКИ ПЛОСКИХ КРИВЫХ

ПЛОСКОСТЬЮ

Аннотация. Рассматривается точечное задание обкатки плоских кривых плоскостью методами БН�
исчисления (точечное исчисление Балюбы�Найдыша [1]) и практическое применение такой обкат�
ки. Возможность точечного, а с ним и параметрического задания обкатки следует из того, что только
в этом исчислении имеются возможности работы с такими объектами пространства. Две плоские
кривые определены касательными, каждая из кривых задана двумя свободными функциями и распо�
ложена в своей плоскости. Учитывается условие, что касательные пересекаются или параллельны,
которое определяется зависимостью четырех функций. При этом данная зависимость определяет
плоскость обкатки и образующую линейчатой поверхности. Полученная обкатка плоских кривых
плоскостью может быть использована при компьютерном моделировании машиностроительных
деталей, а также при расчете и конструировании металлорежущих инструментов с применением
вычислительной техники.

Ключевые слова: плоская кривая, обкатка плоскостью, касательная, свободная функция, зависимая
функция, металлорежущий инструмент.
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ОСНОВНОЙ МАТЕРИАЛ
В данной статье под обкаткой двух плоских кривых m1, m2 плоскостью

(рис. 1) понимается установление однозначного соответствия точек
M1

 ⊂  m1 и M2
 ⊂  m2, при котором касательные P1Q1 и P2Q2 определяют плос�

кость обкатки. При необходимости определяется линейчатая поверхность
с образующей M1M2 и направляющими m1 и m2.

В отвлеченной декартовой системе координат зададим точки:
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)  (рис. 2). Отношением u = AP1/ACC  за�

дадим на прямой AC точку P1, а отношением v = CQ1/CB зададим точку Q1

на CB. Различные значения u и v на прямых AC, CB определяют различ�
ные точки P1Q1.

Пусть u1 = u1(t), v1 = v1(t) некоторые функции, определенные одновре�
менно на некотором отрезке значений параметра t. Тогда каждому значению параметра t соответству�
ет пара точек, которые определяют прямую P1Q1 (рис. 3):

1 1( ) ( )P C A u t A= − + , 1 1( ) ( )Q B C v t C= − + .

Пучок прямых имеет огибающую кривую. Точку M1 на этой кривой и на P1Q1 определяет отноше�
ние
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При этом точечное уравнение огибающих принимает вид [1]:
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Далее переходим к симплексу DABC (рис. 3), который через координаты точек D, A, B, C включен в
глобальную систему координат. Кривые, заданные касательными, приводятся в соответствие пото�
чечно, определяется соответствие точек на кривых на основании компланарности касательных –
зависимостью функций их определяющих.

Чтобы определить эту зависимость функций u1 = u1(t), v1 = v1(t), u2 = u2(t), v2 = v2(t) необходимо при�
равнять нулю объем пирамиды P1Q1P2Q2:
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Составим уравнение линейчатой поверхности на основании линейной интерполяции между кри�
выми M1 и M2 (рис. 3):

1 2 2 1 1( )M M M M M Mτ τ τ= + = − + .  (4)

После подстановки уравнений кривых из (1) и (2) и преобразований, получим точечное уравнение
линейчатой поверхности:
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где u1, u2, v1, v2 – функции от параметра t, причем
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Переход от точечного уравнения обкатки к параметрическому в прямоугольном декартовом сим�
плексе ОЕ1Е2Е3 в исчислении заложен автоматически через покоординатное задание:
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Последнее параметрическое уравнение (5) определяет обкатку плоских кривых (1), (2) плоскостей
АВС и ABD в самом общем виде. Возможность точечного, а с ним и параметрического задания обкатки
следует из того, что только в этом исчислении для этого имеются три возможности работы с объекта�
ми пространства:

1. Кривую можно определить не только множеством точек, но и множеством касательных ее – кри�
вая задается не только функциями, но и их производными. Эта возможность позволяет одновремен�
но рассматривать кривую двойственно, что позволяет более сложную задачу интегрирования заме�
нить более простой операцией дифференцирования.

2. Каждую кривую определяют и работают с ней в ее плоскости (симплексе), а с двумя кривыми
работают в пространстве (симплексе), которое определяют две плоскости.

3. Результат такой раздельной работы с симплексами, автоматически (покоординатно) переводится
в глобальную систему координат (в которой задавалось условие задачи) в виде привычных для рас�
чета параметрических уравнений.

Дальнейшие методы конструирования и исследования могут сконцентрироваться на оптимиза�
ции подбора свободных функций, входящих в соотношение (3). Эти возможности позволяют решать
многие практические задачи, которые недоступны другими средствами.

Применение обкатки плоских кривых плоскостью при изготовлении машиностроительных дета�
лей и металлорежущего инструмента представлено на рис. 4.

В перспективе открываются возможности аналитических и дифференциальных исследований по
конструированию геометрических форм, полученных на основе обкатки, которые дополнят существу�
ющие возможности синтетических и компьютерно�графических методов.

ВЫВОДЫ

В статье приведено точечное уравнение обкатки плоских кривых плоскостью с помощью матема�
тического аппарата БН�исчисления и рассмотрен один из примеров применения такой обкатки при
изготовлении машиностроительных деталей и металлорежущего инструмента.
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Т. П. МАЛЮТІНА
ПРАКТИЧНЕ ЗАСТОСУВАННЯ ОБКАТКИ ПЛОСКИХ КРИВИХ
ПЛОЩ ИНОЮ
ДОУ ВПО «Донбаська національна академія будівництва і архітектури»

Анотація. Розглядається точкове завдання обкатки плоских кривих площиною методами БН�обчис�
лення (точкове обчислення Балюби�Найдиша [1]) і практичне застосування такої обкатки. Можливість
точкового, а з ним і параметричного завдання обкатки випливає з того, що тільки в цьому обчисленні
є можливості роботи з такими об’єктами простору. Дві плоскі криві визначені дотичними, кожна з
кривих задана двома вільними функціями і розташована в своїй площині. Враховується умова, що
дотичні перетинаються або паралельні, яка визначається залежністю чотирьох функцій. При цьому
дана залежність визначає площину обкатки і твiрну лінiйчатої поверхні. Отримана обкатка плоских
кривих площиною може бути використана при комп’ютерному моделюванні машинобудівних дета�
лей, а також при розрахунку і конструюванні металорізальних інструментів із застосуванням обчис�
лювальної техніки.
Ключові слова: плоска крива, обкатка площиною, дотична, вільна функція, залежна функція,
металоріжучий інструмент.

Рисунок 4 – Компьютерное моделирование машиностроительных деталей.
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TATYANA MALYUTINA
PRACTICAL APPLICATION OF RUNNING�IN OF FLAT CURVES BY PLANE
Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture

Abstract. The point task of running�in of flat curves by a plane by methods of BN�calculus (point calculus
of Balyuba�Naydysh [1]) and the practical application of such a run�in are considered. The possibility of a
point, and with it a parametric task of running�in follows from the fact that only in this calculus there are
opportunities to work with such objects of space. Two plane curves are defined by tangents, each of the
curves is defined by two free functions and is located in its own plane. The condition is taken into account
that the tangents intersect or are parallel, which is determined by the dependence of four functions. At the
same time, this dependence determines the running�in plane and the forming of the ruled surface. The
resulting run�in of flat curves with a plane can be used in computer modeling of machine�building parts, as
well as in the calculation and design of metal�cutting tools using computer technology.
Key words: flat curve, rolling by a plane, tangent, free function, dependent function, metal�cutting
instrument.
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