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ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

Для инженерной практики многомерного пространства положение прямых удобно характеризо"
вать расстоянием между прямыми или ближайшими точками на этих прямых. Поэтому, полезно иметь
аналитическое соотношение их определения через заданные точки А1, А2, А3, А4.

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ

Эта статья является продолжением работы авторов над расширением возможностей БН"исчисле"
ния [1, 2], которое активно развивается всеми членами кафедры «Специализированные информаци"
онные технологи и системы» ДонНАСА, чему были посвящены следующие их труды [3–5].

ЦЕЛИ

На прямой A1A2 определить точку Н12, ближайшую к прямой А3А4, если за"
даны точки А1, А2, А3, А4 (рисунок).

ОСНОВНОЙ МАТЕРИАЛ

Ближайшие точки на прямых располагаются на общем перпендикуляре
к этим прямым. Для определения параметра t искомой точки на прямой A1A2,
используем следующий расчетный алгоритм.

Зададим текущую точку M на прямой A1A2:

                                   M = A21t + A1, (1)

где A
ij 
= A

i 
– A

j
.

1. Определим основание перпендикуляра 1
34H , опущенного из точки M на прямую А3А4:
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Аннотация. В статье предложено решение позиционной задачи на скрещивающиеся прямые – опреде"
ление ближайших точек на этих прямых. Рассматриваются два алгоритма: графический, решаемый
методом начертательной геометрии, и вычислительный, основанный на аналитическом методе то"
чечного исчисления. С помощью математического аппарата Балюбы"Найдыша (БН)"исчисления
были заданы текущие положения оснований перпендикуляров, проведенных из соответствующих точек
на скрещивающихся прямых. Получена система точечных уравнений, которая определяет задание
ближайших точек, расположенных на общем перпендикуляре двух скрещивающихся прямых. В слу"
чае, если точки совпадут, будет найдена точка пересечения прямых. Подробно представленное описа"
ние вычислительного алгоритма нахождения расстояния между скрещивающимися прямыми явля"
ется примером внедрения элементов точечной геометрии в рамках дисциплины «Инженерная и
компьютерная графика» при подготовке бакалавров инженерных специальностей.

Ключевые слова: БН"исчисление, точечное уравнение, вычислительный алгоритм, основание перпен"
дикуляра, метрический оператор трех точек.

Рисунок – Геометриче"
ское определение расстоя"

ния между прямыми.
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где
24 3

3 4 3 4M M A AΣ + Σ = .

2. Определим основание перпендикуляра 1
12H  опущенного из точки 1

34H , на прямую A1A2:
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= Σ − Σ =

Σ Σ + Σ Σ Σ Σ + Σ Σ
= +

(3)

Для искомой точки основания 1
12H  и M должны совпадать, тогда получим систему точечных урав"

нений:

2 22 4 2 3
13 3 14 4 3 4 1 2

2 21 4 1 3
23 3 24 4 3 4 1 2

,

.
M M

M M

t A A A A

t A A A A

⎧Σ Σ + Σ Σ =⎪
⎨
Σ Σ + Σ Σ =⎪⎩

(4)

Суммируя эти два уравнения системы, получим тождество. Следовательно, мы имеем не систему, а
два вида одного и того же уравнения. Преобразуем это уравнение:

2 21 4 1 3 1 3 1 3
23 3 24 4 23 4 23 4 3 4 1 2

2 2 21 1 1 3 1 1 2
23 3 4 24 23 14 3 4 1 2 24 23( ) ( ) .

M M M M t A A A A

A A t A A A A

Σ Σ + Σ Σ + Σ Σ − Σ Σ = →

⎡ ⎤→ Σ + Σ − Σ Σ = − Σ − Σ⎣ ⎦

(5)

Из полученного уравнения находим параметр t для точки H12 прямой А1А2, ближайшей к прямой
А3А4:

21 1 1 3
23 3 4 24 23 14

2 2 1 1 2
3 4 1 2 24 23

( )
.

( )
A A

t
A A A A
Σ + Σ − Σ Σ

=
− Σ − Σ

(6)

Тогда искомая точка определяется следующим точечным уравнением:

1 1 3 1 1 3
12 23 22 44 24 23 14

21 13 1 1 1 2
44 22 24 23

( ) .
( )

H A AΣ Σ Σ + Σ −Σ Σ
= +

Σ Σ − Σ −Σ
(7)

Меняя индексы, получим ближайшую точку H34 на прямой А3А4:

3 3 1 3 3 1
34 41 44 22 24 41 32

43 31 3 3 3 2
22 44 24 41

( )
( )

H A AΣ Σ Σ + Σ −Σ Σ
= +

Σ Σ − Σ −Σ
. (8)

Если точки H12 и H34 совпадают, то они определяют точку пересечения прямых, а если нет, то это
ближайшие точки на скрещивающихся прямых.

Поставленную задачу можно решить другим способом, если представить расстояние 1 1 2
12 34( )H H , как

функцию и отыскать ее минимум.
Итак, для определения ближайших точек на прямых А1А2 и А3А4 можно применить следующий

вычислительный алгоритм.
1. На прямых А1А2 и А3А4 зададим текущие точки М и N:

21 1M A u A= + , 43 3N A v A= + . (9)
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2. Определим квадрат расстояния между текущими точками с помощью метрического оператора
трех точек прямой:

[ ]22
21 13 43

2 2 2 2 2 1 3
1 2 1 3 3 4 23 21 43 14

( )

( ) ( ) ( ) 2 2 2 .

MN A u A A v

A A u A A A A v u A A uv v

= Σ + − =

= + + − Σ − Σ − Σ
(10)

3. Приравниваем к нулю производные этого квадрата расстояния по параметру u и по параметру v:

2 1
1 2 23 21 43

2 3
3 4 21 43 14

2( ) 2 2 0,

2( ) 2 2 0.

A A u A A v

A A v A A u

⎧ − Σ − Σ =⎪
⎨

− Σ − Σ =⎪⎩
(11)

4. Решим полученную систему точечных уравнений в соответствии с параметрами u и v:

2 1
1 2 21 43 23

2 3
21 43 3 4 14

1 2 3 3 2 1
23 3 4 14 21 43 14 1 2 23 21 43

2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 21 43 1 2 3 4 21 43

( )
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A A A A A A A Au v
A A A A A A A A A A A A
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Σ +Σ Σ Σ + Σ Σ
→ = =

− Σ − Σ

(12)

5. Подставляя значение u и v в уравнение (9), окончательно находим:

1 2 3
1 23 3 4 14 21 43
12 21 12 2 2

1 2 3 4 21 43

3 2 1
1 14 1 2 23 21 43
34 43 32 2 2

1 2 3 4 21 43

( )
,

( ) ( ) ( )

( )
.

( ) ( ) ( )

A A A A
H A A

A A A A A A

A A A A
H A A

A A A A A A

Σ + Σ Σ
= +

− Σ

Σ + Σ Σ
= +

− Σ

(13)

ВЫВОДЫ

Предложены два вычислительных алгоритма аналитического определения точки, которая при"
надлежит прямой, ближайшей к другой прямой, если прямые скрещиваются. Каждому геометриче"
скому алгоритму решения задачи соответствует свой вычислительный алгоритм. Нахождение та"
ких точек часто необходимо для решения прикладных задач.
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ЗАДАННЯ ПАРИ НАЙБЛИЖЧИХ ТОЧОК НА ПРЯМИХ, ЩО
СХРЕЩУЮТЬСЯ, ГРАФІЧНИМ І ОБЧИСЛЮВАЛЬНИМ МЕТОДАМИ
ДОУ ВПО «Донбаська національна академія будівництва і архітектури»

Анотація. У статті запропоновано рішення позиційної задачі на прямих, що схрещуються, – визначен"
ня найближчих точок на цих прямих. Розглядаються два алгоритми: графічний, вирішуваний мето"
дом точкової геометрії, і обчислювальний, ґрунтований на аналітичному методі точкового числення.
За допомогою математичного апарата Балюби"Найдиша(БН)"обсчислення були задані поточні по"
ложення основ перпендикулярів, проведених з відповідних точок на прямих, що схрещуються. Отри"
мана система точкових рівнянь, яка визначає задання найближчих точок, розташованих на загально"
му перпендикулярі двох прямих, що схрещуються. У разі, якщо точки співпадуть, буде знайдена точка
перетину прямих. Детально представлений опис обчислювального алгоритму знаходження відстані
між прямими, що схрещуються, є прикладом впровадження елементів точкової геометрії у рамках
дисципліни «Інженерна і комп’ютерна графіка» при підготовці бакалаврів інженерних спеціально"
стей.
Ключові слова: точкове (БН") обчислення, точкове рівняння, обчислювальний алгоритм, основа пер"
пендикуляра, метричний оператор трьох точок.

TATYANA MALUTINA, JAROSLAV LIMANOVSKIY
SETTING A PAIR OF NEAREST POINTS ON INTERSECTING LINES BY
GRAPHICAL AND COMPUTATIONAL METHODS
Donbas National Academy of Civil Engineering and Architecture

Abstract. The article proposes a solution to the positional problem for crossing lines " the operation of the
nearest points on these lines. Two algorithms are considered: graphical, solved by the method of descriptive
geometry, and computational, based on the analytical method of point calculus. With the help of the
mathematical apparatus of Balyuba"Naidysh (BN) – calculation, the current positions of the bases of
perpendiculars drawn from the corresponding points on the crossing lines were set. A system of then"Chechen
equations is obtained, which determines the definition of the nearest points located on the common
perpendicular of two crossing lines. If the points coincide, the intersection point of the lines will be found.
The detailed description of the computational algorithm for finding the distance between intersecting
straight lines is an example of the introduction of point geometry elements within the discipline «Engineering
and Computer Graphics» in the preparation of bachelors of engineering specialties.
Key words: BN"calculus, point equation, computational algorithm, base of the perpendicular, metric
operator of three points.
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