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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. Исследования, посвящённые влиянию несовершенств 

геометрической формы на напряженно-деформированное состояние тонкостен-

ных оболочек инженерных сооружений, являются одной из актуальных, сложных 

и до конца не решенных научных проблем. 

Отдельным видом таких оболочек являются стальные тонкостенные обо-

лочки вращения, которые нашли самое разнообразное применение в инженерной 

практике: газгольдеры для хранения и распределения газов; бункеры и силосы для 

хранения и перегрузки сыпучих материалов; трубопроводы больших диаметров; 

дымовые и вентиляционные трубы, водонапорные башни, градирни; специальные 

конструкции металлургической, химической и других отраслей промышленности; 

различные баки и контейнеры для транспортировки жидких и газообразных ве-

ществ, в том числе и вагоны-цистерны. Также к таким сооружениям относятся и 

стальные вертикальные цилиндрические резервуары для хранения нефти и нефте-

продуктов. 

Имеющиеся случаи разрушения приведенных выше инженерных сооруже-

ний привели к необходимости периодического мониторинга их состояния в тече-

ние всего периода эксплуатации. 

Основным конструктивным элементом вертикального цилиндрического ре-

зервуара для хранения нефти и нефтепродуктов является цилиндрическая стенка. 

Она представляет собой тонкостенную оболочку, на которую воздействуют объ-

ективные и субъективные факторы, изменяя её первоначальную геометрическую 

форму. К объективным факторам можно отнести целый комплекс нагрузок: соб-

ственный вес конструкций, гидростатическое давление жидкости в резервуаре, 

вакуум, ветровая и снеговая нагрузки. К субъективным факторам относятся по-

грешности связанные с изготовлением, транспортировкой и монтажом стенки ре-

зервуара. Также к субъективным факторам можно отнести нарушение условий 

эксплуатации резервуара. 

Для учета несовершенств геометрической формы при расчетах на прочность 

и устойчивость стенки тонкостенных оболочек инженерных сооружений необхо-
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димо аналитическое описание ее действительной поверхности. Но существующие 

методы определения действительной геометрической формы тонкостенной обо-

лочки не рассматривают её в целом, как единую конструкцию, а учитывают лишь 

определенный класс несовершенств геометрической формы. Такой подход не даёт 

возможности оценить влияние того или иного несовершенства на всю конструк-

цию в целом, а следовательно и предложения по необходимости устранения таких 

несовершенств не всегда являются оптимальными и экономически обоснованны-

ми. 

Исходя из вышесказанного, можно сделать вывод о необходимости разра-

ботки новых эффективных геометрических моделей на основе дуг кривых 2-го и 

3-го порядков, представленных в БН-исчислении (точечное исчисление Балюбы-

Найдыша), а также новых способов их формализации и создания программных 

продуктов, которые их реализуют, является актуальной научной задачей, которая 

открывает новые возможности для выполнения расчетов тонкостенных оболочек 

инженерных сооружений на прочность и устойчивость, а также для прогнозиро-

вания влияния развития несовершенств геометрической формы на прочность и 

устойчивость такой оболочки. 

Степень разработанности темы исследования. Как показывает проведен-

ный нами анализ литературных источников большинство научных исследований 

по данному вопросу можно классифицировать на два типа: 

1. Исследования несовершенств геометрической формы тонкостенных 

оболочек, выполненные специалистами из областей науки смежных с прикладной 

геометрией, а иногда и вообще далеких от неё, таких как: строительная механика  

(Иванов В.Н. [1], Ризван Мухаммад [2], Бурлаков А.В. [3], Вольмир А.С. [4, 5], 

Пелех Б.Л. [6], Бен Хелал Монсеф Бен Мулди [7]); строительные конструкции, 

здания и сооружения (Лессиг Е.Н. [8], Писанко Н.М. [9], Егоров Е.А. [10-13], Пе-

рельмутер А.В. [14-20], Мущанов В.Ф. [21-25], Сливкер В.И. [14], Сафарян М.К. 

[26-28], Шимановский А.В. [29, 30], Ращепкина С.А. [31], Федоряка Ю.В. [12, 13, 

32, 33], Феодосьев В.И. [34], Ежи Зюлко[35], Губанов В.В. [36], Кулик А.А. [23, 

37], Роменский Д.И. [38], Еленицкий Э. Я. [39, 40]); железнодорожный транспорт 
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(Архипов А.В. [41-44]); динамика, прочность машин, приборов и аппаратуры (Ха-

устов В.М. [45]); механика деформируемого твердого тела (Фурсаев С.А. [46]); 

строительство и эксплуатация нефтегазопроводов, баз и хранилищ (Тюрин Д.В. 

[47]); динамика, прочность машин, приборов и аппаратуры (Алифанов Л.А. [48-

56]) и т.п. 

2. Исследования ученых по прикладной геометрии в области оболочек кон-

струкций не связанные с несовершенствами геометрической формы: Балюбы 

И.Г.[57-64], Верещаги В.М.[ 60, 61, 65, 66], Михайленко В.Е. [67], Найдыша А.В. 

[65, 68], Найдыша В.М. [60,61,65,69], Обуховой В.С. [67], Павлова А.В. [70], Под-

горного А.Л. [67], Скидана И.А. [71] и их учеников. 

Теоретической базой для создания универсальной геометрической и ком-

пьютерной модели поверхности резервуара с учётом несовершенств геометриче-

ской формы стали работы ведущих ученых Мелитопольской школы прикладной 

геометрии и их учеников: Балюбы И.Г. [57-64], Верещаги В.М.[ 60, 61, 65, 66], 

Давыденко И.П. [72, 73], Конопацкого Е.В. [62, 74-83], Кучеренко В.В. [84], Най-

дыша А.В. [65, 68], Найдыша В.М. [60,61,65,69], Полищука В.И. [63, 78] и др. [63-

65, 85, 86]. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. Исследова-

ния по теме диссертации выполнены в рамках научно-исследовательских работ 

Донбасской национальной академии строительства и архитектуры К-2-07-11 

«Вдосконалення аналітичних і чисельних методів розрахунку будівельних кон-

струкцій, їх елементів і з’єднань на дію статичних та динамічних навантажень з 

урахуванням впливу службового терміну і факторів експлуатаційного зносу» (но-

мер государственной регистрации 0111U008169); Д-2-02-06 «Дослідження опти-

мальних конструктивних форм комбінованих великопрольотних покриттів 

будівель та споруд» (номер государственной регистрации 0106U002950); К-2-09-

11 «Создание графического и вычислительного аппарата для моделирования то-

пографических линий и поверхностей и их взаимного положения в рамках специ-

ализации «Землеустройство» (номер государственной регистрации 

0111U0081760). 
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Целью исследования является разработка комплексного подхода к ком-

пьютерному моделированию и численному исследованию напряженно-

деформированного состояния (НДС) стальных вертикальных цилиндрических ре-

зервуаров (ВЦР) для хранения нефтепродуктов с учётом несовершенств геомет-

рической формы. 

Задачи исследования:  

– усовершенствовать существующие и разработать новые способы аналити-

ческого определения дуг обвода в БН-исчислении, а также способы моделирова-

ния выпуклых обводов первого порядка гладкости; 

– разработать комплексный подход по обработке геометрической информа-

ции при обследовании и оценке технического состояния ВЦР, которая является 

исходной для универсального компьютерного алгоритма моделирования поверх-

ности резервуара с учётом несовершенств геометрической формы; 

– разработать универсальную геометрическую и компьютерную модель не-

закономерной поверхности стенки резервуара с учётом характерных несовер-

шенств геометрической формы; 

– исследовать раздельное и совместное влияние общих и местных несовер-

шенств геометрической  формы на НДС резервуара для хранения нефтепродуктов 

в линейной и нелинейной постановках; 

– внедрить результаты исследований в практику геометрического и компь-

ютерного моделирования незакономерных поверхностей для оценки технического 

состояния ВЦР для хранения нефтепродуктов с учётом несовершенств геометри-

ческой формы, а также в учебный процесс Донбасской национальной академии 

строительства и архитектуры. 

Объект исследования – стальные вертикальные цилиндрические резервуа-

ры для хранения нефти и нефтепродуктов. 

Предмет исследования – напряженно-деформированное состояние сталь-

ных вертикальных цилиндрических резервуаров для хранения нефти и нефтепро-

дуктов с учётом несовершенств геометрической формы. 

Научная новизна полученных результатов: 
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– усовершенствованы существующие и разработаны новые способы анали-

тического определения дуг обвода в БН-исчислении, а также способы моделиро-

вания выпуклых обводов первого порядка гладкости; 

– разработан в БН-исчислении способ конструирования геометрических 

объектов незакономерной формы, в основу которого положен метод подвижного 

симплекса; 

– впервые получен универсальный геометрический и компьютерный алго-

ритм моделирования действительной поверхности стенки резервуара с учётом как 

общих, так и местных несовершенств геометрической формы; 

– впервые исследовано совместное влияние общих и местных несовер-

шенств геометрической  формы на НДС резервуара для хранения нефтепродуктов 

в линейной и нелинейной постановках; 

– впервые предложен комплексный подход к численному моделированию и 

анализу влияния несовершенств геометрической формы на НДС стального ВЦР, 

начиная с момента сбора геометрической информации с помощью традиционных 

и инновационных измерительных приборов и адаптации исходных данных, необ-

ходимых для построения компьютерной модели ВЦР, и заканчивая, непосред-

ственно, численным расчётом на прочность и устойчивость, а также анализом по-

лученных результатов исследований, результатом реализации которого является 

инженерная методика численного исследования НДС стального ВЦР находящего-

ся в эксплуатации. 

– впервые разработана комплексная инженерная методика численного ис-

следования НДС стального ВЦР находящегося в эксплуатации.  

Практическая значимость полученных результатов заключается в раз-

работке методики оценки технического состояния вертикального цилиндрическо-

го резервуара с геометрическими несовершенствами, которая позволяет на осно-

вании геометрических обмеров с помощью средств компьютерного моделирова-

ния оценить техническое состояние резервуара для хранения нефтепродуктов с 

учётом несовершенств геометрической формы, спрогнозировать поведение стен-

ки резервуара при дальнейшем развитии несовершенств и обосновать необходи-
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мость проведения работ по ликвидации влияния данных несовершенств геомет-

рической формы. Также предложенный способ моделирования незакономерных 

поверхностей с последующим численным расчётом может быть успешно исполь-

зован для исследования НДС любых тонкостенных оболочек инженерных соору-

жений, не зависимо от сложности их формы. 

Результаты работы внедрены в учебном процессе Донбасской национальной 

академии строительства и архитектуры, а также в ПАО «АЗМК» и в Донецком 

экспертно-техническом центре Государственного Комитета Гортехнадзора ДНР 

(см. приложение А). На начальном этапе исследований автором получен патент 

Украины на полезную модель [21, 22].  

Методы исследования. Поставленные в работе задачи геометрического 

моделирования незакономерных поверхностей решаются на основе математиче-

ского аппарата моделирования геометрических объектов – БН-исчисления. Также 

используются методы начертательной, аналитической и аффинной геометрии; 

компьютерные методы расчета и изображения геометрических форм с помощью 

программного пакета Maple и системы автоматизированного проектирования 

AutoCAD. 

Численные исследования НДС резервуара под действием статических 

нагрузок были проведены в вычислительном комплексе SCAD Office, в основу ко-

торого положен метод конечных элементов. 

На защиту выносятся: 

– способ геометрического и компьютерного моделирования незакономер-

ных поверхностей оболочек технических форм на основе выпуклых обводов пер-

вого порядка гладкости; 

– универсальный геометрический и компьютерный алгоритм моделирова-

ния действительной поверхности стенки резервуара с учётом всех несовершенств 

геометрической формы; 

– результаты исследования совместного влияния общих и местных несо-

вершенств геометрической формы на НДС резервуара для хранения нефтепродук-

тов в линейной и нелинейной постановках; 
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– комплексный подход к численному моделированию и анализу влияния не-

совершенств геометрической формы на НДС стального ВЦР; 

– инженерная методика численного исследования НДС стального ВЦР, 

находящегося в эксплуатации. 

Достоверность и обоснованность результатов подтверждается практиче-

ским внедрением, построенными с помощью программного пакета Мaple (см. 

приложение Б) и системы автоматизированного проектирования AutoCAD (см. 

приложения В и Г) изображениями результатов исследований, а также использо-

ванием современных вычислительных комплексов численного анализа и сопо-

ставления результатов численных исследований с экспериментальными и теоре-

тическими данными, полученными другими исследователями. 

Личный вклад соискателя заключается в реализации, поставленных руко-

водителем, задач данного исследования; формулировке и разработке основных 

положений, определяющих научную новизну и практическую ценность работы; в 

создании расчетных моделей и анализе результатов, а также в сборе и обработке 

необходимой статистической информации. 

В статьях, опубликованных в соавторстве, вклад соавторов ограничивался 

постановкой задач и контролем достоверности полученных результатов. Прове-

дение исследований, получение аналитических и компьютерно-графических ре-

зультатов осуществлено лично автором диссертации. 

Апробация результатов диссертации. Основные положения диссертаци-

онной работы докладывались и обсуждались: на ХХХVIII Всеукраинской студен-

ческой научно-технической конференции «Научно-технические достижения – 

строительно-архитектурной отрасли Украины» Донбасской национальной акаде-

мии строительства и архитектуры (г. Макеевка, 2012 г.); на XVІ международной 

научно-практической конференции «Современные проблемы геометрического 

моделирования» (г. Мелитополь, 2014 гг.); на X Крымской международной науч-

но-практической конференции «Геометрическое и компьютерное моделирование: 

энергоснабжение, экология, дизайн» (г. Симферополь, 2013 гг.); на I международ-

ной научно-практической конференции студентов, аспирантов и молодых ученых 
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«Прикладная геометрия, дизайн и инновационная деятельность» (г. Киев, 2012 г.); 

на II международной научно-практической конференции студентов, аспирантов и 

молодых ученых «Прикладная геометрия, дизайн и объекты интеллектуальной 

собственности» (г. Киев, 2013 г.); на XIII-XIV международной научно-

практической конференции «Научная дискуссия: вопросы технических наук» (г. 

Москва, 2013 г.); на XIII Международной конференции молодых ученых, аспи-

рантов, студентов «Здания и конструкции с применением новых материалов и 

технологий» (г. Макеевка, 2014 г.); на III Международной научно-технической 

конференции «Актуальные проблемы механики в современном строительстве» (г. 

Пенза, 2014);на XV Международной конференции по математическому модели-

рованию, посвящённая 160-летию со дня рождения Анри Пуанкаре (г. Херсон, 

2014 г.), на Всеукраинской научно-методической конференции  «Исследование 

возможностей использования инновационных технологий в научной работе по 

прикладной геометрии в учебном процессе кафедр вузов, которые занимаются 

графической подготовкой студентов» (г. Луцк, 2015 г.); на конференции молодых 

ученых, аспирантов, студентов «Научно-технические достижения студентов, ас-

пирантов, молодых ученых строительно-архитектурной отрасли» (г. Макеевка, 

2016 г.). 

Публикации. По результатам исследований опубликовано 17 работ, в том 

числе 7 из них опубликованы в изданиях, входящих в перечень специализирован-

ных научных журналов, утвержденный МОН Украины; 2 – в журналах или сбор-

никах, включенных в международные наукометрические базы; 5 – в изданиях, 

выходящих по материалам научных конференций. Общий объем публикаций 7,2 

п.л., из которых 4,13 п.л. принадлежат лично автору. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти разде-

лов, заключения и списка использованной литературы из 153 наименований. Ра-

бота содержит 191 страницу текста, в том числе 140 страниц основного текста, 36 

рисунков и 28 таблиц. 
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РАЗДЕЛ 1 

 

СОСТОЯНИЕ ВОПРОСА И ВЫБОР МЕТОДА ИССЛЕДОВАНИЙ 

 

1.1. Анализ несовершенств геометрической формы конструкций тонко-

стенных оболочек инженерных сооружений и причин их возникновения 

 

Инженерные сооружения, основным конструктивом которых являются тон-

костенные оболочки, в большинстве случаев представляют собой емкостные кон-

струкции. К ним относятся: газгольдеры для хранения и распределения газов; 

бункеры и силосы для хранения и перегрузки сыпучих материалов; трубопроводы 

больших диаметров; дымовые и вентиляционные трубы, водонапорные башни, 

градирни; специальные конструкции металлургической, химической и других от-

раслей промышленности; различные баки и контейнеры для транспортировки 

жидких и газообразных веществ, в том числе и вагоны-цистерны. Также к таким 

сооружениям относятся и стальные вертикальные цилиндрические резервуары 

для хранения нефти и нефтепродуктов. 

Имевшиеся случаи разрушения сварных вертикальных цилиндрических ре-

зервуаров привели к необходимости изучения действительных условий работы 

резервуаров и изучению влияния искажения геометрической формы резервуаров 

на их прочность и устойчивость [9, 10, 15, 22, 26, 34, 35, 37, 38, 48, 49, 74, 87, 88]. 

При проектировании стальной конструкции задаются ее формой и размера-

ми. После изготовления и монтажа конструкция, вследствие несовершенства тех-

нологий указанных процессов, всегда будет отличаться от конструкции, заданной 

проектом. В процессе эксплуатации к начальным дефектам постепенно добавля-

ются различного рода повреждения, вызванные воздействием эксплуатационных 

факторов. Стенка резервуара является основной и наиболее трудоемкой в изго-

товлении частью резервуара. Она также является местом наибольшего накопления 

погрешностей. 

Для стенки резервуара основными эксплуатационными нагрузками  являют-
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ся гидростатическое давление хранимой жидкости, а также, в меньшей степени 

(2-3% от величины гидростатического давления), избыточное давление паров в 

газовом пространстве резервуара. Эти нагрузки приводят к возникновению растя-

гивающих напряжений в большей части стенки резервуара. Также благодаря им 

возникает напряжение изгиба в меридиональном направлении в местах соедине-

ния стенки с днищем и соединения разнотолшинных поясов. Прочность поясов 

стенки резервуара обеспечивает способность восприятия данных нагрузок. 

При отсутствии гидростатического давления в резервуаре опасным для 

стенки являются нагрузки, вызывающие напряжения сжатия. В меридиональном 

направлении такими нагрузками являются: собственный вес конструкций и обо-

рудования, установленного ан крыше резервуара, снеговая нагрузка, а также ва-

куум, который может образовываться в газовом пространстве резервуара. В ради-

альном - это ветровая нагрузка и вакуум. Сопротивляемость данным нагрузкам 

обеспечивается устойчивостью стенки резервуара.  

При всем многообразии форм геометрических несовершенств наиболее ха-

рактерными геометрическими несовершенствами стенки стальных резервуаров 

являются: 

- отклонениям цилиндрической стенки резервуара от вертикальной прямо-

линейной образующей; 

-  локальные выпучины или вмятины различной формы и расположения; 

-  выпучивание поясов между сварными швами. 

Отклонения цилиндрической стенки от образующей являются погрешно-

стями монтажа и очень часто напрямую связаны с общим креном или неравно-

мерными осадками резервуаров. Местные искажения геометрической формы (ло-

кальные выпучины и вмятины) являются результатом изготовления или монтажа, 

и тогда, в большинстве случаев, они располагаются на участках стенки, прилега-

ющих к замыкающему монтажному шву, соединяющему рулоны стенки, а также в 

зонах других сварных соединений. Иногда такие дефекты являются результатом 

перегрузки резервуара вакуумом или избыточным давлением и тогда они распо-

лагаются, в большинстве случаев, на участках примыкания стенки к кровле. При-



16 

меры геометрических несовершенств стенки стальных резервуаров показаны на 

рисунках 1.1-1.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1.1. Дефекты в зоне монтажного стыка. 

Рисунок 1.2. Сосредоточенная вмятина на 
 поверхности цилиндрической.  
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Эти же несовершенства геометрической формы характерны и для  других 

тонкостенных оболочек инженерных конструкций.  

 

1.2. Анализ допусков величин геометрических несовершенств эксплуа-

тируемых тонкостенных оболочек на примере вертикальных цилиндриче-

ских резервуаров 

 

Допуски величин геометрических несовершенств конструкций тонкостен-

ных оболочек инженерных сооружений находящихся в эксплуатации нормируют-

ся документами соответствующими видам этих сооружений. Рассмотрим основ-

ные нормативные документы регламентирующие размеры геометрических несо-

вершенств для стальных вертикальных цилиндрических резервуаров для хранения 

нефти и нефтепродуктов. 

Согласно РД 08-95-95 [89] отклонения от вертикали образующих стенки ре-

зервуаров, сданных в эксплуатацию, а также находящихся в эксплуатации не бо-

лее 5 лет, не должны превышать предельных значений, приведенных в таблице 

1.1. 

Таблица 1.1 

Предельные отклонения от вертикали образующих стенок резервуаров 

Объем   
резер-  
вуара,  
куб. м 

Предельные отклонения от вертикали    
образующих стенки, мм 

Контроль     
(метод,     

объем, вид    
регистрации) 

номера поясов 

I II  III IV  V VI  VII  VIII  IX X XI  XII  

100 -   
700     

10 20 30 40 45 50 - - - - - - 
 
Измерительный, 
 
каждый 
резервуар; 
 
геодезическая 
исполнительная 
схема   

1000 -  
5000    

15 25 35 45 55 60 65 70 75 80 - - 

10000 - 
20000   

20 30 40 50 60 70 75 80 85 90 90 90 

30000 - 
50000   

30 40 50 60 70 75 80 85 90 90 90 90 

Примечания к таблице 1.1 приведенные в [89] описывают порядок и усло-
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вия проведения измерений. 

При сроке эксплуатации более 5 лет предельные отклонения от вертикали 

образующих стенок резервуаров могут быть увеличены в 1,3 раза; при сроке экс-

плуатации более 20 лет - в 2 раза. 

Допускаемые местные отклонения (выпучины и вмятины) стенки от пря-

мой, соединяющей верхний и нижний края деформированного участка вдоль об-

разующей для новых резервуаров, приведены в таблице 1.2. 

Таблица 1.2 

Допускаемые стрелы прогиба выпучин или вмятин на поверхности стенки вдоль 

образующей, +/- мм 

Расстояние от нижнего до верхнего  

края выпучины или вмятины, мм    

Допускаемая величина стрелы  

прогиба выпучины или вмятины  

До 1500 включительно               15               

Свыше 1500 до 3000 включительно    30               

Свыше 3000 до 4500 включительно    45               

Для резервуаров, находящихся в эксплуатации более 5 лет, допускаются 

увеличение стрелы прогиба на 30%. 

Согласно [89], при наличии отклонений, величины которых превышают 

приведенные выше допустимые пределы, резервуар должен быть выведен из экс-

плуатации и дефектов формы резервуара должны быть исправлены. Также, допу-

стима эксплуатация такого резервуара с ограничением, подтверждённым расче-

том, эксплуатационных нагрузок (уровень залива, вакуум), до очередного капи-

тального ремонта. 

Следует отметить, что в существующих нормативных документах [89-95] 

допуски на дефекты геометрической формы определены в соответствии с воз-

можностями технологии изготовления и монтажа конструкций резервуаров. Как 

показывает анализ научных работ посвященных данной тематике [9, 10, 36, 47-

49,] эти допуски никак не связаны с условиями прочности или устойчивости. Это 

обстоятельство, зачастую, в значительной мере снижает их значимость, а соответ-

ственно, обязательность выполнения. Таким образом большое количество резер-
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вуаров эксплуатируется со сверхнормативными дефектами геометрической фор-

мы. 

Для учета несовершенств геометрической формы при расчете на прочность 

и устойчивость стенки резервуара необходимо аналитическое описание её дей-

ствительной поверхности. Моделирование действительной поверхности кон-

струкций тонкостенных оболочек инженерных сооружений может быть выполне-

но на основании результатов натурных обмеров геометрической формы обследу-

емых сооружений. 

 

1.3. Существующие методы моделирования поверхностей тонкостен-

ных оболочек инженерных сооружений с учетом несовершенств геометриче-

ской формы 

 

Научные исследования по геометрическому моделированию оболочек ин-

женерных сооружений можно классифицировать на два типа: 

1. Исследования несовершенств геометрической формы тонкостенных 

оболочек, выполненные специалистами из областей науки смежных с прикладной 

геометрией, а иногда и вообще далеких от неё, таких как: строительная механика  

(Иванов В.Н. [1], Ризван Мухаммад [2], Бурлаков А.В. [3], Вольмир А.С. [4,5], 

Пелех Б.Л. [6], Бен Хелал Монсеф Бен Мулди [7]); строительные конструкции, 

здания и сооружения (Лессиг Е.Н. [8], Писанко Н.М. [9], Егоров Е.А. [10, 11, 12, 

13, 96], Перельмутер А.В. [14-20], Мущанов В.Ф. [21, 22, 23, 24, 25], Сливкер В.И. 

[14], Сафарян М.К. [26-28], Шимановский А.В. [29, 30], Ращепкина С.А. [31], Фе-

доряка Ю.В. [12, 13, 32, 33], Феодосьев В.И. [34], Ежи Зюлко[35], Губанов В.В. 

[36], Кулик А.А. [23, 37], Роменский Д.И. [38], Еленицкий Э. Я. [39, 40]); желез-

нодорожный транспорт  (Архипов А.В. [41-44]); динамика, прочность машин, 

приборов и аппаратуры  (Хаустов В.М. [45]); механика деформируемого твердого 

тела (Фурсаев С.А. [46]); строительство и эксплуатация нефтегазопроводов, баз и 

хранилищ (Тюрин Д.В. [47]); динамика, прочность машин, приборов и аппарату-

ры  (Алифанов Л.А. [48-56]) и т.п. 
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2. Исследования специалистов по прикладной геометрии в области оболо-

чек конструкций не связанные с несовершенствами геометрической формы. Это 

работы в первую очередь Киевской школы прикладной геометрии: Михайленко 

В.Е., Обуховой В.С., Подгорного А.Л., результатом которой стал труд «Формооб-

разование оболочек в архитектуре» [67]. Исследования в этой области были про-

должены их учениками. Например, Холмурзаевым А.А. [97], научным руководи-

телем которого были Михайленко В.Е. и Дехтярь А.С. [98, 99], занимался формо-

образованием и оптимальным проектированием оболочек на жесткопластическом 

основании. Абдуллаев А.А. [100], научным руководителем которого был Подгор-

ный А.Л., моделированием поверхностей мембранных и мембранно-вантовых по-

крытий. Вопросы дискретного моделирования поверхностей оболочек с учетом 

совокупности геометрических и статических формообразующих факторов были 

исследованы Грищенко В.Г. [101], научным руководителем которого был Ковалев 

С.Н. [102]. Большой вклад в исследование вопросов моделирования оболочек 

внесла Мелитопольская школа прикладной геометрии: Найдыш В.М. 

[60,61,65,69], Балюба И.Г. [57-64], Верещага В.М. [60, 61, 65, 66], Найдыш А.В. 

[65, 68], Конопацкий Е.В. [62, 74-83], Давыденко И.П. [72, 73] и др. [63-65, 84-86]. 

Также данным научным вопросом занимались Скидан И.А. [71], Павлов А.В. [70], 

и др [3-65, 85, 86].  

С другой стороны, большинство научных исследований по вопросу модели-

рования поверхностей вертикальных цилиндрических резервуаров с учетом несо-

вершенств геометрической формы можно классифицировать в соответствии с ви-

дами учитываемых несовершенств. 

1. описание геометрической формы цилиндрической стенки резервуара 

по кольцевому направлению; 

2. описание геометрической формы цилиндрической стенки резервуара с 

учетом распределения отклонений образующей от вертикали. 

3. описание геометрической формы цилиндрической стенки резервуара с 

учетом местных несовершенств геометрической формы. 

Так в работе Егорова Е.А. [10], аналитическое описание геометрической 
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формы цилиндрической стенки резервуара основывалось на результатах натурных 

обмеров и осуществлялось по кольцевому направлению однопараметрическими 

тригонометрическими рядами Фурье, записываемыми для ряда горизонтальных 

сечений стенки. 

Математическая модель геометрии стенки резервуара в данной работе пред-

ставлена рядом зависимостей: 

2

( cos sin )li Noi Noi
N

w A N B Nϕ ϕ
=

= +∑   

В приведенной формуле функции liw  определяют величину радиальных от-

клонений поверхности цилиндрической стенки резервуара от правильной окруж-

ности в плоскости i-го горизонтального сечения, а коэффициенты ряда NoiA  и NoiB  

определяются путем гармонического анализа обмеров отклонений от вертикали 

образующих стенки резервуара, при этом обработка данных проводится по коль-

цевым сечениям. 

Как утверждает профессор Егоров Е.А. в работе [10], эта математическая 

модель описывает отклонения образующих и произвольно расположенные ло-

кальные вмятины которые имеют протяженность в кольцевом направлении до1/4-

1/8 части периметра стенки – длинноволновые отклонения [10]. 

Однако при таком подходе неизбежно возникают сложности стыковки та-

ких дуг кривых, даже, по первому порядку гладкости. А, следовательно, и по-

верхности, построенные на их основе, будут иметь в местах стыковки дополни-

тельные дефекты. Т.е. применение рядов Фурье может привести к появлению но-

вых незапланированных несовершенств геометрической формы, что, в свою оче-

редь, может привести к появлению всплесков напряжений не только в местах де-

фектов поверхности оболочки, но и в местах стыковки фрагментов поверхности. 

Писанко Н.М. в своей работе [9] представил результаты обследования 89 

вертикальных цилиндрических резервуаров емкостью 1000, 2000 и 5000 м3. Дан-

ное исследование геометрической формы резервуаров включало следующие опе-

рации: замеры отклонений образующей корпуса резервуара от вертикали; нивели-

ровку по контуру уторного уголка и поверхности днища; повторные замеры от-
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клонений образующих от вертикали при различных уровнях нефтепродукта или 

воды и в процессе сварки (с целью изучения изменения формы резервуара от ука-

занных выше факторов); периодическую нивелировку по контуру уторного угола 

резервуара до и после заполнения продуктом (с целью изучения осадок основа-

ния).  

На основании полученных 

данных, в результате статисти-

ческой обработки были получе-

ны обобщенные кривые распре-

деления погрешностей формы 

резервуаров, пригодные для 

оценки точности изготовления 

всех резервуаров (рисунок 1.3), 

а также произведен анализ про-

изводственных погрешностей 

процесса изготовления резерву-

аров. 

Также в своей работе Пи-

санко Н.М. [9] уделил большое 

внимание вопросу исследования 

и моделирования местных несо-

вершенств геометрической 

формы цилиндрической стенки 

резервуара. Были рассмотрены основные виды местных несовершенств, которыми 

являются вмятины и хлопуны.  

В данной работе автор классифицировал их геометрию следующим обра-

зом. 

а)  Сферические хлопуны и вмятины, круглые в плане. В данном случае 

автор применил методику расчета хлопающих мембран, разработанную В. И. Фе-

одосьевым. 

Рисунок 1.3. График кривых распределения 
отклонений образующей резервуара от верти-

кали для резервуаров объемом 5000м3. 
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б) Хлопуны и вмятины любой гауссовой кривизны, прямоугольные в 

плане. Здесь автор применил уравнение полученное М.А.Колтуновым для поло-

гих оболочек. 

в) Сферические хлопуны и вмятины, прямоугольного очертания. 

г) Цилиндрические хлопуны. 

Следует отметить, что в данном случае имеет место накопление упрощений, 

использование которых не всегда можно считать обоснованным. Так сферические 

хлопуны и вмятины имеют в плане не круглую форму, которая больше похожа на 

эллиптическую, но, по сути, является проекцией замкнутой кривой 4-го порядка. 

Т.е. сначала была идеализирована сама форма вмятины, а после чего был идеали-

зирован и план вмятины. Аналогичные упрощения свойственны для всех пунктов 

классификации Писанко Н.М. Хотелось бы остановиться подробнее на пунктах б) 

и в) предложенной Писанко Н.М. классификации. С геометрической точки зре-

ния, сферическая или любая другая криволинейная поверхность (любой гауссовой 

кривизны) прямоугольная (или четырёхугольная) в плане, будет иметь четыре 

криволинейных ребра, сходящихся к центру вмятины. На этих ребрах имеет место 

концентрации напряжений, которых на самом деле может и не быть. Поэтому 

правомерность использования таких идеализированных схем нужно доказывать 

для каждой отдельно взятой задачи. 

Местные несовершенства геометрии поверхностей тонкостенных оболочек 

инженерных сооружений также исследовались в работах многих зарубежных и 

отечественных ученых [26, 54, 55, 103, 104,105,106, 107-115]. 

В работе Егорова Е.А. [10] местные несовершенства геометрической формы 

цилиндрической стенки резервуара описаны как коротковолновые радиальные от-

клонений поверхности цилиндрической стенки резервуара от правильной окруж-

ности в плоскости i-го горизонтального сечения. 

2 0
0

sin
r

w a
l

π ϕ= ,    где 0a  и 0l  – усредненные значения амплитуды и длины 

полуволны коротковолновых отклонений в кольцевом направлении. 

Также местные искажения геометрической формы резервуара были иссле-
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дованы в работах Алифанова Л.А. [48,49, 50-56]. Для исследований автором бы-

ла выбрана модель вмятины со сферической поверхностью, определяемая диа-

метром D =2R и толщиной t стенки сосуда, высотой L =2r и глубиной f дефекта. 

Кроме того автором исследована зависимость напряжений в зоне идеализирован-

ных вмятин от высоты налива нефтепродукта. 

Анализируя исследования влияния местных несовершенств геометрической 

формы на напряженно-деформированное состояние конструкции можно сделать 

вывод об отсутствии на данном этапе универсального инструмента для их описа-

ния. Решение тех или иных задач по аналитическому описанию геометрических 

несовершенств напрямую зависит от данного конкретного условия задачи. Чаше 

всего используются идеализация несовершенств сферической формы, которую, 

тем не менее, нельзя считать универсальным подходом. 

Для геометрического моделирования конструкций тонкостенных оболочек 

инженерных сооружений с учётом несовершенств геометрической формы в дан-

ной работе используется математический аппарат БН-исчисление [57-62, 72-76, 

63, 64], который позволяет получить аналитические зависимости, описывающие 

действительную поверхность тонкостенных оболочек инженерных сооружений. 

Такой подход позволяет не только аналитически описать действительную поверх-

ность оболочки на основе дискретного массива точек, полученного любым спосо-

бом, в том числе и с помощью наземного лазерного сканера (НЛС), и исследовать 

её под действием различных нагрузок, но и моделировать с помощью ЭВМ изме-

нение действительной поверхности оболочки при проведении предполагаемых 

мер по ликвидации несовершенств геометрической формы, что позволяет эффек-

тивно оценить и обосновать с помощью компьютерного моделирования необхо-

димость проведения работ по ликвидации несовершенств геометрической формы. 

Основным элементом БН-исчисления является точка, которая характеризу-

ется рядом параметров. С другой стороны, любой геометрический объект можно 

представить множеством точек, упорядоченным с помощью метода подвижного 

симплекса [60, 61, 72, 74]. Другим преимуществом БН-исчисления является воз-

можность создания и аналитического описания геометрических объектов с напе-
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ред заданными характеристиками. Такой подход позволяет легко моделировать 

дуги обвода и формировать выпуклые обводы на их основе для аналитического 

описания сложных незакономерных отсеков поверхности с последующей про-

граммной реализацией. 

 

1.4. Методы учета влияния геометрических несовершенств на напря-

женно-деформированное состояние конструкций тонкостенных оболочек 

инженерных сооружений 

 

Моделирование, как местных, так и общих несовершенств геометрической 

формы оболочек вращения, необходимо для учета их влияния напряженно-

деформированное состояние конструкций. Рассмотренные в предыдущем разделе 

мы различные способы моделирования несовершенств геометрии стенок резерву-

аров, использовались авторами для решения этой задачи. 

Например, в работе Егорова Е.А. [10] исследовано влияние геометрических 

несовершенств на прочность и устойчивость резервуара. В соответствии с пред-

ложенной автором методикой расчет на прочность цилиндрической стенки резер-

вуара с начальными несовершенствами геометрической формы производится в 3 

этапа. 

1) Обычный расчет цилиндрической стенки резервуара как правильной осе-

симметричной цилиндрической оболочки по моментной или безмоментной тео-

рии. В результате этого определяется функция радиальных перемещений w0 и все 

соответствующие ей компоненты НДС. 

2) Для каждого отдельного элементарного участка (разбиения) цилиндриче-

ской стенки резервуара проводится решение по определению дополнительного 

НДС от деформаций начальных несовершенств поверхности под воздействием 

внешних нагрузок. То есть, отдельно для каждого участка определяется функция 

w* радиальных отклонений поверхности от круговой формы, которые будут 

иметь место после приложения нагрузки. При принятой геометрии элементарных 

колец-оболочек и внешней нагрузке (равномерное внутреннее давление) компо-
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нентами напряженного состояния на этом этапе расчета будут являться только 

кольцевые усилия N2
* и изгибающие моменты кольцевого направления M2

*. 

3) Определяются результирующие значения всех компонент, путем наложе-

ния решений по каждому отдельному участку.  

В предлагаемом Егоровым Е.А. алгоритме расчета цилиндрической стенки с 

начальными несовершенствами геометрической формы могут быть учтены ком-

поненты напряженного состояния меридионального направления N1 и M1. Для 

этого производится стыковка элементарных участков в цельную оболочку на ос-

нове приведенных в работе зависимостей. Как уже было отмечено выше, такой 

подход имеет свои недостатки и ограничения. 

Компоненты НДС, определенные данным методом, позволяют осуществ-

лять проверку прочности по первой и по четвертой теории прочности, а устойчи-

вости стенки резервуара с геометрическими несовершенствами проверяется со-

гласно СНиП. 

На основании приведенной выше классификации хлопунов и вмятин Пи-

санко Н.М. определил глубину выщелкивания и критические нагрузки. 

Алифановым Л.А. была исследована зависимость напряжений в зоне идеали-

зированных вмятин от высоты налива нефтепродукта. 

На основании проведенных исследований многие из выше перечисленных 

авторов вносили свои предложения по изменению размеров допусков на пара-

метры вмятин и хлопунов.  

Например, Писанко Н.М. разработал методику определения допусков на от-

клонение образующей от вертикали и определил такие допуски для резервуаров 

емкостью 5000м3 [9], в зависимости от способа изготовления резервуаров (табли-

ца 1.3, 1.4). 

В работах Алифанова Л.А. [48, 49] исходя из разработанной методики пред-

ставлено обоснование допусков на глубину вмятины для резервуара объемом 

5000м3 изготовленного из стали 09Г2С (таблица 1.5). 

Как уже отмечалось, нормы [89, 90], в соответствии с которыми проводят 

техническую диагностику вертикальных цилиндрических резервуаров не требуют 



27 

детальных промеров геометрии локальных дефектов формы, поэтому в техниче-

ских отчётах приводиться минимальная информация о параметрах вмятин (высо-

та, глубина и примерное местоположение). 

Таблица 1.3. 

Предлагаемые допуски на отклонения образующей от вертикали для резервуаров 

емкостью 5000 м3, изготовленных полистовым способом 

№ поясов Отклонения внутрь резер-
вуара, мм 

Линия отсче-
та 

Отклонения наружу ре-
зервуара, мм 

по ГОСТ 
2486-51 

Предлагаемый 
допуск 

по ГОСТ 
2486-51 

Предлагаемый 
допуск 

I пояс 10 20 Вертикальная 
линия, про-
ходящая че-
рез наруж-
ную поверх-
ность нижне-
го пояса 

8 15 
II пояс 25 45 6 20 
III пояс 40 65 7 30 
IV пояс 52 80 8 40 
V пояс 65 100 11 40 
VI пояс 77 115 13 45 
VII пояс 90 125 17 50 
VIII пояс 100 130 20 50 

Примечание: допуски составлены с учетом величины нахлестки. 

 

Таблица 1.4. 

Предлагаемые допуски на отклонения образующей от вертикали для резервуаров 

емкостью 5000 м3, изготовленных из рулонных заготовок 

№ поясов Отклонения внутрь резер-
вуара, мм 

Линия отсче-
та 

Отклонения наружу ре-
зервуара, мм 

по ГОСТ 
2486-51 

Предлагаемый 
допуск 

по ГОСТ 
2486-51 

Предлагаемый 
допуск 

I пояс 8 15 Вертикальная 
линия, про-
ходящая че-
рез наруж-
ную поверх-
ность нижне-
го пояса 

8 15 
II пояс 15 30 15 30 
III пояс 23 45 23 40 
IV пояс 30 60 30 50 
V пояс 37 70 37 65 
VI пояс 45 85 45 75 
VII пояс 53 100 53 75 
VIII пояс 60 110 60 80 

Примечание: допуски составлены для резервуаров, в которых все листы со-

единяются в стык. 
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Таблица 1.5. 

Допускаемая глубина вмятин на стенках резервуаров объемом 5000 м3 при сроке 

эксплуатации T =20 лет 

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 
Диаметр D=23 м; высота H=1.5*8=12 м; толщина стенки t=7 мм, сталь 09Г2С 

№ 
пояса 

Режим 
нагружения 

Коэффициент концен-
трации 

Длина 
вмятины, 

мм 

Допуск на глубину, 
мм 

min
T
σα  max

T
σα  minf  maxf  

I 

Легкий 
(до 50 циклов в год) 

7,18 17,4 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м 30 >119 

3…4,5 м <38 >119 

Средний 
(до 300 циклов в год) 

4,78 8,89 

До 1,5 м 19 >119 

1,5…3 м <22 60 

3…4,5 м <38 <38 

Тяжелый 
(до 1000 циклов в год) 

3,80 6,12 

До 1,5 м <14 51 

1,5…3 м <22 <22 

3…4,5 м <38 <38 

III 

Легкий 
(до 50 циклов в год) 

10,0 23,2 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м >119 >119 

3…4,5 м 45 >119 

Средний 
(до 300 циклов в год) 

6,57 11,9 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м 24 >119 

3…4,5 м <38 86 

Тяжелый 
(до 1000 циклов в год) 

5,18 8,16 

До 1,5 м 25 >119 

1,5…3 м <22 42 

3…4,5 м <38 <38 

VI 

Легкий 
(до 50 циклов в год) 

21,7 46,4 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м >119 >119 

3…4,5 м >119 >119 

Средний 
(до 300 циклов в год) 

13,8 23,7 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м >119 >119 

3…4,5 м >119 >119 

Тяжелый 
(до 1000 циклов в год) 

10,7 16,3 

До 1,5 м >119 >119 

1,5…3 м >119 >119 

3…4,5 м 55 >119 

 

Как уже отмечалось, нормы [89, 90], в соответствии с которыми проводят 

техническую диагностику вертикальных цилиндрических резервуаров не требуют 

детальных промеров геометрии локальных дефектов формы, поэтому в техниче-
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ских отчётах приводиться минимальная информация о параметрах вмятин (высо-

та, глубина и примерное местоположение). 

Учитывая всё выше сказанное, можно сделать вывод об отсутствии, как 

универсального алгоритма аналитического описания поверхностей тонкостенных 

оболочек инженерных сооружений с учётом несовершенств геометрической фор-

мы, так и комплексного подхода к анализу напряженно-деформированного состо-

яния и учету влияния несовершенств геометрической на напряженно-

деформированное состояние тонкостенных оболочек инженерных сооружений. 

 

ВЫВОДЫ К ПЕРВОМУ РАЗДЕЛУ 

 

1. Выполненный анализ литературных источников показал, что в настоя-

щее время отсутствуют работы, посвященные полному численному исследованию 

НДС тонкостенных оболочек инженерных сооружений с учётом совместного вли-

яния общих и местных несовершенств геометрической формы, что подтверждает 

актуальность выбранной темы и необходимость проведения исследований. 

2. Проведен анализ допусков величин геометрических несовершенств 

эксплуатируемых резервуаров для хранения нефти и нефтепродуктов. Установле-

но, что в существующих нормативных документах, допуски на дефекты геомет-

рической формы определены, исходя из возможностей технологии изготовления и 

монтажа резервуарных конструкций, и в недостаточной степени связаны с усло-

виями прочности или устойчивости. 

3. Выявлено, что существует достаточно большое количество стальных 

вертикальных цилиндрических резервуаров для хранения нефтепродуктов, кото-

рые эксплуатируются со сверхнормативными дефектами геометрической формы, 

для подтверждения возможности эксплуатации которых, необходим комплексный 

подход к оценке их напряженно-деформированного состояния. 

4. Установлено, что для проведения численных исследований напряжен-

но-деформированного состояния тонкостенных оболочек инженерных сооруже-

ний с учётом несовершенств геометрической формы, необходимо их аналитиче-
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ское описание с последующей программной реализацией. 

5. Как показывает проведенный нами анализ литературных источников, 

исследованием несовершенств геометрической формы действительных поверхно-

стей тонкостенных оболочек занимались не профессиональные геометры, а спе-

циалисты из тех областей науки, в которых возникали проблемы исследования 

несовершенств геометрической формы и их влияния на те, или иные инженерные 

сооружения. В связи с этим, при математическом моделировании действительной 

поверхности оболочки использовались не специализированные инструменты при-

кладной геометрии, а общеизвестные методы, что не даёт возможности аналити-

чески описать поверхность стенки оболочки с учётом общих и местных несовер-

шенств геометрической формы. 

6. Критический анализ подтвердил необходимость и целесообразность 

применения математического аппарата БН-исчисления, который позволяет ре-

шать задачи моделирования сложных незакономерных поверхностей технических 

форм, упрощает их программную реализацию и уменьшает затраты ресурсов. 
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РАЗДЕЛ 2. 

 

РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ ТОНКОСТЕННЫХ ОБОЛОЧЕК ИНЖЕНЕРНЫХ 

СООРУЖЕНИЙ С УЧЕТОМ НЕСОВЕРШЕНСТВ 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 

 

При проектировании тонкостенных оболочек инженерных сооружений за-

даются их формой и размерами. При монтаже конструкций, вследствие производ-

ственных погрешностей, а также в процессе эксплуатации, геометрия тонкостен-

ной оболочки претерпевает изменения, что может негативно повлиять на даль-

нейшую работу конструкции. В связи с этим возникает необходимость в изучении 

влияния искажений геометрической формы тонкостенных оболочек технических 

форм, на их прочность и устойчивость. Для прогнозирования влияния несовер-

шенств геометрической формы на прочность и устойчивость такой оболочки воз-

никла необходимость разработки аналитического описания её действительной по-

верхности, на основе которого возможно построение компьютерной модели дей-

ствительной поверхности и её дальнейшее применение для расчётов на прочность 

и устойчивость с применением современных программных комплексов. 

С точки зрения прикладной геометрии, эту задачу можно решить непрерыв-

ными методами или дискретными. Решением задачи аппроксимации гладкой по-

верхности методами дискретной геометрии посвящена работа [65]. Также эту за-

дачу можно решить с помощью триангуляции, исследованиями которой занима-

лись многие отечественные и зарубежные ученые [103, 116,117] и которая также 

относится к дискретным методам моделирования поверхностей. Данные методы 

позволяют аппроксимировать поверхность, если известны координаты дискретно-

го множества точек, принадлежащих этой поверхности. В результате получаем 

численный алгоритм решения задачи, реализация которого возможна с помощью 

современной вычислительной техники.  

В работах автора [68, 118, 119] ставится и решается задача разработки ана-
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литического описания действительной поверхности тонкостенной оболочки тех-

нической формы, для дальнейшего её изучения с возможностью трансформации, 

используя компьютерную модель, построенную на основе полученных аналити-

ческих зависимостей. Такой подход относится к методам непрерывной геометрии 

и является альтернативным по отношению к дискретным методам. Одним из пре-

имуществ используемого метода, является то, что в результате получается непре-

рывная криволинейная поверхность, заданная с помощью параметрических урав-

нений, что позволяет легко управлять формой полученной поверхности. 

С точки зрения непрерывной геометрии, модель поверхности тонкостенной 

оболочки с несовершенствами – это сложная составная поверхность, состоящая из 

множества отсеков поверхностей, которые образованы дугами выпуклых обводов 

первого порядка гладкости. Такой подход обусловлен незакономерностью дей-

ствительной поверхности инженерных сооружений с учётом несовершенств гео-

метрической формы, которые могут иметь самую разнообразную геометрическую 

форму. Конструирование и стыковка отсеков поверхностей по первому порядку 

гладкости возможна с помощью метода подвижного симплекса [72], который был 

разработан и реализован на основе математического аппарата БН-исчисление [57, 

60, 61]. Однако для построения такой незакономерной поверхности необходимо 

сначала разработать теоретические основы конструирования выпуклых обводов, а 

также алгоритмы их формирования. 

 

2.1. Теоретические основы геометрического моделирования незаконо-

мерных поверхностей методами БН-исчисления 

 

В данном подразделе исследованы различные способы конструирования дуг 

обвода кривой 2-го и 3-го порядков и разработаны на их основе алгоритмы моде-

лирования выпуклых обводов первого порядка гладкости через k  наперед задан-

ных точек. 
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2.1.1 Конструирование дуг обвода в БН-исчислении. Алгебраические 

кривые одного отношения 

 

Кривые одного отношения были предложены и исследованы в роботах [57, 

59, 62, 72, 74-76], для которых общая параметризация плоскости с помощью 

функции, зависящей от одного и того же параметра (например, простое отноше-

ние трёх точек прямой) были получены в БН-исчислении уравнения плоских и 

пространственных кривых, которые могут быть эффективно использованы в каче-

стве дуг обвода как первого, так и более высоких порядков гладкости. Благодаря 

использованию одного отношения, при конструировании кривых, точечные урав-

нения этих кривых являются легко управляемыми, что особенно важно для их 

практического использования при конструировании обводов, оболочек, модели-

ровании процессов и т.п. 

 

2.1.1.1 Дуга обвода кривой 2-го порядка 

 

Кривые второго порядка являются наиболее исследованными и простыми в 

использовании. В БН-исчислении они используются не только для конструирова-

ния поверхностей оболочек и моделирования процессов, но и как основа для мо-

делирования кривых более высокого порядка.  

Из всех кривых второго порядка, пара-

бола является наиболее простой кривой, кото-

рая нашла широчайшее применение с инже-

нерной практике не только благодаря своим 

оптическим свойствам, но и благодаря легко-

сти управления её формой. 

Рассмотрим известный алгоритм по-

строения параболы, как кривой одного отно-

шения, по двухзвенной ломаной Бернштейна 

1 2 3A A A  [58]. На звеньях 1 3A A  и 2 3A A  выберем 

Рисунок 2.1. Геометрическая 
схема конструирования кривой 

2-го порядка как кривой 
одного отношения. 
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точки 1B  и 2B  однозвенной ломаной, на которой фиксируем текущую точку кри-

вой М (рис. 2.1). 

Конструкции из прямых линий 1 3A A  и 2 3A A , по которым скоординировано 

движутся точки 1B  и 2B , задают совместное движение точки М по криволинейной 

траектории. Так как точки 1B , 2B  и М делят звенья ломаной в одном и том же от-

ношении t , то искомая дуга кривой – парабола, является кривой Безье. Система 

линейных точечных уравнений, определяющих точку М, имеет вид: 

1 1 3

2 3 2

1 2

,

,

.

B A t A t

B A t A t

M B t B t

= +
 = +
 = +

 (2.1) 

Исключая промежуточные точки 1B  и 2B , получим точечное уравнение па-

раболы: 

2 2
1 3 22 ,M A t A tt A t= + +  (2.2) 

где [ ]0; 1t ∈  – текущий параметр, определяющий текущую точку М кривой; 

1t t= −  – дополнение параметра до единицы. 

Кривая, определенная точечным уравнением (2.2), является дугой обвода, прохо-

дящей через точки 1A , 2A , и имеющей касательные 1 3A A  и 2 3A A  в этих точках. 

 

Дуга кривой второго порядка, 

определяемая отношением на медиане 

Рассмотрим алгоритм построения дуги кривой 2-го порядка разработанный 

в работе [74] (рисунок 2.2). Как известно из [73, 120-122] кривая второго порядка 

однозначно определяется 5-ю точками, 5-ю касательными, или их комбинациями. 

В нашем случае рассматривается дуга кривой 2-го порядка, которая проходит че-

рез точку А  и точку В , а также имеет две касательные в этих точках – АС  и ВС . 

Чтобы однозначно определить дугу кривой второго порядка зададим ещё одну 

точку K , через которую будет проходить дуга кривой. 

В симплексе АВС  построим медиану 1СТ . Определим точку К  с помощью 

соотношения ( )1 CK Т С f C= − + . Это соотношение аналогично инженерному дис-
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криминанту [70, 122]. Для определения текущей точки M  построим произволь-

ную прямую, выходящую из точки C  (в нашем случае – CT ). На пересечении 

этой прямой с отрезками AK  и BK  получим промежуточные точки P  и Q . Те-

кущую точку M  определим пересечением отрезков прямых AQ и BP .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим четырехугольник KPMQ. Согласно [76, 120] этот четырех-

угольник является гармоническим, т.е. точки пересечения сторон, т. A и т.B , и 

продолжения диагоналей этого четырехугольника, т.Т  и т. N , лежат на одной ли-

нии. Таким образом, получаем гармоничное отношение четырех точек прямой: 

1.
ABT

ABTN
ABN

= = −  (2.1) 

Определим текущий параметр t  простым отношением трёх точек прямой 

AT
t TBA

AB
= = − . Используя уравнение (2.1) и правила преобразования простого 

отношения трех точек прямой [57-59], получим: 

;
1 2 1 2

;

( ) ( ) ,
2 2 2

C C
C

t t t
ABN N A B

t t t
T At Bt

A B f f
K C f C A C B C C

= − ⇒ = −
− −

= +
+ = − + = − + − + 

 

 (2.2) 

где 1t t= − . 

Определим точку P , как точку пересечения прямых AK  и CT :  

Рисунок. 2.2. Геометрическая схема конструирования кривой 
2-го порядка, которая определяется отношением на медиане. 
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,P Cu Tu Atu Btu Cu= + = + +  (2.3) 

где 1u u= − . 

Точки A, P  и K  принадлежат одной прямой AP, следовательно площадь 

треугольника APK  должна быть равна нулю. Согласно S-теореме БН-

исчисления [57], определитель APK∆  также должен быть равен нулю: 

1 0 0

0.

2 2

APK

C C
C

tu tu u

f f
f

∆ = =  (2.4) 

После преобразований получаем значение параметра u . Подставив это вы-

ражение в уравнение (2.3) получим уравнение точки P : 

2
.

2 2 2
C C C

C C C C C C

tf tf tf
P A B C

tf f tf f tf f
= + +

+ + +
 (2.5) 

Аналогичным образом определим точку M , как точку пересечения прямых 

KN  и BP . 

2 2 2 2
.

2 4 2 4
C C C C

C

f u tf u tu f u tf u tu
M Ku Nu A B Cf u

t t

− + − −= + = + +
− −

 (2.6) 

Площадь треугольника BMP должна быть равна нулю, тогда согласно S-

теоремы БН-исчисления [57], определитель 0BMP∆ = : 

0 1 0

2 2 2 2
0.

2 4 2 4

2

2 2 2

C C C C
BMP C

C C C

C C C C C C

f u tf u tu f u tf u tu
f u

t t

tf tf tf

tf f tf f tf f

− + − +∆ = =
− −

+ + +

 (2.7) 

Окончательное уравнение дуги кривой второго порядка будет иметь следу-

ющий вид: 

2 2

2 2
( ) ( ) ,

(1 2 ) 2 (1 2 ) 2
C C

C C

f t f t
M A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 (2.8) 

где 1t t= − . 
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Полученная дуга кривой второго порядка будет проходить через точки 

, ,A B K . Также она будет иметь касательные AC  и BC  соответственно в точках 

A и B , следовательно, её можно использовать в качестве дуги обвода. Изменяя 

соотношение на медиане Cf , можно получать различные дуги кривой второго по-

рядка. Если 0,5Cf = , то уравнение (2.8) будет иметь следующий вид: 

2 2( ) ( )M A C t B C t C= − + − +  

или 

2 22 ,M At Ctt Bt= + +  

(2.9) 

где 1t t= − . 

Это же уравнение можно получить, если рассмотреть параболу второго по-

рядка, как кривую одного отношения [58], что и было показано выше в уравнении 

2.2. 

Проанализировав уравнение (2.9) делаем вывод, что при 0,5Cf = получаем 

дугу параболы (или кривую Безье второго порядка). Если 0 0,5Cf< < , то получа-

ем дугу гиперболы, а при 0,5 1Cf< <  – дугу эллипса. 

 

2.1.1.2 Дуга обвода кривой 3-го порядка 

 

Инженерная практика показала, что применение кривых второго порядка не 

всегда достаточно для формирования поверхности оболочек необходимой формы. 

Например, при построении выпуклого обвода, а следовательно и отсека поверх-

ности на его основе, в зависимости от расположения точек, могут возникать, так 

называемые, точки перегиба. Чтобы осуществить запланированный перегиб кри-

вой можно воспользоваться или совместно двумя дугами обвода кривых 2-го по-

рядка, или одной дугой обвода кривой 3-го порядка [85,86]. 

Дуги плоской кривой третього порядка 

В работах [62, 74, 75, 76] было рассмотрено конструирование дуг кривых 3-

го порядка заданных системой линейных точечных уравнений. Рассмотрим эту 

конструкцию ниже. 
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Конструкции из прямых ли-

ний 1 2A A , 2 3A A  и 3 4A A , по которым 

согласовано движутся точки 1B , 2B  

и 3B , задают совместное движение 

точек 1C  и 2C  по кривой линии (ри-

сунок 2.3). А точки 1C  и 2C , в свою 

очередь задают движение точки M  

по кривой 3-го порядка. 

Согласно геометрической 

схеме (рисунок 2.3) составим по-

следовательность шести точечных 

линейных уравнений: 

1 1 2

2 2 3

3 3 4

1 1 2

2 2 3

1 2

;

;

;

;

;

.

B A t A t

B A t A t

B A t A t

C B t B t

C B t B t

M C t C t

= +
 = +
 = +


= +
 = +


= +

 (2.10) 

Эта последовательность определяет дугу обвода с концами 1A  и 4A  при 

[ ]0,1t ∈ . Решив подстановкой последовательность линейных точечных уравнений 

(2.10), получим точечное уравнение дуги кривой в следующем виде: 

3 2 2 3
1 2 3 43 3 ,M A t A t t A tt A t= + + +  (2.11) 

где 1t t= − . 

Известно, что если касательные расположены в одной плоскости, т.е. пере-

секаются, то полученная кривая будет плоской и имеет название кривая Безье 

[58]. Если же ломаная линия 1 2 3 4A A A A  задана пространственной, т.е. отрезки 1 2A A  

и 4 3A A  скрещиваются, то получим пространственную дугу кривой 3-го порядка, 

т.е. линию двоякой кривизны. Согласно [58] эта кривая также будет кривой Безье 

Рисунок 2.3. Геометрическая схема 
конструирования кривой 3-го 
порядка заданных системой 

линейных точечных уравнений. 
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только не плоской, а пространственной.  

Во время исследований в работе [74], автором были также получены раз-

личные геометрические алгоритмы конструирования дуг плоских кривых 3-го по-

рядка, как кривых одного отношения в зависимости от направления движения те-

кущих точек исходных дуг кривых 2-го порядка. 

Рассмотрим, в качестве примера, два таких геометрических алгоритма и их 

аналитическое описание. 

1. Дуги плоской кривой третьего порядка, полученные по геометриче-

ской схеме 2.4. 

В симплексе ABC (рисунок 2.4) задано две дуги кривых второго порядка. 

Они определяются одним текущим параметром t , который образует эти дуги кри-

вых ( )P t  и ( )Q t , и двумя постоянными параметрами Pf  и Qf , которые определя-

ют вид дуги кривой 2-го порядка, соответственно для ( )P t  и ( )Q t . 

В соответствии с геометрической схемой (рисунок 2.4) получим четыре ва-

рианта конструирования дуги кривой 3-го порядка. Отличие этих четырех вариан-

тов заключается в том, что при формообразовании дуги кривой 3-го порядка, как 

кривой одного отношения, можно выбрать разные направления образования ис-

ходных дуг кривых 2-го порядка, получая, таким образом, различные дуги кривых 

3-го порядка. А именно: APB и CQB, BPA и BQC, BPA и CQB, APB и BQC. 

1) Рассмотрим первый способ кон-

струирования дуг кривых 3-го порядка как 

кривых одного отношения, использовав 

для образования кривой 3-го порядка дуги 

APB и CQB. Это направление можно 

назвать прямым, поскольку текущие точки 

P  и Q , которые образуют дуги кривых 

APB и CQB, имеют одинаковое направ-

ление движения (к точке B ). Дуги кривых 

2-го порядка APB и CQB имеют следую-

Рисунок 2.4. Геометрическая 
схема конструирования 

плоской кривой 3-го порядка. 
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щие точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 ,
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 .
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q C A B A A

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.12) 

Дуга кривой третьего порядка с текущей точкой M  образуется как кривая 

одного отношения, то есть с таким же параметром t , что и дуги кривых APB и 

CQB. 

M Pt Qt= + , (2.13) 

где 1t t= − . 

После подстановки уравнений (2.12) в уравнение (2.13) и некоторых преоб-

разований, получаем точечное уравнение дуги кривой 3-го порядка: 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 23

2 2

32

2 2

1 2 2 1 2 2

.
1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t t tf t
M A C t

f t tt f t tt

f tf t t
B C C

f t tt f t tt

 +
= − + − + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.14) 

2) Второй способ конструирования дуг кривых 3-го порядка используем ду-

ги BPA и BQC. Это направление можно назвать обратным, поскольку текущие 

точки P  и Q , которые образуют дуги кривых BPA и BQC, также имеют одина-

ковое направление движения, но от точки B . Дуги кривых 2-го прядка BPA и 

BQC имеют следующие точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 ,
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 .
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q C A B A A

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.15) 

Подставим уравнения (2.14) в уравнение (2.13) и, после некоторых преобра-

зований, получаем точечное уравнение дуги кривой 3-го порядка: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 22

2 2

23

2 2

1 2 2 1 2 2

.
1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t t tf t t
M A C t

f t tt f t tt

f t tf t
B C C

f t tt f t tt

 +
= − + − + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.16) 

В работе [74] с помощью программного пакета Maple были построены и 

проанализированы разные дуги кривой 3-го порядка в симплексе ABC. 

3) Для третьего и четвертого способа конструирования дуг кривых 3-го по-

рядка направление движения текущих точек будет взаимно обратным. Дуги BPA 

и CQB образуются движением текущих точек P  и Q  навстречу одна другой. 

Уравнение дуг кривых 2-го порядка имеет следующий вид: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 ,
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 .
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q C A B A A

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.17) 

Подставив уравнения (2.17) в уравнение (2.13) получаем точечное уравне-

ние дуги кривой 3-го порядка: 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 22

2 2

33

2 2

1 2 2 1 2 2

.
1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t t tf t t
M A C t

f t tt f t tt

f tf t
B C C

f t tt f t tt

 +
= − + − + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.18) 

4) Дуги APB и BQC также образуются на встречных направлениях и име-

ют следующие точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 ,
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 .
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q C A B A A

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.19) 

Подставив уравнения (2.19) в уравнение (2.13) получаем точечное уравне-

ние дуги кривой 3-го порядка: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 23

2 2

22

2 2

1 2 2 1 2 2

.
1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t t tf t
M A C t

f t tt f t tt

f t tf t t
B C C

f t tt f t tt

 +
= − + − + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.20) 

С помощью программного пакета Maple, в работе [74], были исследованы 

разные дуги кривой 3-го порядка в симплексе ABC. 

2. Дуги плоской кривой третьего порядка, полученные по геометриче-

ской схеме 2.5. 

Кривые второго порядка ( )P t  и ( )Q t  

рассматриваются в одном и том же сим-

плексе ABC, причём обе дуги кривых вто-

рого порядка начинаются и заканчиваются в 

точках A и B  соответственно, а также име-

ют одинаковые касательные (соответствен-

но AC  и BC). Поэтому дуга кривой третье-

го порядка заимствует некоторые свойства 

исходных дуг, а именно: дуга кривой треть-

его порядка будет начинаться и заканчи-

ваться в точках A и B , и иметь касательные AC  и BC . Для этой геометрической 

схемы также, как и в предыдущем случае, характерны четыре варианта конструи-

рования дуги кривой третьего порядка, в зависимости от направления движения 

текущих точек исходных дуг кривых второго порядка: APB и AQB, BPA и BQA, 

APB и BQA, BPA и AQB. 

1) Рассмотрим прямое направление APB и AQB. По этой схеме исходные 

дуги кривых второго порядка имеют следующие точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.21) 

Рисунок 2.5. Геометрическая 
схема конструирования 

плоской кривой 3-го порядка. 
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Дугу кривой третьего порядка с текущей точкой M  получим как кривую 

одного отношения: 

M Pt Qt= + , где 1t t= − . (2.22) 

После подстановки уравнений (2.21) в уравнение (2.22) и некоторых преоб-

разований, получаем точечное уравнение дуги кривой 3-го порядка: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

23

2 2

32

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t tf t
M A C

f t tt f t tt

f tf t t
B C C

f t tt f t tt

 
= − + + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.23) 

В случае, когда параметры, определяющие дуги кривых второго порядка, 

совпадают, фактически совпадают дуги кривых второго порядка и длина отрезка 

0PQ= . Тогда уравнение (2.23) преобразуются в уравнение (2.9), то есть стано-

вится уравнением дуги параболы второго порядка. Отсюда получается условие 

существования дуги кривой третьего порядка для данной геометрической схемы. 

Утверждение. Для существования дуги кривой третьего порядка, исходные 

дуги кривых второго порядка должны отличаться значениями параметров Pf  и 

Qf , которые определяют вид исходных дуг кривых второго порядка. 

2) Обратное направление BPA и BQA. По этой схеме исходные дуги кри-

вых второго порядка имеют точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.24) 

 

Подставив уравнения (2.24) в уравнение (2.22) получаем точечное уравне-

ние дуги кривой 3-го порядка: 



44 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

23

2 2

32

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t tf t
M A C

f t tt f t tt

f tf t t
B C C

f t tt f t tt

 
= − + + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.25) 

С помощью программного пакета Maple, в работе [74], были построены и 

проанализированы разные дуги кривой 3-го порядка в симплексе ABC. В резуль-

тате был сделан вывод, что дуги кривых 3-го порядка, полученные по геометриче-

ской схеме 2.5 по прямому и обратному направлению, подобны между собой и со-

гласуются с помощью параметров Pf  и Qf , не смотря на то, что имеют разные 

уравнения (2.23) и (2.25). 

3) Встречное направление APB и BQA. По этой схеме исходные дуги кри-

вых второго порядка имеют точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 ;
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2 .
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.26) 

Подставив уравнения (2.26) в уравнение (2.22) получаем точечное уравне-

ние дуги кривой 3-го порядка: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

23

2 2

23

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t tf t
M A C

f t tt f t tt

f t tf t
B C C

f t tt f t tt

 
= − + + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.27) 

4) Встречное направление BPA и AQB. По этой схеме исходные дуги кри-

вых второго порядка имеют точечные уравнения: 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

P P

P P

f t f t
P A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

Q Q

Q Q

f t f t
Q A C B C C

f t tt f t tt
= − + − +

− + − +
 

(2.28) 
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Подставив уравнения (2.28) в уравнение (2.22) получаем точечное уравне-

ние дуги кривой 3-го порядка: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

22

2 2

33

2 2

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

QP

P Q

QP

P Q

f t tf t t
M A C

f t tt f t tt

f tf t
B C C

f t tt f t tt

 
= − + + 

− + − +  

 
+ − + + 

− + − +  

 (2.29) 

Дуги кривой 3-го порядка, построенные по геометрической схеме 2.5, могут 

эффективно использоваться на практике как дуги обвода, поскольку имеют трой-

ные касательные AC  и BC  соответственно в точках A и B . Т.е. одинаковые ка-

сательные имеют и исходные дуги кривых 2-го порядка, и полученная на их осно-

ве, дуга кривой 3-го порядка. Если представить кривую 3-го порядка, как произ-

водную кривой 2-го порядка, то можно сделать вывод, что первая и вторая произ-

водные кривой совпадают соответственно в точках A и B . Т.о. получаем дугу об-

вода 2-го порядка гладкости. 

Полученные дуги кривых 3-го порядка имеют две касательные: в точках 

начала и конца дуги кривой, которые пересекаются в одной точке. Эти три точки 

образуют симплекс плоскости, в котором и были определены дуги кривых 3-го 

порядка. Поскольку полученные дуги кривых имеют две касательные, а также не-

обходимую гибкость, свойственную кривым 3-го порядка, их можно эффективно 

использовать для конструирования выпуклых обводов, которые в свою очередь 

используются для геометрического моделирования форм пространственных кон-

струкций.  

 

Дуги пространственной кривой третього порядка в 3-х мерном про-

странстве 

Исследуем геометрические алгоритмы конструирования пространственных 

дуг кривых 3-го порядка в БН-исчислении [57-60]. То есть, рассмотрим случай, 

когда касательные к дугам кривой 3-го порядка в начальной и конечной точках не 
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пересекаются в одной точке, а являются скрещивающимися, определяя, таким об-

разом, симплекс 3-х мерного пространства.  

Рассмотрим алгоритм кон-

струирования пространственной 

дуги кривой 3-го порядка, как 

кривой одного отношения [74]. 

Пусть заданный симплекс 

3-х мерного пространства 

ABCD. В гране ACD зададим 

уравнение дуги кривой второго 

порядка вида (2.8) с параметром 

Cf . Аналогично в гране CDB 

зададим уравнение дуги кривой 

второго порядка вида (2.8), но с 

соотношением Df . Сконструиру-

ем кривую третьего порядка M  

с помощью согласованного с 

этими кривыми второго порядка параметра t : 

M Pt Qt= + , где 1t t= −  . (2.30) 

Пространственные дуги кривой 3-го порядка можно конструировать, как в 

зависимости от направления движения текущих точек P  и Q  исходных кривых 2-

го порядка, так и от количества общих точек исходных кривых 2-го порядка, т.е. 

от того в каких гранях пирамиды ABCD построены исходные прямые. 

Так в работе [74] автор рассматривает случай конструирования простран-

ственной дуги кривой 3-го порядка, когда исходные дуги кривых 2-го порядка яв-

ляются скрещивающимися, то есть не имеют общих точек, а направление движе-

ния точек в грани ACD – от точки A до точки D , а в грани CDB – от точки C  до 

точки B . В этом случае уравнение дуги кривой третьего порядка в 3-х мерном 

пространстве имеет следующий вид: 

Рисунок 2.6. Геометрическая схема кон-
струирования пространственной кривой 

3-го порядка. Случай 1. 
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f t tt f t tt
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 +
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− + − +  

 (2.31) 

Дополнительно можно отметить, что уравнение (2.31) обозначает дугу кри-

вой 3-го порядка с двумя касательными: AC  и BD . 

Рассмотрим некоторые свойства полученного уравнения: 

1. При 0t M A= → ≡  (кривая проходит через точку ). 

2. При 1t M B= → ≡  (кривая проходит через точку). 

3. Если исходные дуги кривых 2-го порядка, с помощью которых построено 

дугу кривой 3-го порядка, будут одинаковыми ( 0,5C Df f= = ), то уравнение (2.31) 

преобразуются в следующий вид: 

3 3 2 23 3 .M At Bt Ct t Dt t= + + +  (2.32) 

То есть, уравнение (2.31) преобразуются в уравнение кривой Безье 3-го по-

рядка [58]. 

Несмотря на достаточно громоздкий вид уравнения (2.31), положение теку-

щей точки M  определяется только одним параметром t , который изменяется от 0 

до 1, и двумя постоянными параметрами Cf  и Df . 

Рассмотрим другие случаи, которые возможны при конструировании дуги 

кривой 3-го порядка в 3-х мерном пространстве, как кривой одного отношения 

[123].  

1) Используя геометрическую схему, приведенную в работе [74] (рисунок 

2.6), изменим направление движения точки в грани ACD – от точки D  к точке A, 

а в грани CDB оставим прежним – от точки C  к точке B . 
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(2.33) 

Подставим уравнение (2.33) в уравнение (2.30) и, после некоторых преобра-
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зований, получим уравнение дуги кривой 3-го порядка в 3-х мерном простран-

стве: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

22

2 2

2 23

2 2

1 2 2 1 2 2

.
1 2 2 1 2 2
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C D t D

f t tt f t tt
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 (2.34) 

В этом случае, уравнение (2.34) определяет дугу кривой 3-го порядка, кото-

рая имеет точку перегиба и две касательных: DC  и BD . 

2) Рассмотрим случай, когда исходные дуги кривых 2-го порядка имеют две 

общие точки (рисунок 2.7). В грани ACB зададим дугу APB, а в грани ADB – ду-

гу AQB. Направление движения точек в грани ACB зададим от точки A к точке 

B  и в грани ADB – от точки A к точке B . 
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(2.35) 

Подставим уравнение (2.35) в уравнение (2.30) и, после некоторых преобра-

зований, получим уравнение дуги кривой 3-го порядка в 3-х мерном простран-

стве: 
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 (2.36) 

В этом случае, уравнение (2.36) определяет дугу кривой 3-го порядка с дву-

мя касательными: AC  и BD . 

3) Используя ту же геометрическую схему (рисунок 2.7), изменим направ-
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ление движения точки P  в грани ACB – от точки B  к точке A, а направление 

движения точки Q  в грани ADB оставим неизменным – от точки A к точке B . 
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(2.37) 

Учитывая (2.37), уравнение кривой 3-го порядка в 3-х мерном пространстве 

будет иметь вид: 
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 (2.38) 

В этом случае, уравнение (2.38) определяет дугу кривой 3-го порядка, кото-

рая имеет форму петли и две касательных: BC  и BD . 

4) Рассмотрим случай, когда исходные дуги кривых 2-го порядка имеют од-

Рисунок 2.7. Геометрическая схема конструирования 
пространственной кривой 3-го порядка. Случай 2. 
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ну общую точку (рисунок 2.8). В грани ADC  зададим дугу APC, а в грани ADB 

– дугу AQB. Направление движения точек в грани ADC  зададим от точки A к 

точке C  и в грани ADB – от точки A к точке B . 
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(2.39) 

Учитывая (2.39), уравнение кривой третьего порядка в 3-х мерном про-

странстве будет иметь вид: 
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 (2.40) 

В этом случае, уравнение (2.40) определяет дугу кривой 3-го порядка с дву-

мя касательными: AD  и BD . 

5) Используя ту же геометрическую схему (рисунок 2.8), изменим направ-

ление движения точки P  в грани ADC  – от точки C  к точке A, а направление 

Рисунок 2.8. Геометрическая схема конструирования 
пространственной кривой 3-го порядка. Случай 3. 
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движения точки Q  в грани ADB оставим неизменным – от точки A к точке B . 
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(2.41) 

Учитывая (2.41), уравнение кривой третьего порядка в 3-х мерном про-

странстве будет иметь вид: 
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 (2.42) 

В этом случае, уравнение (2.42) определяет дугу кривой 3-го порядка с дву-

мя касательными: CD  и BD . 

Рассмотрены геометрические схемы, определяющие пространственную дугу 

обвода кривой 3-го порядка, как кривую одного отношения, в зависимости от 

направления движения и количества общих точек исходных дуг кривых 2-го по-

рядка. Полученные дуги эффективно используются для геометрического модели-

рования пространственных обводов первого порядка гладкости. 

 

2.1.2. Алгоритмы моделирования выпуклых обводов через k наперед 

заданных точек 

 

2.1.2.1. Проведение одномерного обвода через k наперед заданных точек 

 

Пусть задано k точек n-мерного про-

странства (рисунок 2.9): А1, А2, А3, …, Аi …, 

Аk. Требуется через эти точки провести кри-

вую линию. Этой кривой линией в нашем 

случае будет одномерный выпуклый обвод первого порядка гладкости. Главное 

Рисунок. 2.9. Выпуклый обвод, 
построенный через k точек. 
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требование, которое предъявляется к обводу, состоит в том, чтобы он не допускал 

непредвиденных осцилляций.  

Отметим, что конструируемый обвод, в общем случае, состоит из дуг двоя-

кой кривизны [124]. Выделим, какими свойствами должна обладать такая дуга: 

1. Она не должна содержать изломов. Другими словами, дуга обвода долж-

на на интервале [0,1] иметь единственную касательную в каждой точке. Аналити-

чески это достигается тем, что точечное уравнение дуги имеет определенные на 

отрезке функции, хотя бы один раз дифференцируемые. 

2. Дуга не должна иметь точек самопересечения (узловых точек). 

 

3. Алгоритм обвода должен быть инвариантным относительно размерности 

пространства. Т.е. он должен сохранять все свои свойства, как для трёхмерного, 

так и для двухмерного пространства. Это требование делает более жёсткими 

ограничения на дугу обвода двоякой кривизны. Дуга обвода должна быть такой, 

чтобы плоский ее вариант не имел точек перегиба (рисунок 2.10а) или в случае 

(рисунок 2.10б) когда направления касательных А1В1 и А2С2 не позволяет избе-

жать точки перегиба, то такой точки не должно быть больше одной. 

Профессором Балюбой И.Г. в [57] исследовано, что дуга обвода будет заве-

домо обладать свойствами 2 и 3, если на алгоритм налагается следующее условие: 

1 2 1 1 2 2.СA A A B A= +  (2.43) 

Это же условие позволяет выполнить требование к дуге, которое не редко 

накладывают на обвод при конструировании поверхностей технических форм. 

Рисунок 2.10. Дуги обвода при различных направлениях касательных. 
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Встречающиеся на практике линии, довольно часто, включают в себя прямоли-

нейные участки. Отсюда еще одно свойство, которому должна отвечать идеальная 

дуга обвода: 

4. Обвод должен работать с теми же параметрами и в случае, когда дуга 

обвода вырождается в отрезок прямой. 

Этими свойствами обладают дуги обвода, полученные на основе кривых 

одного отношения [57-59]. Например, дуга обвода двоякой кривизны третьего по-

рядка определяется точечным уравнением (2.11), вывод которого рассмотрен в 

разделе 2.1.1.: 

3 2 2 3
1 13 3 ,i i i i iM A t B t t С tt A t+ += + + +  (2.44) 

где 1,i iA A+  
 – начало и конец дуги обвода; 

i iA B – касательная к дуге в точке iA  ; 

1 1i iA С+ +  – касательная к дуге в точке 1iA+  ; 

0 1t≤ ≤  – параметр точечного уравнения; 

1t t= −  – дополнение параметра до единицы. 

Для формирования обвода через k  точек iA , с помощью дуги (2.44), требу-

ется определить точки iB  и 1iС +  так чтобы дуга (2.44) при изменении параметра на 

интервале [0,1] не имела особых точек. Второе требование к выбору точек iB  и 

1iС + , заключается в том, чтобы выбор касательных не создавал непредвиденных 

точек перегиба на дуге 1i i iAM A+ . Иными словами, обвод из заданных точек дол-

жен быть выпуклым. 

Для того, чтобы состыковать дуги обвода между собой по первому порядку 

гладкости, необходимо, чтобы первая производная в начальной точке каждой по-

следующей дуги соответственно была равна первой производной в последней 

точки предыдущей дуги. Геометрически это достигается тем, что в точках сты-

ковки дуг обвода строится общая касательная, которая и обеспечивает стыковку 

дуг обвода по первому порядку гладкости. Определение касательных в точках 

стыковки дуг обвода iA  разобьем на два этапа: 

Этап 1. Подбор касательных во внутренних точках обвода. 
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Этап 2. Подбор касательных в начальной iA  и конечной kA  точках обвода. 

Приступаем к первому этапу решения задачи. 

Пусть заданы точки iA , 1iA+ , 2iA+ , 

требуется определить точки 1iB + , 1iC + , 

фиксирующие касательные смежных 

дуг обвода (рисунок 2.11). В [57] было 

отмечено, что две смежные дуги обво-

да будут выпуклыми, если касательная 

в точке 1iA+  будет параллельна 2i iA A+ . Такую прямую определим точками 1iB +′  и 

1iC +′ . Естественно, что точки 1iB +′ , 1iC +′ , 1iA+  лежат на одной прямой, а для определе-

ния такой прямой достаточно двух точек: 1iA+  и одной из точек 1iB +′  или 1iC +′ . 

Определим точки 1iB +′  и 1iC +′  так, чтобы создать симметрию точечных уравнений 

обвода. Точки 1iB +′  и 1iC +′  определим из двух параллелограммов 2 1 1i i i iA A C A+ + +′  и 

2 1 1i i i iA A B A+ + +′ . Используя точечное уравнение параллельного переноса, получим: 

1 1 2.i i i iB A A A+ + +′ = + −
 

1 1 2 .i i i iC A A A+ + +′ = + −  

(2.45) 

(2.46) 

Точки 1iB +′  и 1iC +′  определяют 

касательную в точке 1iA+ , но точечное 

уравнение дуги обвода (2.44) предпо-

лагает наличие на касательных точек 

iB  и 1iC + , формирующих вид дуги 

обвода (рисунок 2.12).  

Можно было бы взять в каче-

стве формирующих точки 1iB +′  и 1iC +′ . 

Однако эти точки заведомо рождают 

на дуге нежелательную, особую точ-

ку первого рода, если касательные лежат в одной плоскости, и допустимую, но 

тоже не очень нужную, двоякую кривизну, когда касательные скрещиваются. 

Рисунок. 2.11. Построение 
касательной в точке 1iA+ . 

Рисунок 2.12. Подбор касательных во 
внутренних точках обвода. 
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Также может оказаться, что оптимальный вариант дуги 1i iA A+  – это хорда 1i iA A+ . 

Наша задача разработать такой алгоритм определения точек iB  и 1iC + , который 

обеспечивает требуемую дугу обвода при любых вариантах задания 1i iA A+ . Здесь 

возможны два варианта: 

1. Если дуга 1i iA A+  вырождается в отрезок 1i iA A+ , то точки iB  и 1iС +  совпа-

дают между собой и совпадают с серединой хорды 1i iA A+  (рисунок 2.4). 

2. Во всех остальных случаях отрезки касательных i iA B  и 1 1i iA C+ +  не долж-

ны пересекаться, что не позволяет появиться особой точке на дуге обвода. Этого 

можно достичь, если на каждом участке обвода выполняются следующее условие: 

1 1 1 .i i i i i iA B A C A A+ + ++ ≤  (2.47) 

Самым простым из вариантов, при которых выполняется условие (2.47), это 

когда точки 1iB +  и 1iС +  принадлежат прямой 1 1i iB C+ +′ ′  и равны половине длин соот-

ветствующих отрезков 1 2i iA А+ +  и 1i iAА+  (рисунок 2.12): 

1 2
1 1 2

i i
i i

A А
A B + +

+ + = ;       1
1 1 .

2
i i

i i

AА
A С +

+ + =  (2.48) 

Определим исходя из этого условия искомые точки 1iB +  и 1iС + : 

( )

1 1 1 2 1 21 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1 2

1 2
1 1 1 1

2

2 2

.
2

i i i i i ii i i i

i i i i i i i i i i

i i
i i i i

i i

A B A А A АA B B A

A C AА A C C A AА

A А
B C A A

AА

+ + + + + ++ + + +

+ + + + + + + +

+ +
+ + + +

+

−= = ⇒ = ⇒
′ ′ ′ −

′⇒ = − +
 

Далее, учитывая (2.45), находим: 

( ) 1 2
1 2 1

2

.
2

i i
i i i i

i i

A А
B А A A

AА
+ +

+ + +
+

= − +  (2.49) 

Аналогично определяем 1iС + : 

1 1 1 11 1

1 1 2 1 1 2

.
2 2

i i i i i ii i

i i i i i i i i

A С A А A АС A

A B AА B A AА
+ + + ++ +

+ + + + + +

−= ⇒ =
′ ′ −  

Откуда имеем: 
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( ) 1
1 1 1 1

2

.
2

i i
i i i i

i i

AА
С B A A

AА
+

+ + + +
+

′= − +  

Учитывая (2.46), находим: 

( ) 1
1 2 1

2

.
2

i i
i i i i

i i

AА
С A A A

AА
+

+ + +
+

= − +  (2.50) 

 

 

 

 

 

 

 

 

На втором этапе необходимо определить касательные в крайних точках об-

вода. При этом возможны различные способы задания касательных.  

 

1) В работе [57] автором предлагается следующий графический алгоритм 

определения касательных в крайних точках обвода. 

В качестве касательных в начальной и в конечной точках обвода предлага-

ется использовать соответственно отрезки 1 2АВ′  (рисунок 2.13а) и 1k kА C −′  (рисунок 

2.13б). Определим касательную 1 2АВ′  на первом участке обвода в соответствии с 

геометрической схемой её построения (рисунок 2.13а): 

1. 1 3 2 2А А А B′  – параллелограмм. 

Определим точку 1В , используя точечное уравнение параллельного перено-

са, получим: 2 1 2 3.B А А А′ = + −  

2. 1 1 1 2АВ В В′= , следовательно: 

1 2 1 2 3
1

2
.

2 2

А В А А А
В

′+ + −= =  (2.51) 

Аналогично определяем точку kС  (рисунок 2.13):  

Рисунок 2.13. Геометрическая схема построения касательных в 
крайних точках обвода первым из предложенных способов. 
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1 22
.

2
k k k

k

А А А
С − −+ −=  (2.52) 

Точки 1B  и kC , формируют вид дуги обвода. В этом случае для построения 

обвода используется дуга обвода 3-го порядка (2.44). 

Однако при таком способе определения касательных в начальной и конеч-

ной точке обвода дуги обвода на участках 1 2А A  и 1k kА A−  будут иметь достаточно 

большую выпуклость, что не противоречит условиям 1-4, рассмотренным выше, 

но и не соответствует характеру изменения кривизны дуги обвода при определён-

ном задании точек, через которые нужно провести выпуклый обвод.  

2) В данной работе предлагается использовать для построения обвода дугу 

обвода 2-го порядка (рисунок 2.14 а,б). 

2 2
1 1 2 22 .M A t C tt A t= + +  (2.53) 

2 2
1 12 .k k k kM A t B tt A t− −= + +

 
(2.54) 

где 1t t= −  – дополнение параметра до единицы. 

В этом случае касательная в точке А1 задается точкой С2, а касательная в 

точке Аk задается точкой 1kB − . Эти же точки 2C  и Аk определяют вид дуги обвода. 

Исходя из уравнений (2.49, 2.50) определим точки 2C  и 1kB − : 

( ) 1 2
2 1 3 2

1 3

.
2

AА
С A A A

AА
= − +  (2.55) 

( ) 1
1 2 1

2

.
2

k k
k k k k

k k

A А
B А A A

A А

−
− − −

−

= − +  (2.56) 

 

Рисунок 2.14. Геометрическая схема построения касательных в 
крайних точках обвода вторым из предложенных способов. 
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При программной реализации алгоритма конструирования обода следует 

учесть, что точки 2C  и 1kB −  определяются с помощью уравнений (2.49, 2.50) при 

соответствующем значении і. 

Недостатком предложенного алгоритма является некоторая потеря универ-

сальности, что проявляется в использовании двух видов дуг обвода, 2-го и 3-го 

порядков, вместо одного, однако даёт лучший результат по сравнению с первым 

способом определения касательных в крайних точках обвода. 

3) Предлагается способ определения касательных на крайних участках об-

вода, который лишён недостатков первых двух способов определения касатель-

ных (рисунок 2.15а,б). В данном случае на первом и последнем участках обвода 

используется дуга обвода 3-го порядка, которая определяется по формуле (2.44). 

В соответствии с геометрической схемой (рисунок 2.15а,б) касательная в 

точке А1 задается точкой С2, а касательная в точке Аk задается точкой 1kB − . Но в 

качестве точек, формирующих вид дуги обвода, принимаются точки 1B  и kC  

находящиеся на этих касательных. Таким образом, в первой точке обвода 1A  име-

ем касательную 1 1A B , а в последней точке обвода kA  – k kA C . 

 

Поскольку точка 1B  принадлежит прямой 1 2AС , то действительно условие: 

1 11 1 1 1

1 2 1 2 2 1

.
A BA B B A

AC AC C A

−= =
−

 

Из геометрической схемы (рисунок 2.15а) следует, что 1 2
1 1 2

A A
A B = . 

Рисунок 2.15. Геометрическая схема построения касательных в  
крайних точках обвода третьим из предложенных способов. 
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Длину отрезка 1 2AC  определим с помощью метрического оператора трёх 

точек прямой [72]: 

1

2 2
1 2 .

A

C C
AC = ∑  

Для трёхмерного пространства, получим: 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 1 2 1 22 2

2 2 22

1 2 .
A

A C A C A CC C
A C x x y y z z= − = − + − + −∑ ∑  

Тогда, имеем: 

( )
1 1

2 2 2 2

1 2 1 21 1
1 2 1 1

2 1

.
2 2

A A

C C C C

A A A AB A
B C A A

C A

− = ⇒ = − +
− ∑ ∑

 

Принимая во внимание уравнение (2.56) получим: 

( )

( )

1

2 2

1

2 2

1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2
1 1 3 2 1 1

1 3

2
1 2 1 2 1 3 1 3 1 2 1 2

1 2 3

1 3 1 3

2 2

2 4
.

4 2 4

A

C C

A

C C

A A A

C C C C C C

AА A A
B A A A A A

AА

A A AА AА AА A A AА
A A A

AА AА

 
= − + − + =  
 

− + −
= + +

∑

∑

∑ ∑ ∑

 

Представим полученное уравнение в более компактном виде: 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

2

1 2 1 2
1 2 1 3 1 1

1 3

.
2 4

A A

C C C C

A A AА
B A A A A A

AА

−
= − + − +

∑ ∑
 (2.57) 

Исходя из (рисунка 2.15б) определим kC : 

Поскольку точка kС  принадлежит прямой 1k kA B − , то действительно условие: 

1 1 1

.k kk k k k

k k k k k k

A CA C C A

A B A B B A− − −

−= =
−

 

Из геометрической схемы (рисунок 2.15б) следует, что 1 .
2

k k
k k

A A
A C −=  

Длину отрезка 1k kA B −  определим с помощью метрического оператора трёх 

точек прямой [72]: 

1 1
1 .k

k k

A

k k B B
A B

− −
− = ∑  
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Для трёхмерного пространства, получим: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 1

2 2 22

1 .k

k k k k k kk k

A

k k A B A B A BB B
A B x x y y z z

− − −− −
−= − = − + − + −∑ ∑  

Тогда, имеем: 

( )
1 1 1 1

1 1
1

1

.
2 2k k

k k k k

k k k kk k
k k k kA A

k k
B B B B

A A A AC A
C B A A

B A
− − − −

− −
−

−

− = ⇒ = − +
− ∑ ∑

 

Принимая во внимание уравнение (2.55) получим: 

( )
1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
2 1

2

2 2

1 2 1 1 1
1 2

2 2

2 2

2
.

4 2 4

k

k k

k k k

k k k k k k

k k k k
k k k k k kA

k k
B B

k k k k k k k k k k
k k k kA A A

k k k kB B B B B B

A А A A
C А A A A A

A А

A A A А A A A A A A
A A A A

A А A А

− −

− − − − − −

− −
− −

−

− − − − −
− −

− −

 
= − + − + =  
 

− −
= + + +

∑

∑ ∑ ∑

 

Представим полученное уравнение в более компактном виде: 

( ) ( )
1 1 1 1

2

1 1
1 2

22 4k k

k k k k

k k k k
k k k k k kA A

k kB B B B

A A A A
C A A A A A

A А
− − − −

− −
− −

−

−
= − + − +

∑ ∑
 (2.58) 

Последний из предложенных способов определения касательных в крайних 

точках обвода не содержит недостатков, присущих первым двум способам. Одна-

ко для его использования требуется выполнение дополнительных вычислений, 

что с учётом возможностей современной компьютерной техники, нельзя считать 

большим недостатком. 

4) Рассмотрим важный для практики вариант, когда касательные заданы в 

начальной и конечной точке. В этом случае для построения обвода используется 

уравнение дуги кривой 3-го порядка (2.44). 

Пусть точки 1K  и kK  определяют касательные в начальной и конечной точ-

ках. Определим для этого случая точки 1B  и kC . Прежде всего, отметим: 

1 1 1 1

1 1 1 1

A B B A

A K K A

−=
−

,  где 1 2
1 1 .

2

AА
A B =  

Откуда находим: 
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( )1 1 1 1 2 1 1 2
1

1 1

2

2

A A K A A K A A
B

A K

− +
=  . (2.59) 

Аналогично определяем kС : 

k k k k

k k k k

A C C A

A K K A

−=
−

,  где 1 .
2

k k
k k

A А
A C −=  

Откуда определяем: 

( )1 12

2
k k k k k k k k

k
k k

A A K A A K A A
C

A K
− −− +

=  . (2.60) 

 

2.1.2.2. Алгоритмы конструирования обводов по заданным условиям 

 

Далее рассмотрим вычислительные алгоритмы построения обводов по k за-

данным точкам, с заданными касательными на концах или без них. Предложен-

ные в работе алгоритмы построения выпуклых обводов, проходящих через k то-

чек и справедливы для пространства любой размерности n. При составлении про-

граммных алгоритмов следует учитывать: 

1. Вычисления, как и для любых точечных уравнений, ведутся покоорди-

натно. 

2. Точки задаются в прямоугольной декартовой системе координат. 

 

АЛГОРИТМ І (АІ). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A . Требуется через эти точки 

провести выпуклый обвод. В качестве касательных в начальной и конечной точ-

ках обвода предлагается использовать отрезки 1 2АВ′  и 1k kА C −′  (рисунок 2.13а,б). 

1. Определяем длину отрезка 1i iA A+ :  

( )2

1 1 , 1,2,..., 1.i i i iA A A A i k+ += − = −∑  

1 2i iA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

2. Определяем длину отрезка 2i iA A+ :  

( )2

2 2 , 1,2,..., 2.i i i iA A A A i k+ += − = −∑  
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3. Определяем точки 1iB + , 1iС +  формирующие вид дуги обвода на промежу-

точных участках от 1iA+  до 1kA − : 

( ) 1 2
1 2 1

2

, 1,2,..., 2.
2

i i
i i i i

i i

A А
B А A A i k

AА
+ +

+ + +
+

= − + = −
 

( ) 1
1 2 1

2

, 1,2,..., 2.
2

i i
i i i i

i i

AА
С A A A i k

AА
+

+ + +
+

= − + = −  

4. Определяем точки 1B , kС  формирующие вид дуги обвода в начальной и 

конечной точках 1A  и kA : 

1 2 3
1

2
;

2

А А А
В

+ −=
 

1 22
.

2
k k k

k

А А А
С − −+ −=  

5. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка: 

3 2 2 3
1 13 3i i i i iM A t B t t С tt A t+ += + + + , 

где 1,2,..., 1i k= − . 

Отметим, что і определяет номер дуги обвода. Параметр t определяет коли-

чество точек на каждой дуге. Символом iM  обозначено множество координат ис-

комой точки выпуклого обвода. 

В данной работе автор предлагает алгоритмы конструирования обводов по 

заданным условиям в виде последовательности точечных уравнений, которые 

представляют собой символьную запись, которую можно представить в виде  го 

количества параметрических уравнений. В качестве примера, первый из предло-

женных алгоритмов преобразуем в вычислительный алгоритм, для дальнейшего 

использования при непосредственном создании программного кода. 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ 1 (А1) 

1. Определяем длину отрезка 1i iA A+ : 

( ) ( ) ( )1 1 1

2 2 2

1 , 1,2,..., 1.
i i ii i ii i A A A A A AA A x x y y z z i k

+ + ++ = − + − + − = −  

1 2i iA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 
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2. Определяем длину отрезка 2i iA A+ :  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

2 , 1,2,..., 2.
i i i i i ii i A A A A A AA A x x y y z z i k

+ + ++ = − + − + − = −  

3. Определяем координаты точек 1iB + , 1iС +  формирующих вид дуги обвода 

на промежуточных участках от 1iA+  до 1kA − : 

( )

( )

( )

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2

2

1 2

2

1 2

2

, 1,2,..., 2;
2

, 1,2,..., 2;
2

, 1,2,..., 2.
2

i i i i

i i i i

i i i i

i i
B А A A

i i

i i
B А A A

i i

i i
B А A A

i i

A А
x x x x i k

AА

A А
y y y y i k

AА

A А
z z z z i k

AА

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

+

+ +

+

+ +

+


= − + = −


 = − + = −


 = − + = −


 

( )

( )

( )

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1

2

1

2

1

2

, 1,2,..., 2;
2

, 1,2,..., 2
2

, 1,2,..., 2
2

i i i i

i i i i

i i i i

i i
С A A A

i i

i i
С A A A

i i

i i
С A A A

i i

AА
x x x x i k

AА

AА
y y y y i k

AА

AА
z z z z i k

AА

+ + +

+ + +

+ + +

+

+

+

+

+

+


= − + = −


 = − + = −


 = − + = −


 

4. Определяем координаты точек 1B , kС  формирующих вид дуги обвода в 

начальной и конечной точках 1A  и kA : 

1 2 3

1

1 2 3

1

1 2 3

1

2

2
2

2
2

2

А А А

В

А А А

В

А А А

В

x x x
x

y y y
y

z z z
z

⋅ + −
=


⋅ + − =


⋅ + −

=


                   

1 2

1 2

1 2

2

2
2

2
2

2

k k k

k

k k k

k

k k k

k

А А А

С

А А А

С

А А А

С

x x x
x

y y y
y

z z z
z

− −

− −

− −

⋅ + −
=


⋅ + − =


⋅ + −

=


 

5. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка: 

1 1

1 1

1 1

3 2 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3

3 3 ,

3 3 ,

3 3 ,

i i i i i

i i i i i

i i i i i

M A B С A

M A B С A

M A B С A

x x t x t t x tt x t

y y t y t t y tt y t

z z t z t t z tt z t

+ +

+ +

+ +

 = + + +
 = + + +


= + + +

 

где 1,2,..., 1i k= − .  
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На данном примере видно как осуществляется переход от точечных уравне-

ний к вычислительному алгоритму. Все остальные точечные уравнения, исполь-

зуемые в исследованиях автора, можно преобразовать в систему параметрических 

уравнений аналогичным образом. 

 

АЛГОРИТМ 2 (А2). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A . Требуется через эти точки 

провести выпуклый обвод. В этом случае касательная в точке А1 задается точкой 

С2, а касательная в точке Аk задается точкой 1kB − . Эти же точки С2 и Аk определя-

ют вид дуги обвода (рисунок 2.14а,б). 

В данном алгоритме пункты 1-2 совпадают с алгоритмом А1. 

3. Определяем точки 1iB + , 1iС +  формирующие вид дуги обвода: 

( ) 1 2
1 2 1

2

, 1,2,..., 2.
2

i i
i i i i

i i

A А
B А A A i k

AА
+ +

+ + +
+

= − + = −
 

( ) 1
1 2 1

2

, 1,2,..., 2.
2

i i
i i i i

i i

AА
С A A A i k

AА
+

+ + +
+

= − + = −  

4. Определяем дуги обвода для первого и последнего участков: 

2 2
1 1 2 22 .M A t C tt A t= + +  

2 2
1 12 .k k k kM A t B tt A t− −= + +  

5. Формируем дугу обвода для промежуточных участков: 

3 2 2 3
1 13 3i i i i iM A t B t t С tt A t+ += + + + , 

где 1,2,..., 1i k= − . 

АЛГОРИТМ 3 (А3). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A . Требуется через эти точки 

провести выпуклый обвод. В этом случае, касательная в точке А1 задается точкой 

С2, а касательная в точке Аk задается точкой 1kB − . Но точками формирующими вид 

дуги обвода принимаются точки 1B  и kC  находящиеся на этих касательных (рису-

нок 2.15а,б). 

В данном алгоритме пункты 1-3 и 5 совпадают с алгоритмом А1. 

4. Определяем точки 1B , kС  формирующие вид дуги обвода в начальной и 
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конечной точках 1A  и kA : 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2

2

1 2 1 2
1 2 1 3 1 1

1 3

.
2 4

A A

C C C C

A A AА
B A A A A A

AА

−
= − + − +

∑ ∑  

( ) ( )
1 1 1 1

2

1 1
1 2

22 4k k

k k k k

k k k k
k k k k k kA A

k kB B B B

A A A A
C A A A A A

A А
− − − −

− −
− −

−

−
= − + − +

∑ ∑
 

 

АЛГОРИТМ 4 (А4). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A  и две точки  1K  и kK , 

определяющие касательные 1 1A K  и k kA K  в крайних точках 1, kA A . Требуется про-

вести выпуклый обвод по этим условиям. 

В данном алгоритме пункты 1-3 и 5 совпадают с алгоритмом А1. 

4. Определяем точки 1B , kС  формирующие вид дуги обвода в начальной и 

конечной точках 1A  и kA : 

( )1 1 1 1 2 1 1 2
1

1 1

2
.

2

A A K A A K A A
B

A K

− +
=  

( )1 12
,

2
k k k k k k k k

k
k k

A A K A A K A A
C

A K
− −− +

=  

где  ( )2

1 1 1 1A K A K= −∑ ; ( )2

k k k kA K A K= −∑ .
 

Отметим, что алгоритм А4 дает возможность стыковки кривых, заданных 

точечно по первому порядку гладкости. Возможно, например, стыковать кривые, 

которые уже были сформированы ранее другими способами, а также выполнять 

выпуклые заплатки. Вычислительные формулы позволяют создавать программное 

обеспечение конструирования линий и поверхностей. 

 

2.1.2.3. Алгоритмы конструирования замкнутых обводов по заданным 

условиям 

 

Пусть задано k точек: 1 2, ,..., kA A A , через которые следует провести замкну-

тый обвод. Это значит, что последняя k -я дуга обвода будет определяться точка-
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ми kA  и 1A . Такое замыкание обвода необходимо организовать в соответствии с 

требованиями и на основе алгоритмов, которые были рассмотрены в предыдущем 

разделе. При построении замкнутого обвода следует учесть, что точка 1A  будет 

совпадать с точкой 1kA +  и касательная, которая обеспечивает первый порядок 

гладкости замкнутого обвода, также будет общей. В соответствии с геометриче-

ской схемой построения обвода (рисунок 2.12) для определения касательных и 

построения дуги обвода на i -м участке необходимо участие ещё двух точек 1iA+  и 

2iA+ . Учитывая это при построении замкнутого обвода следует принять, что 

2 2kA A +≡  и 3 3kA A +≡ . Это необходимо для определения касательных дуги обвода, 

для которых также выполняется условие: 1 1kВ В +≡  и 1 1kС С +≡ . 

Учитывая всё выше сказанное, в работе [57] был предложен следующий ал-

горитм построения замкнутого обвода. 

 

АЛГОРИТМ 5 (А5). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A . Требуется через эти точки 

провести выпуклый, замкнутый обвод. 

1. Определяем длину отрезка 1i iA A+ :  

( )2

1 1 , 1,2,..., 1.i i i iA A A A i k+ += − = +∑  

1 2i iA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

Принимаем 1 1kA А +≡  и 2 2kA А +≡ . 

2. Определяем длину отрезка 2i iA A+ :  

( )2

2 2 , 1,2,..., 1.i i i iA A A A i k+ += − = +∑  

Принимаем 1 1kA А +≡ , 2 2kA А +≡  и 3 3kA А +≡ . 

3. Определяем точки 1iB + , 1iС +  формирующие вид дуги обвода: 

( ) 1 2
1 2 1

2

, 1,2,..., 1.
2

i i
i i i i

i i

A А
B А A A i k

AА
+ +

+ + +
+

= − + = +
 

( ) 1
1 2 1

2

, 1,2,..., 1.
2

i i
i i i i

i i

AА
С A A A i k

AА
+

+ + +
+

= − + = +
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Принимаем 1 1kB B +≡ ; 2 2kB B +≡ ; 1 1kC C +≡ ; 2 2kC C +≡ . 

4. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка: 

3 2 2 3
1 13 3i i i i iM A t B t t С tt A t+ += + + + , 

где 2,..., 1i k= + . 

В алгоритме А5, по аналогии с алгоритмами А1-А4, предусмотрено опреде-

ление точек 1iB+  и 1iС + , которые, в свою очередь, определяют вид дуги обвода, 

принадлежат прямой 1 1i iB C+ +′ ′  и делят соответствующие отрезки 1 2i iA А+ +  и 1i iAА+  

пополам. Однако, для решения практических задач нередко приходится использо-

вать и другие способы определения касательных, для построения дуги обвода, ко-

торые не противоречат условию 2.47. 

Например, чтобы получить обвод близкий, по своим характеристикам, к 

окружности, точки 1iB+  и 1iС + , определяющие вид дуги обвода, должны принад-

лежать прямой 1 1i iB C+ +′ ′ , но сумма длин касательных для каждого участка обвода 

должны быть меньше длины хорды соответствующего участка. Нами эксперимен-

тальным путём установлено, что замкнутый обвод имеет наиболее близкую кри-

визну к окружности при условии: 

1 2
1 1

i i
i i

A А
A B

π
+ +

+ + = ;       1
1 1 ,i i

i i

AА
A С

π
+

+ + =  (2.61) 

что не противоречит условию 2.47. 

Определим исходя из этого условия искомые точки 1iB +  и 1iС + : 

( )

1 1 1 2 1 21 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1 2

1 2
1 1 1 1

2

.

i i i i i ii i i i

i i i i i i i i i i

i i
i i i i

i i

A B A А A АA B B A

A C AА A C C A AА

A А
B C A A

AА

π π

π

+ + + + + ++ + + +

+ + + + + + + +

+ +
+ + + +

+

−= = ⇒ = ⇒
′ ′ ′ −

′⇒ = − +
 

Далее, учитывая (2.45), получим: 

( ) 1 2
1 2 1

2

.i i
i i i i

i i

A А
B А A A

AАπ
+ +

+ + +
+

= − +  (2.62) 

Аналогично определяем 1iС + : 
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1 1 1 11 1

1 1 2 1 1 2

.i i i i i ii i

i i i i i i i i

A С A А A АС A

A B AА B A AАπ π
+ + + ++ +

+ + + + + +

−= ⇒ =
′ ′ −  

Откуда имеем: 

( ) 1
1 1 1 1

2

.i i
i i i i

i i

AА
С B A A

AАπ
+

+ + + +
+

′= − +  

Учитывая (2.46), находим: 

( ) 1
1 2 1

2

.i i
i i i i

i i

AА
С A A A

AАπ
+

+ + +
+

= − +  (2.63) 

На основании всего вышесказанного, получим новый алгоритм построения 

замкнутого обвода. 

 

АЛГОРИТМ 6 (А6). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A . Требуется через эти точки 

провести выпуклый, замкнутый обвод, который имеет форму близкую к окружно-

сти. 

В данном алгоритме пункты 1,2 и 4 совпадают с аналогичными пунктами в 

алгоритме А5. 

3. Определяем точки 1iB +  и 1iС + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) 1 2
1 2 1

2

, 1,2,..., 1.i i
i i i i

i i

A А
B А A A i k

AАπ
+ +

+ + +
+

= − + = +
 

( ) 1
1 2 1

2

, 1,2,..., 1.i i
i i i i

i i

AА
С A A A i k

AАπ
+

+ + +
+

= − + = +
 

Принимаем 1 1kB B +≡ ; 2 2kB B +≡ ; 1 1kC C +≡ ; 2 2kC C +≡ . 

Следует отметить общность алгоритмов А5 и А6, которые отличаются толь-

ко способом задания касательных, определяющих форму дуги обвода. В связи с 

этим можно обобщить формулы 2.62 и 2.63: 

( )

( )

1 2
1 2 1

2

1
1 2 1

2

;

,

i i
i i i i

i i

i i
i i i i

i i

A А
B А A A

s AА

AА
С A A A

s AА

+ +
+ + +

+

+
+ + +

+

= − +

= − +
 (2.64) 
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где 2s≥ , в соответствии с условием 2.47. 

Следует отметить, что в данной работе при моделировании обводов исполь-

зовались в качестве дуг обвода кривые Безье, которые, по сути, являются дугами 

параболы. В итоге получается составная поверхность, полученная параболиче-

ской интерполяцией. Используя исследования [74], изменяя лишь значение инже-

нерного дискриминанта, можно построить аналогичные составные поверхности, 

полученные не только параболической, но и эллиптической или гиперболической 

интерполяцией, что позволяет наилучшим образом подобрать кривизну аппрок-

симируемой составной поверхности в каждом её отдельном отсеке. 

 

АЛГОРИТМ 7 (А7). Заданы k точек 1 2, ,..., kA A A  в симплексе 1 2 3OE E E . Тре-

буется через эти точки провести выпуклый, замкнутый обвод. 

1. Определяем массивы точек iA , 1iA+ , 2iA+  и 3iA+  в симплексе 1 2 3OE E E . 

Принимаем: 1 1kA А +≡ , 2 2kA А +≡  и 3 3kA А +≡ . 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

;

;

;

.

i i i

i i i

i i i

i i i

A x y

A x y

A x y

A x y

+ + +

+ + +

+ + +

= +
= +
= +
= +

 

2. Определяем массив точек iB  как точку пересечения касательных 2i iA A+  и 

1 3i iA A+ + . Принимаем: 1 1kA А +≡ , 2 2kA А +≡  и 3 3kA А +≡ . Для этого зададим текущую 

точку iB  на прямой iA  и 2iA+  в симплексе 1 2 3OE E E . 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 .

i i i i i i i i i i

i i i i i i

B A A u A x y x y u x y

x x u x y y u y

+ + + + + +

+ + + +

= − + = + − − + + =

   = − + + − +   
 

В момент пересечения отрезков прямых 2i iA A+  и 1 3i iA A+ +  площадь треуголь-

ника 1 3i i iB A A+ +  должна равняться нулю. В соответствии с S− теоремой БН-

исчисления, получим: 

( ) ( )

1 1

3 3

2 2 2 2

1

1 0.

1

i i

i i

i i i i i i

x y

x y

x x u x y y u y

+ +

+ +

+ + + +

=
− + − +
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Далее определяем значение параметра u : 

( ) ( )
( )( ) ( )( )
1 3 2 1 3 2 3 1 1 3

2 1 3 1 3 2

.i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

x x y y y x x y x y
u

x x y y x x y y
+ + + + + + + + + +

+ + + + + +

− − − + −
=

− − − − −
 

и уравнение точки iB : 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
1 3 2 1 3 2 3 1 1 3

2 2 2 2
2 1 3 1 3 2

.i i i i i i i i i i
i i i i i i i

i i i i i i i i

x x y y y x x y x y
B x x y y x y

x x y y x x y y
+ + + + + + + + + +

+ + + +
+ + + + + +

− − − + −
= − + − + +

− − − − −
 

Или в координатной форме для трехмерного пространства: 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 3 2 1 3 2 3 1 1 3
2 2

2 1 3 1 3 2

1 3 2 1 3 2 3 1 1 3
2 2

2 1 3 1 3 2

;

;

i

i

i

i i i i i i i i i i
B i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i
B i i i

i i i i i i i i

B i i

x x y y y x x y x y
x x x x

x x y y x x y y

x x y y y x x y x y
y y y y

x x y y x x y y

z z z

+ + + + + + + + + +
+ +

+ + + + + +

+ + + + + + + + + +
+ +

+ + + + + +

+

− − − + −
= − +

− − − − −

− − − + −
= − +

− − − − −

= −( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
1 3 2 1 3 2 3 1 1 3

2 2
2 1 3 1 3 2

.i i i i i i i i i i
i

i i i i i i i i

x x y y y x x y x y
z

x x y y x x y y
+ + + + + + + + + +

+
+ + + + + +

− − − + −
+

− − − − −

 

3. По правилу параллелограмма определяем массив точек iC : 

1 2 .i i i iC A A B+ += + −  

4. Формируем массив точечных уравнений дуг обвода: 

2 2
1 22 ,i i i iM A u C uu A u+ += + +  

где 1 .u u= −  

Или в координатной форме для трехмерного пространства: 

1 2

1 2

1 2

2 2

2 2

2 2

2 ;

2 ;

2 .

i i i i

i i i i

i i i i

M A C A

M A C A

M A C A

x x u x uu x u

y y u y uu y u

z z u z uu z u

+ +

+ +

+ +

= + +

= + +

= + +

 

 

2.1.2.4. Алгоритмы конструирования поверхности через множество 

дискретно заданных точек 

 

Пусть задано m дискретно заданных кривых, каждая из которых состоит из 

n  точек: 
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1,1 1,2 1, 1,

2,1 2,2 2, 2,

,,1 ,2 ,

,,1 ,2 ,

j n

j n

i ji i i n

m jm m m n

A A A A

A A A A

AA A A

AA A A

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯⋯ ⋯ ⋯⋯ ⋯

⋯ ⋯

 (2.65) 

Матрицу точек (2.65) можно записать символьно: 

, ,i jA     1,2,..., ;i m=     1,2,..., .j n=  (2.66) 

Через множество точек (2.66), организованных в m кривых линий, требуется 

провести поверхность. Причем эта поверхность не должна иметь незапланирован-

ных осцилляций. Эта задача носит фундаментальный характер, поскольку может 

иметь широкое практическое применение в различных отраслях науки. Покажем, 

как решается эта задача методами БН-исчисления. 

Отметим, что для определения поверхности, заданной дискретным множе-

ством точек, принимаем следующие обозначения точек: ,i jA , где i  – порядковый 

номер точек заданных столбцами матрицы и изменяющийся от 1 до m; j  – поряд-

ковый номер точек заданных строками матрицы и изменяющийся от 1 до n . Тре-

буется задать не только этот дискретный каркас непрерывными линиями, но и за-

полнить этот каркас до необходимой степени плотности, т.е. создать непрерыв-

ную поверхность. 

В разделе 2.2.1.-2.2.3 были разработаны алгоритмы конструирования обво-

дов через k наперед заданных точек. Используя данные алгоритмы, зададим неза-

мкнутую, полузамкнутую и полностью замкнутую поверхность. 

 

АЛГОРИТМ 8 (А8). Задано множество точек матрицей (2.65). Требуется 

провести незамкнутую поверхность, т.е. кривые по строкам и по столбцам матри-

цы незамкнуты. 

Для проведения незамкнутого обвода, в зависимости от желаемого резуль-

тата можно использовать любой из алгоритмов А1, А2, А3. Используя алгоритм 

А2, проводим m непрерывных кривых по строкам матрицы (2.65): 
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1. Определяем длину отрезка , , 1i j i jA A + : 

( )2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 1,j n= −

    
1,2, .i m= …  

, 1 , 2i j i jA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

2. Определяем длину отрезка , , 2i j i jA A + : 

( )2

, , 2 , , 2 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 2,j n= −

    
1,2, .i m= …  

3. Определяем точки , 1i jB + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , 1 , 2

, 1 , 2 , , 1

, , 2

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
B А A A

A А

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,j n= −
    

1,2, .i m= …  

4. Определяем точки , 1i jC + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , , 1

, 1 , , 2 , 1

, , 2

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
C A A A

A А

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,j n= −
    

1,2, .i m= …  

5.  Определяем дуги обвода для первого и последнего участков вида 2.2 из 

раздела 2.1 с параметром u : 

2 2
,1 ,1 ,2 ,22 .i i i iN A u C uu A u= + +  

2 2
, , 1 , 1 ,2 .i n i n i n i nN A u B uu A u− −= + +  

6. Используем дугу обвода вида 2.11 из раздела 2.1 с параметром u  для 

промежуточных участков: 

3 2 2 3
, , , , , 13 3 ,i j i j i j i j i jN A u B u u C uu A u+= + + +  

где 0 1u≤ ≤ ;  1u u= − ; 1,2,..., 1j n= − ; 1,2, .i m= …  

Пункты 1-6 алгоритма А7 определили множество текущих точек ,i jN  кри-

вых, заданных строками матрицы (2.65). Далее приступаем к формированию об-

разующих поверхности заданных столбцами матрицы (2.65). 

7. Определяем длину отрезка , 1,i j i jN N + : 

( )2

, 1, , 1, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 1,i m= −

    
1,2, .j n= …  

1, 2,i j i jN N+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 
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8. Определяем длину отрезка , 2,i j i jN N + : 

( )2

, 2, , 2, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 2,i m= −

    
1,2, .j n= …  

9. Определяем точки 1,i jP+ , по аналогии с п.3 данного алгоритма, формиру-

ющие вид дуги обвода: 

( ) 1, 2,

1, 2, , 1,

, 2,

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
P N N N

N N

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,i m= −
    

1,2, .j n= …  

10. Определяем точки 1,i jQ+ , по аналогии с п.4 данного алгоритма, форми-

рующие вид дуги обвода: 

( ) , 1,

1, , 2, 1,

, 2,

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
Q N N N

N N

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,i m= −
    

1,2, .j n= …  

11.  Определяем дуги обвода для первого и последнего участков, исполь-

зуя дугу обвода вида 2.2 из раздела 2.1 с параметром v : 

2 2
1, 1, 2, 2,2 .j j j jM N v Q vv N v= + +  

2 2
, 1, 1, ,2 .m j m j m j m jM N v P vv N v− −= + +  

12. Формируем дугу обвода для промежуточных участков, используя дугу 

обвода вида 2.11 из раздела 2.1 с параметром v : 

3 2 2 3
, , , , 1,3 3 ,i j i j i j i j i jM N v P v v Q vv N v+= + + +  

где 0 1v≤ ≤ ;    1v v= − ;    1,2,..., 1i m= − ;   1,2, .j n= …  

Множество точек ,i jM  задает искомую поверхность, которая определяется 

параметрами u  и v . При u = const получаем каркас линий, который определяет 

точки матрицы (2.65) по строкам. При v = const получим второй каркас этой по-

верхности, который определяют точки матрицы по столбцам. Четыре линии при 

u=0; v=0; u=1; v=1 ограничивают отсек поверхности. Эти линии проходят через 

точки первого и n-того столбца, а также через точки первой и m-той строки мат-

рицы (2.65). 

Отметим, что А7 носит универсальный характер и позволяет аналитически 

описать любую незакономерную поверхность, которая проходит через любое чис-
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ло точек. Если в какой-то строке или столбце матрицы (2.65) количество точек не 

равно n или m, то следует произвести выравнивание сети точек путем интерполя-

ции соответствующих точек. 

Предложенный алгоритм А8 позволяет используя алгоритмы A2 и А5, за-

дать полузамкнутую или полностью замкнутую поверхность, заданную дискрет-

ным множеством точек. 

 

АЛГОРИТМ 9 (А9). Задано множество точек матрицей (2.65). Требуется 

провести поверхность, если кривые по строкам матрицы замкнуты, а по столбцам 

нет. 

Задачу по строкам решаем с помощью А5 c учетом (2.64), а по столбцам с 

помощью А2. 

1. Определяем длину отрезка , , 1i j i jA A + : 

( )2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 1,j n= +

    
1,2, .i m= …  

, 1 , 2i j i jA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

Принимаем ,1 , 1i i jA A +≡  и ,2 , 2i i jA A +≡  

2. Определяем длину отрезка , , 2i j i jA A + : 

( )2

, , 2 , , 2 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 1,j n= +

    
1,2, .i m= …  

Принимаем ,1 , 1i i jA A +≡ , ,2 , 2i i jA A +≡  и ,3 , 3i i jA A +≡  

3. Определяем точки , 1i jB + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , 1 , 2

, 1 , 2 , , 1

, , 2

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
B А A A

s A А

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,j n= +
    

1,2, .i m= …  

Принимаем ,1 , 1i i jB B +≡  и ,2 , 2i i jB B +≡  

4. Определяем точки , 1i jC + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , , 1

, 1 , , 2 , 1

, , 2

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
C A A A

s A А

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,j n= +
    

1,2, .i m= …  
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Принимаем ,1 , 1i i jC C +≡  и ,2 , 2i i jC C +≡  

5. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка вида 2.11 из 

раздела 2.1 с параметром u : 

3 2 2 3
, , , , , 13 3 ,i j i j i j i j i jN A u B u u C uu A u+= + + +  

где 0 1u≤ ≤ ;  1u u= − ; 1,2,..., 1j n= − ; 1,2, .i m= …  

Пункты 1-5 алгоритма А8 определили множество текущих точек ,i jN  кри-

вых, заданных строками матрицы (2.65). Далее формируем образующие поверх-

ности заданные столбцами матрицы (2.65). 

6. Определяем длину отрезка , 1,i j i jN N + : 

( )2

, 1, , 1, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 1,i m= −

    
1,2, .j n= …  

1, 2,i j i jN N+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

7. Определяем длину отрезка , 2,i j i jN N + : 

( )2

, 2, , 2, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 2,i m= −

    
1,2, .j n= …  

8. Определяем точки 1,i jP+ , по аналогии с п.3 данного алгоритма, формиру-

ющие вид дуги обвода: 

( ) 1, 2,

1, 2, , 1,

, 2,

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
P N N N

N N

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,i m= −
    

1,2, .j n= …  

9. Определяем точки 1,i jQ+ , по аналогии с п.4 данного алгоритма, формиру-

ющие вид дуги обвода: 

( ) , 1,

1, , 2, 1,

, 2,

,
2

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
Q N N N

N N

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 2,i m= −
    

1,2, .j n= …  

10.  Определяем дуги обвода для первого и последнего участков, исполь-

зуя дугу обвода вида 2.2 из раздела 2.1 с параметром v : 

2 2
1, 1, 2, 2,2 .j j j jM N v Q vv N v= + +  

2 2
, 1, 1, ,2 .m j m j m j m jM N v P vv N v− −= + +  

11. Формируем дугу обвода для промежуточных участков, используя дугу 



76 

обвода вида 2.11 из раздела 2.1 с параметром v : 

3 2 2 3
, , , , 1,3 3 ,i j i j i j i j i jM N v P v v Q vv N v+= + + +  

где 0 1v≤ ≤ ;    1v v= − ;    1,2,..., 1i m= − ;   1,2, .j n= …  

Множество точек ,i jM  задает искомую поверхность, которая определяется 

параметрами u  и v . При v = const получаем каркас линий, который определяет 

точки матрицы (2.65) по строкам. При u = const получим другой каркас этой же 

поверхности, который определяют точки матрицы (2.65) по столбцам.  

 

АЛГОРИТМ 10 (А10). Задано множество точек матрицей (2.65). Требуется 

провести замкнутую поверхность. 

Для решения поставленной задачи используем А5 по строкам и столбцам 

матрицы (2.65) с учетом (2.64). 

1. Определяем длину отрезка , , 1i j i jA A + : 

( )2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 1,j n= +

    
1,2, .i m= …  

, 1 , 2i j i jA A+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

Принимаем ,1 , 1i i jA A +≡  и ,2 , 2i i jA A +≡ . 

2. Определяем длину отрезка , , 2i j i jA A + : 

( )2

, , 2 , , 2 ,i j i j i j i jA A A A+ += −∑     
1,2,..., 1,j n= +

    
1,2, .i m= …  

Принимаем ,1 , 1i i jA A +≡ , ,2 , 2i i jA A +≡  и ,3 , 3i i jA A +≡ . 

3. Определяем точки , 1i jB + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , 1 , 2

, 1 , 2 , , 1

, , 2

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
B А A A

s A А

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,j n= +
    

1,2, .i m= …  

Принимаем ,1 , 1i i jB B +≡  и ,2 , 2i i jB B +≡  

4. Определяем точки , 1i jC + , формирующие вид дуги обвода: 

( ) , , 1

, 1 , , 2 , 1

, , 2

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

A А
C A A A

s A А

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,j n= +
    

1,2, .i m= …  
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Принимаем ,1 , 1i i jC C +≡  и ,2 , 2i i jC C +≡  

5. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка вида 2.11 из 

раздела 2.1 с параметром u : 

3 2 2 3
, , , , , 13 3 ,i j i j i j i j i jN A u B u u C uu A u+= + + +  

где 0 1u≤ ≤ ;  1u u= − ; 1,2,..., 1j n= + ; 1,2, .i m= …  

Пункты 1-5 алгоритма А9 определили множество текущих точек ,i jN  за-

мкнутых опорных линий, заданных строками матрицы (2.65). Далее формируем 

образующие поверхности заданные столбцами матрицы (2.65). 

6. Определяем длину отрезка , 1,i j i jN N + : 

( )2

, 1, , 1, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 1,i m= +

    
1,2, .j n= …  

1, 2,i j i jN N+ +  определяем из этого же пункта сдвигом на единицу. 

Принимаем 1, 1,j i jN N +≡  и 2, 2,j i jN N +≡ . 

7. Определяем длину отрезка , 2,i j i jN N + : 

( )2

, 2, , 2, ,i j i j i j i jN N N N+ += −∑     
1,2,..., 1,i m= +

    
1,2, .j n= …  

Принимаем 1, 1,j i jN N +≡ , 2, 2,j i jN N +≡  и 3, 3,j i jN N +≡ . 

8. Определяем точки 1,i jP+ , по аналогии с п.3 данного алгоритма, формиру-

ющие вид дуги обвода: 

( ) 1, 2,

1, 2, , 1,

, 2,

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
P N N N

s N N

+ +
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,i m= +
    

1,2, .j n= …  

Принимаем 1, 1,j i jP P+≡  и 2, 2,j i jP P+≡  

9. Определяем точки 1,i jQ+ , по аналогии с п.4 данного алгоритма, формиру-

ющие вид дуги обвода: 

( ) , 1,

1, , 2, 1,

, 2,

,i j i j

i j i j i j i j

i j i j

N N
Q N N N

s N N

+
+ + +

+

= − +
    

1,2,..., 1,i m= +
    

1,2, .j n= …  

Принимаем 1, 1,j i jQ Q+≡  и 2, 2,j i jQ Q+≡ . 
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10. Формируем дугу обвода двоякой кривизны третьего порядка, исполь-

зуя дугу обвода вида 2.11 из раздела 2.1 с параметром v : 

3 2 2 3
, , , , 1,3 3 ,i j i j i j i j i jM N v P v v Q vv N v+= + + +  

где 0 1v≤ ≤ ;  1v v= − ; 1,2,..., 1,i m= + ; 1,2, .j n= …  

Множество точек ,i jM  задает искомую поверхность, которая определяется 

параметрами u  и v . При v = const получаем каркас линий, который определяет 

точки матрицы (2.65) по строкам. При u = const получим второй каркас этой по-

верхности, который определяют точки матрицы по столбцам. 

Три алгоритма А8 – А10 дают возможность конструировать любую поверх-

ность обводами первого порядка гладкости. На практике может возникнуть необ-

ходимость поставить "заплатку" на уже существующей поверхности. Другими 

словами, возникает необходимость конструирования незамкнутой поверхности с 

касательными линейчатыми поверхностями на концах. С помощью алгоритма А4 

можно решить и эту задачу по предложенной выше методике. 

 

2.2 Геометрические модели поверхностей тонкостенных оболочек ин-

женерных сооружений с учетом несовершенств геометрической формы 

 

При моделировании действительной поверхности тонкостенных оболочек с 

искаженной геометрической формой большое значение имеет анализ исходных 

данных для моделирования, от чего зависит выбор способа решения поставленной 

задачи. В данном случае изначально стояла задача построения компьютерной мо-

дели поверхности резервуара для хранения нефтепродуктов по четырём опорным 

контурам (направляющим дугам кривых), поскольку использовались исходные 

данные промеров отклонений реальной поверхности стенки от вертикальной об-

разующей в четырёх точках по окружности резервуара. Эта задача была успешно 

решена и приводится ниже в подразделе 2.2.1. Впоследствии, на основе теории 

конструирования выпуклых обводов первого порядка гладкости, исследования по 

которой изложены в подразделе 2.1, был разработан универсальный алгоритм для 
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любого количества опорных контуров, который также приводится ниже в подраз-

деле 2.2.2. 

  

2.2.1 Геометрическая модель поверхности тонкостенной оболочки с че-

тырьмя опорными контурами 

 

Рассмотрим более подробно условие за-

дачи и исходные данные. Геометрическая мо-

дель строится для резервуара объёмом 1000 

м3. Основные геометрические размеры резер-

вуара: радиус 5215R= мм и высота 

11920h = мм. Резервуар разбит осями на че-

тыре равные части с опорными точками 

, , ,A B C D (рисунок 2.16). По вертикали резер-

вуар разбит на 6 поясов, значит, количество 

точек по вертикали, для которых промерены 

отклонения стенки от вертикали, равняется 7 

( 7k = ). 

Геометрическая модель поверхности ре-

зервуара будет состоять из четырёх опорных 

линий: 1 kA A , 1 kB B , 1 kC C  и 1 kD D , которые будут формироваться как непрерывные 

выпуклые обводы первого порядка гладкости [57] в зависимости от направления и 

величины, полученных в результате промера, отклонений от вертикальной оси. 

Образующая линия поверхности будет состоять из четырёх дуг: A BM M , B CM M , 

C DM M  и D AM M , которые, в свою очередь, образуют замкнутый обвод первого 

порядка гладкости [57] или комбинацию из четырёх симплексов: A A BM N M , 

B B CM N M , C C DM N M  и D D AM N M . 

Для опорных линий в качестве дуги обвода будут использованы дуги кри-

вой Безье 2-го (2.2) и 3-го (2.11) порядка [62]. Рассмотрим конструирование опор-

Рисунок 2.16. Геометрическая 
схема поверхности резервуара. 
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ных линий на примере линии 1 kA A . Точечное уравнение дуги обвода для первого 

и последнего поясов имеют следующий вид: 

1

2 2
1 2 22AM Au N uu A u−= + + , 

2 2
1 12

kA k k kM A u N uu A u+
− −= + + , 

(2.67) 

где 1u u= − . 

В параметрическом виде: 

1 21 2

1 21 2

1 21 2

2 2

2 2

2 2

2 ,

2 ,

2 .

A

A

A

M A AN

M A AN

M A AN

x x u x uu x u

y y u y uu y u

z z u z uu z u

−

−

−

 = + +

 = + +


= + +

 

1 1

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

2 ,

2 ,

2 .

A k kk k

A k kk k

A k kk k

M A AN

M A AN

M A AN

x x u x uu x u

y y u y uu y u

z z u z uu z u

+− −

+
− −

+
− −

 = + +

 = + +


= + +

 

(2.68) 

Для промежуточных поясов (со 2 до 1k −  пояса) точечное уравнение дуги 

обвода имеет следующий вид: 

1

3 2 2 3
13 3

i i iA i A A iM Au N u u N u u A u
+

+ −
+= + + + ,  2,3,..., 2i k= − . (2.69) 

В параметрическом виде: 

1
1

1
1

1
1

3 2 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3

3 3 , 2,3,..., 2,

3 3 , 2,3,..., 2,

3 3 , 2,3,..., 2.

A i ii A Ai i

A i ii A Ai i

A i ii A Ai i

M A AN N

M A AN N

M A AN N

x x u x u u x u u x u i k

y y u y u u y u u y u i k

z z u z u u z u u z u i k

+ − ++

+ − ++

+ −
++

= + + + = −

= + + + = −

= + + + = −

 (2.70) 

Опорные точки 
iAN+  и 

iAN−  определяются следующими точеными уравнени-

ями: 

( ) 1
1 1

1 12i

i i
A i i i

i i

A A
N A A A

A A
+ +

+ −
− +

= − + ,  2,3,..., 1i k= − , 

( ) 1
1 1

1 12i

i i
A i i i

i i

A A
N A A A

A A
− −

− +
− +

= − + ,  2,3,..., 1i k= − , 

(2.71) 

где ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2

1 ,
i i i i i ii i A A A A A AA A x x y y z z
+ + ++ = − + − + −  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2 2 2

1 1

2 2 2

1

,

.

i i i i i i

i i i i i i

i i A A A A A A

i i A A A A A A

A A x x y y z z

A A x x y y z z

+ − + − + −

− − −

− +

−

= − + − + −

= − + − + −
 

Или в параметрическом виде: 

( )

( )

( )

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1

1 1

1

1 1

, 2,3,..., 1,
2

, 2,3,..., 1,
2

, 2,3,..., 1.
2

i i iAi

i i iAi

i i iAi

i i
A A AN

i i

i i
A A AN

i i

i i
A A AN

i i

A A
x x x x i k

A A

A A
y y y y i k

A A

A A
z z z z i k

A A

+ + −

+ + −

+ + −

+

− +

+

− +

+

− +


= − + = −


 = − + = −


 = − + = −


 

( )

( )

( )

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1

1 1

1

1 1

, 2,3,..., 1,
2

, 2,3,..., 1,
2

, 2,3,..., 1.
2

i i iAi

i i iAi

i i iAi

i i
A A AN

i i

i i
A A AN

i i

i i
A A AN

i i

A A
x x x x i k

A A

A A
y y y y i k

A A

A A
z z z z i k

A A

− − +

− − +

− − +

−

− +

−

− +

−

− +


= − + = −


 = − + = −


 = − + = −


 

(2.72) 

Аналогичным образом получает все четыре опорных линии. 

Переходим к образующим линиям. Учитывая, что идеальный резервуар (без 

деформаций), представляет собой прямой цилиндр, а основание резервуара не из-

меняет свою форму под воздействием нагрузки и представляет собой окружность 

1 1 1 1A B C D , то в качестве образующей линии выберем дугу эллипса, частным случа-

ем которого и является окружность. Точечное уравнение дуги кривой второго по-

рядка [78] в симплексе A A BM N M  имеет следующий вид: 

2 2

2 2
( ) ( )

(1 2 ) 2 (1 2 ) 2
C C

AB A A B A A
C C

f v f v
M M N M N N

f v vv f v vv
= − + − +

− + − +
, (2.73) 

где 1v v= − . 

В параметрическом виде: 
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2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ,
(1 2 ) 2 (1 2 ) 2

( ) ( ) ,
(1 2 ) 2 (1 2 ) 2

( ) ( ) .
(1 2 ) 2 (1 2 ) 2

A A B A A

A A B A A

A A B A A

C C
M M N M N N

C C

C C
M M N M N N

C C

C C
M M N M N N

C C

f v f v
x x x x x x

f v vv f v vv

f v f v
y y y y y y

f v vv f v vv

f v f v
z z z z z z

f v vv f v vv

= − + − +
− + − +

= − + − +
− + − +

= − + − +
− + − +

 (2.74) 

Вершина симплекса AN  определяется следующим уравнением. 

A A B ON M M M= + − . (2.75) 

Точку OM  определим как пересечение прямых A CM M  и B DM M  в локаль-

ном симплексе A B CM M M . Для этого необходимо определить точку DM  в сим-

плексе A B CM M M . 

,D A D B D C DM M p M q M r= + +  (2.76) 

где , ,B C D A C D A B D

A B C A B C A B C

M M M M M M M M M
D D D

M M M M M M M M M

S S S
p q r

S S S
= = − =  - отношения ориентирован-

ных площадей в симплексе A B CM M M . 

Вычислим необходимые площади треугольников через проекции треуголь-

ника на координатные плоскости: 

( ) ( ) ( )2 2 2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

.

B A B AA B C

C A C A

B A B AA B C

C A C A

B A B AA B C

C A C A

A B C A B C A B C

A B C

M M M MM M M
x

M M M M

M M M MM M M
y

M M M M

M M M MM M M
z

M M M M

M M M M M M M M M
M M M x y z

y y z z
S

y y z z

x x z z
S

x x z z

x x y y
S

x x y y

S S S S

− −
=

− −

− −
=

− −

− −
=

− −

= + +

 (2.77) 

Для остальных ориентированных площадей уравнения будут аналогичны-

ми. Переходим к определению точки OM . Уравнение точки OM  на прямой A CM M  

имеет следующий вид: 

,O A CM M w M w= +  (2.78) 
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где 1w w= − . 

Тогда площадь треугольника O B DM M M  должна быть равна нулю. В соот-

ветствии с S− теоремой точечного исчисления [57, 60, 63, 64], получим: 

0

0 1 0 0.

D D D

w w

p q r

=  (2.79) 

После преобразований получим: 

.D

D D

r
w

r p
=

+
 (2.80) 

Тогда уравнение точки OM  имеет следующий вид: 

,D D
O A C

D D D D

p r
M M M

r p r p
= +

+ +
 (2.81) 

Как видно из выражения (2.80) для определения точки OM  нет необходимо-

сти вычислять все отношения ориентированных площадей, достаточно только 

определить Dp  и Dr . 

Подставим полученные зависимости в выражение (2.75) и после некоторых 

преобразований получим: 

D D
A A B C

D D D D

r r
N M M M

r p r p
= + +

+ +
. (2.82) 

В параметрическом виде: 

,

,

.

A A B C

A A B C

A A B C

D D
N M M M

D D D D

D D
N M M M

D D D D

D D
N M M M

D D D D

r r
x x x x

r p r p

r r
y y y y

r p r p

r r
z z z z

r p r p

= + +
+ +

= + +
+ +

= + +
+ +

 (2.83) 

Для остальных дуг образующей линии уравнения будут аналогичными, из-

менятся только точки симплекса. 

В соответствии с [78], чтобы дуга A BM M  была дугой эллипса, необходимо 

выполнить следующее условие 0,5 1Cf< < . Для основания резервуара, когда эл-
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липс имеет одинаковые полуоси равные 2R, получим окружность 1 1 1 1A B C D . Вы-

числим значение параметра Cf  из условия, что 1 1 1 1A B C D  - окружность. Параметр 

Cf  - это отношение на медиане A BM M  треугольника A A BM N M . Учитывая это, 

имеем: 

2
2 2 0.59

2
2

C

R R
f

R

−= = − ≈  
(2.84) 

Теоретические основы для геометрического моделирования поверхности 

резервуара получены. Переходим к написанию вычислительного алгоритма. 

Как известно, оси окружности перпендикулярны по отношению друг к дру-

гу. Поэтому оптимальным будет принять для построения модели глобальную де-

картовую систему координат с началом в точке 1O . Ось x  будет совпадать с от-

резком 1 1O A , а ось y  - с осью 1 1O B . За ось z примем прямую 1 kO O . Тогда в данной 

системе координат получим следующие исходные координаты точек:  

( )

( )

( )

2 3 4

5 6 7

2 3 4

5

1 2 3 4

5 6 7

1 2 3 4

5

;0;0 , ;0; , ;0; , ;0; ,
6 3 2

2 5
;0; , ;0; , ;0; .

3 6

0; ;0 , 0; ; , 0; ; , 0; ; ,
6 3 2

2
0; ;

3

A A A

A A A

B B B

B

h h h
A R A R A R A R

h h
A R A R A R h

h h h
B R B R B R B R

h
B R

δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ

     + + +     
     

   + + +   
   

     + + +     
     

 +
 

( )

( )

( )

( )

6 7

2 3 4

5 6 7

2 3

6 7

1 2 3 4

5 6 7

1 2 3

5
, 0; ; , 0; ; .

6

;0;0 , ;0; , ;0; , ;0; ,
6 3 2

2 5
;0; , ;0; , ;0; .

3 6

0; ;0 , 0; ; , 0; ;
6 3

B B

C C C

C C C

D D

h
B R B R h

h h h
C R C R C R C R

h h
C R C R C R h

h h
D R D R D R

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

δ δ

 + +  
 

     − − − − − − −     
     

   − − − − − −   
   

 − − − − − 
 

( )

4

5 6 7

4

5 6 7

, 0; ; ,
2

2 5
0; ; , 0; ; , 0; ; .

3 6

D

D D D

h
D R

h h
D R D R D R h

δ

δ δ δ

   − −   
   

   − − − − − −   
   

 

(2.85) 

где iδ − отклонения от вертикальной оси соответствующие определенной 

опорной точке и определенному поясу. 
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Как видно из (2.85) исходные данные необходимые для построения геомет-

рической модели резервуара следующие: количество вертикальных замеров (ко-

личество поясов +1), радиус резервуара, высота резервуара и отклонения от вер-

тикальной оси соответствующие определенной опорной точке и определенному 

поясу. 

На основании вышеизложенного, разработан вычислительный алгоритм 

геометрической модель поверхности тонкостенной оболочки с четырьмя опорны-

ми контурами [79, 80, 125]. 

 

Вычислительный алгоритм для 4-х опорных контуров: 

1. Вводим все необходимые исходные данные. 

2. Присваиваем координатам точек соответствующие значения в соответ-

ствии с (2.83). 

3. Определяем четыре опорных контура , , ,A B C D. Для этого сначала со-

ставляем массивы длин соответствующих отрезков для определения опорных то-

чек, уравнение (2.71). 

4. Определяем опорные точки выпуклых обводов по уравнению (2.72). 

5. Записываем точечные уравнения дуг обвода первого и последнего поясов 

для каждого из опорных контуров, уравнение (2.68). 

6. Записываем точечные уравнения дуг обвода промежуточных поясов для 

каждого из опорных контуров, уравнение (2.70). 

7. В соответствии с (2.77) определяем площади треугольников A B CM M M , 

B C DM M M  и A B DM M M . 

8. Определяем Dp  и Dr  из уравнения (2.76). 

9. Определяем точку OM  из выражения (2.81). 

10. Определяем точки AN , BN , CN  и DN  в соответствии с выражением 

(2.83). 

11. В соответствии с (2.74) записываем уравнения четырех дуг эллипса и по-

лучаем геометрическую модель поверхности резервуара для хранения нефтепро-
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дуктов. 

12. Организовываем вывод данных в необходимой для инженера форме. 

 

Вычислительный алгоритм для 8-ми опорных контуров: 

Если опорных точек будет не 4, а 8, то весь алгоритм решения остается 

неизменным, только поменяется методика вычисления параметра Cf . Для сегмен-

та поверхности ABM , имеем: 

A
C

A A

EN
f

D N
= , (2.86) 

где ( ) ( ) ( )2 2 2

A A AA E N E N E NEN x x y y z z= − + − + − ; 

( ) ( ) ( )2 2 2

A A A A A AA A D N D N D ND N x x y y z z= − + − + − ; 

Точка AD  определяется как середина отрезка AB следующим точечным 

уравнением: 

;
2

;
2 2

.
2

A

A

A

A B
D

A B
A D

A B
D

x x
x

A B y y
D y

z z
z

+ =


+ += ⇒ =


+ =

 (2.87) 

Также автором, на основании проведенных исследований (2.1-2.2.1), разра-

ботан универсальный вычислительный алгоритм геометрической модели поверх-

ности тонкостенной с учетом несовершенств геометрической формы [126].  

 

2.2.2 Универсальная геометрическая модель поверхности тонкостенной 

оболочки инженерного сооружения с учётом несовершенств геометрической 

формы 

 

В разделе 2.1.2. подробно рассмотрены алгоритмы моделирования выпук-

лых обводов через k наперед заданных точек. На этой основе составим универ-
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сальный алгоритм [68], позволяющий определить геометрическую модель тонко-

стенной оболочки инженерного сооружения с учётом несовершенств геометриче-

ской формы. Этот алгоритм изначально был разработан в виде последовательно-

сти точечных уравнений, которые представляют собой символьную запись. Одна-

ко для его программной реализации и создания компьютерных моделей таких по-

верхностей, он был преобразован в вычислительный алгоритм [118, 127], который 

и приводится в данной работе. 

Для корректной работы алгоритма важно знать, в каком виде представлены 

исходные данные и, при необходимости, проводить дополнительную подготовку 

исходных данных. Всё это зависит от имеющихся в наличии инструментов изме-

рения. Так наряду с традиционными инструментами (лазерная или обычная ру-

летка, отвес, измерительное колесо, тахеометр, нивелир и т.д.) для исследования 

технического состояния тонкостенных оболочек инженерных сооружений ис-

пользуются более современная технология наземного лазерного сканирования 

(НЛС).  

При проведении измерений с помощью традиционных инструментов со-

оружение условно разделяется по вертикали на несколько поясов, на уровне кото-

рых измеряется отклонение конструкции от образующей. Таким образом, исход-

ные данные для построения геометрической модели тонкостенной оболочки ин-

женерного сооружения состоят из геометрических характеристик конструкции, 

количества поясов, количества точек в каждом поясе и значений отклонений в 

этих точках от образующей. Однако, для построения геометрической модели в 

БН-исчислении, необходимо получить массив точек, т.е. координаты точек вместо 

отклонений. Следует иметь ввиду, что переход от отклонений к координатам то-

чек поверхности напрямую зависит от первоначальной геометрической формы 

сооружения. В данном разделе рассмотрим определение координат точек поверх-

ности через отклонения на примере вертикального стального резервуара для хра-

нения нефти и нефтепродуктов. 

Для определения точек на поверхности резервуара (рисунок. 2.17) принима-

ем следующие обозначения точек: ,i jA , где i  – порядковый номер опорного кон-
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тура, изменяющийся от 1 до m; j  - порядковый номер точки на опорном контуре, 

изменяющийся от 1 до n . Для упрощения расчетов принимаем количество точек в 

каждом поясе одинаковым, причем точки располагаются равномерно. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для координации точек на поверхности резервуара необходимо ввести си-

стему координат. Идеальной поверхностью стенки резервуара является цилиндр с 

окружностью в основании. Как известно, оси окружности перпендикулярны по 

отношению одна к другой. Исходя из этого оптимальным для решения этой зада-

чи будет принять прямоугольную систему координат с началом в точке О (рису-

нок 2.17). Тогда оси x  и yбудут совпадать с осями окружности (рисунок 2.18), а 

за ось z примем прямую iOO (рисунок 2.17). 

Сформируем вычислительный алгоритм 

формирования геометрической модели кон-

струкции тонкостенной оболочек инженерно-

го сооружения с учётом несовершенств гео-

метрической формы методами БН-

исчисления. 

1. Для начала необходимо получить ис-

ходные данные для геометрического модели-

Рисунок 2.17. Геометрическая схема поверхности резервуара с  
несовершенствами. 

Рисунок. 2.18. Основание ци-
линдрической поверхности 

резервуара. 
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рования, которыми являются координаты точек на поверхности резервуара, с по-

мощью данных, полученных в результате обследования резервуара (высота резер-

вуара, его радиус и отклонения от вертикальной стенки). 

1.1. Вводим: высоту резервуара h , радиус резервуара R, количество поясов 

k , количество точек в каждом поясе n  и массив отклонений от вертикальной 

стенки ,i jδ .  

1.2. Определяем количество опорных контуров по формуле: 1m k= + , где k  

– количество поясов. 

1.3. Координаты 
,i jAx  и 

,i jAy  определим с помощью радиуса резервуара и 

таблицы отклонений стенки резервуара от вертикали по формулам:
 
 

( ) ( ) ( ) ( )
, ,, ,

2 1 2 1
sin ;    cos .

i j i jA i j A i j

j j
x R y R

n n

π π
δ δ

− −
= + = +  (2.88) 

1.4. Определяем массив координат ,i jz  по формуле: ,

1
i j

i
z h

k

−= , из расчёта, 

что в каждом i −м слое координата ,i jz  является одинаковой. Т.е. 

, , 1 ,...i j i j i nz z z+= = = . 

В результате получим три двумерных массива соответственно для коорди-

нат точек 
,i jAx , 

,i jAy  и 
,i jAz .  

При проведении измерений с помощью технологии наземного лазерного 

сканирования (НЛС) результатом является цифровая модель действительной по-

верхности тонкостенной оболочки технической формы [128]. Таким образом, в 

этом случае первая часть исключается из алгоритма за ненадобностью.  

2. Алгоритм формирования линий опорного контура следующий: 

2.1. Формируем цикл для i  от 1 до m. 

2.2. Определяем длину отрезка , , 1i j i jA A + : 

( ) ( ) ( ), 1 , , 1 , , 1 ,

2 2 2

, , 1 ,
i j i j i j i j i j i ji j i j A A A A A AA A x x y y z z

+ + ++ = − + − + −    

1,2,..., 1j n= + . 

(2.89) 

2.3. Определяем длину отрезка , , 2i j i jA A + : 



90 

( ) ( ) ( ), 2 , , 2 , , 2 ,

2 2 2

, , 2 ,
i j i j i j i j i j i ji j i j A A A A A AA A x x y y z z

+ + ++ = − + − + −    

1,2,..., 1.j n= +  

(2.90) 

2.4. Определяем массив точек , 1i jB + : 

( )

( )

( )

, 1 , 2 , , 1

, 1 , 2 , , 1

, 1 , 2 , , 1

, 1 , 2

, , 2

, 1 , 2

, , 2

, 1 , 2

, , 2

,   1,2,..., 1;

,   1,2,..., 1;

,   1,2,.

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j

B A A A

i j i j

i j i j

B A A A

i j i j

i j i j

B A A A

i j i j

A A
x x x x j n

A A

A A
y y y y j n

A A

A A
z z z z j

A A

π

π

π

+ + +

+ + +

+ + +

+ +

+

+ +

+

+ +

+

= − + = +

= − + = +

= − + = .., 1.n









 +


 (2.91) 

2.5. Определяем массив точек , 1i jC + : 

( )

( )

( )

, 1 , , 2 , 1

, 1 , , 2 , 1

, 1 , , 2 , 1

, , 1

, , 2

, , 1

, , 2

, , 1

, , 2

,   1,2,..., 1;

,   1,2,..., 1;

,   1,2,..., 1

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j

C A A A

i j i j

i j i j

C A A A

i j i j

i j i j

C A A A

i j i j

A A
x x x x j n

A A

A A
y y y y j n

A A

A A
z z z z j n

A A

π

π

π

+ + +

+ + +

+ + +

+

+

+

+

+

+

= − + = +

= − + = +

= − + = + .













 (2.92) 

2.6. Определяем дуги линий i − го опорного контура: 

, , , , , 1

, , , , , 1

, , , , , 1

3 2 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3

3 3 ,   2,..., 1;

3 3 ,   2,..., 1;

3 3 ,   2,..., 1,

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

N A B C A

N A B C A

N A B C A

x x u x u u x u u x u j n

y y u y u u y u u y u j n

z z u z u u z u u z u j n

+

+

+

 = + + + = +
 = + + + = +


= + + + = +

 (2.93) 

где 1u u= − ; 0 1u≤ ≤ . 

2.7. Увеличиваем i  на 1 и возвращаемся к пункту 2.1. 

3. Алгоритм формирования образующих линий: 

3.1. Формируем цикл для j  от 2 до 1n + . 

3.2. Определяем длины отрезков: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1, , 1, , 1, ,

1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, , 1, , 1, ,

2 2 2

, 1,

2 2 2

1, 1,

2 2 2

, 1,

,  2,..., 1

, 2,..., 1

.

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

i j i j N N N N N N

i j i j N N N N N N

i j i j N N N N N N

N N x x y y z z i m

N N x x y y z z i m

N N x x y y z z i

+ + +

+ − + − + −

− − −

+

− +

−

= − + − + − = −

= − + − + − = −

= − + − + − 2,..., 1m= −

 (2.94) 

3.3. Определяем точки ,i jP  и ,i jQ : 

( )

( )

( )

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

, 1,

1, 1,

, 1,

1, 1,

, 1,

1, 1,

, 2,3,..., 1.
2

, 2,3,..., 1.
2

, 2,3,..., 1.
2

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j

P N N N

i j i j

i j i j

P N N N

i j i j

i j i j

P N N N

i j i j

N N
x x x x i m

N N

N N
y y y y i m

N N

N N
z z z z i m

N N

+ −

+ −

+ −

+

− +

+

− +

+

− +


= − + = −




= − + = −

= − + = −









 

( )

( )

( )

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

, 1,

1, 1,

, 1,

1, 1,

, 1,

1, 1,

, 2,3,..., 1.
2

, 2,3,..., 1.
2

, 2,3,..., 1.
2

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j i j i j

i j i j

Q N N N

i j i j

i j i j

Q N N N

i j i j

i j i j

Q N N N

i j i j

N N
x x x x i m

N N

N N
y y y y i m

N N

N N
z z z z i m

N N

− +

− +

− +

−

− +

−

− +

−

− +


= − + = −




= − + = −

= − + = −









 

(2.95) 

3.4. Определяем дуги обвода для первого и последнего поясов: 

1, 1, 2, 2,

1, 1, 2, 2,

1, 1, 2, 2 ,

2 2

2 2

2 2

2 ,

2 ,

2 .

j j j j

j j j j

j j j j

M N Q N

M N Q N

M N Q N

x x v x vv x v

y y v y vv y v

z z v z vv z v

 = + +
 = + +


= + +

 

    

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

2 2

2 2

2 2

2 ,

2 ,

2 .

m j m j m j m j

m j m j m j m j

m j m j m j m j

M N P N

M N P N

M N P N

x x v x vv x v

y y v y vv y v

z z v z vv z v

− −

− −

− −

 = + +
 = + +


= + +

 

(2.96) 

3.5. Формируем дуги образующих линий для промежуточных поясов: 
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, , , , 1,

, , , , 1,

, , , , 1,

3 2 2 3

3 2 2 3

3 2 2 3

3 3 ,   2,3,..., 2;

3 3 ,   2,3,..., 2;

3 3 ,   2,3,..., 2,

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j

M N P Q N

M N P Q N

M N P Q N

x x v x v v x v v x v i m

y y v y v v y v v y v i m

z z v z v v z v v z v i m

+

+

+

 = + + + = −
 = + + + = −


= + + + = −

 (2.97) 

где 1v v= − ; 0 1v≤ ≤ . 

3.6. Увеличиваем значение j  на 1 и возвращаемся к пункту 3.1. 

Предложенный вычислительный алгоритм формирования геометрической 

модели конструкции тонкостенной оболочки инженерного сооружения с учётом 

несовершенств геометрической формы, позволил создать программу (Приложе-

ние Б, В), на основе которой, нами получены компьютерные модели таких по-

верхностей. Что в свою очередь, позволяет использовать их в системах автомати-

зированного проектирования для прогнозирования влияния геометрических несо-

вершенств на прочность и устойчивость такой оболочки, а также моделирования 

любых изменений геометрии тонкостенной оболочки инженерного сооружения. 

Этот алгоритм был опробован на нескольких поверхностях для определения тех-

нического состояния резервуара для хранения нефти и нефтепродуктов с учётом 

деформаций, возникающих в местах искажения геометрической формы, что явля-

ется дальнейшими исследованиями, представленными в третьем и четвёртом раз-

делах.  

 

ВЫВОДЫ КО ВТОРОМУ РАЗДЕЛУ 

 

1. Исследованы способы аналитического определения дуг обвода первого 

порядка гладкости, на основе геометрических схем их конструирования в БН-

исчислении, которые является основой для моделирования выпуклых замкнутых 

и незамкнутых обводов. Установлено, что наиболее универсальными из них яв-

ляются дуги кривой Безье второго и третьего порядков. 

2. Усовершенствованы теоретические основы геометрического моделирова-

ния выпуклых обводов и способы стыковки дуг обвода по первому порядку глад-

кости на первом и последнем участках, что позволяет использовать дуги обвода 
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второго порядка для получения неосциллирующего выпуклого обвода первого 

порядка гладкости. 

3. Разработаны или усовершенствованы 10 алгоритмов моделирования вы-

пуклых обводов первого порядка гладкости, которые являются теоретической ос-

новой для конструирования сложных незакономерных поверхностей оболочек 

инженерных сооружений с учётом несовершенств геометрической формы мето-

дом подвижного симплекса. 

4. Исследовано влияние длин касательных на форму и кривизну замкнутого 

обвода первого порядка гладкости, что позволяет смоделировать направляющие 

замкнутые выпуклые обводы, состоящие из дуг кривых, близкие по форме к идеа-

лизированной окружности, но учитывающие отклонения стенки от вертикальной 

образующей, характерной для каждого пояса. 

5. Получена геометрическая и компьютерная модель поверхности стенки 

резервуара с несовершенствами на основе четырёх опорных контуров, что являет-

ся основой для численного расчёта и анализа НДС резервуаров на основе проме-

ров отклонений стенки от четырёх вертикальных образующих. 

6. Получен универсальный геометрический и компьютерный алгоритм мо-

делирования действительной поверхности стенки резервуара с учётом как общих, 

так и местных несовершенств геометрической формы, что позволяет использовать 

вычислительные возможности современной компьютерной техники, для числен-

ного исследования и анализа НДС стальных ВЦР с учётом несовершенств геомет-

рической формы при совместном действии нагрузок на весь резервуар в целом. 
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РАЗДЕЛ 3 

 

СПОСОБЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И ЧИСЛЕННОГО РАСЧЁТА НДС 

СТАЛЬНЫХ ВЦР С УЧЁТОМ ОБЩИХ НЕСОВЕРШЕНСТВ  

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 

 

3.1 Методы измерения и обработки статистического материала 

 

3.1.1. Традиционные методы определения геометрической формы стен-

ки резервуара, находящегося в эксплуатации 

 

Стальные вертикальные цилиндрические резервуары, находящиеся в экс-

плуатации, подвергаются мониторингу с периодичностью, установленной госу-

дарственными стандартами [89- 94, 129-132]. Натурное обследование резервуара 

включает следующие этапы [89]: 

− визуальный осмотр всех конструкций с внутренней и наружной сторон, в 

том числе визуальный осмотр понтона (плавающей крыши); 

− измерение толщины поясов стенки, кровли, днища, понтона (плавающей 

крыши); 

− измерение геометрической формы стенки и нивелирование днища; 

− измерение расстояний между понтоном (плавающей крышей) и стенкой 

резервуара; 

− проверка состояния понтона (плавающей крыши); 

− проверка состояния основания и отмостки. 

Для выявления действительной геометрической формы резервуара измеря-

ется величина отклонений образующих стенки на уровне верха каждого пояса от 

вертикали, проведенной из нижней точки первого пояса. 

Измерения отклонений от вертикали образующих стенки рекомендуется 

проводить либо с помощью отвеса путем прямых измерений, либо с помощью 

теодолита или другими методами. Традиционно используются лазерная или 
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обычная рулетка, шаблон, отвес, измерительное колесо, тахеометр, нивелир и т.д. 

[130]. 

Измерения целесообразно проводить дважды: на заполненном и пустом ре-

зервуаре в целях определения мест наибольших деформаций и выявления напря-

женно-деформированного состояния стенки под нагрузкой. При этом необходимо 

обращать особое внимание на местные выпучины и вмятины и проводить в этих 

местах дополнительные измерения. 

Измерения проводятся не менее чем для 25% образующих с наибольшими 

отклонениями по результатам замера геометрической формы при сдаче резервуа-

ров в эксплуатацию в соответствии с табл. П.4.1 (Приложение 4) [89]. Если такие 

данные в эксплуатационно-технической документации отсутствуют, то измерения 

проводятся в наиболее деформированных местах стенок по результатам визуаль-

ного осмотра. 

При измерении традиционным способом, исходные данные для построения 

геометрической модели тонкостенной оболочки инженерного сооружения будут 

состоять из геометрических характеристик конструкции, количества поясов, ко-

личества точек в каждом поясе и значений отклонений в этих точках от образую-

щей. Однако, для построения геометрической модели в БН-исчислении, необхо-

димо получить массив точек, т.е. координаты точек вместо отклонений. Следует 

иметь ввиду, что переход от отклонений к координатам точек поверхности 

напрямую зависит от первоначальной геометрической формы сооружения. По-

дробно алгоритм определения координат точек поверхности через отклонения 

рассмотрен в разделе 2.2.2. 

 

3.1.2. Определения геометрической формы стенки резервуара, находя-

щегося в эксплуатации методом наземного лазерного сканирования  

 

Как известно из [84], наземный лазерный сканер (НЛС) – это съёмочная си-

стема (рисунок. 3.1), измеряющая с высокой скоростью (от нескольких тысяч до 

миллиона точек за секунду) расстояние от сканера до точек объекта. Система ре-
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гистрирует соответствующие направления (вертикальные и горизонтальные углы) 

с дальнейшим формированием трехмерного изображения (скана) в виде облака 

точек – гиперколичественного дискретного конечного множества точек (рисунок 

3.2).  

Результатом сканирования является облако точек, в котором каждая точка 

определяется пространственными координатами (x, y, z) с точностью до 0,25мм в 

глобальной геодезической системе координат и информацией о интенсивности 

отражения лазерного сигналу. 

Наземный лазерный сканер вы-

полняет съемку с высокой точностью, 

скоростью проведения работ и деталь-

ностью полученных данных. Для НЛС 

существенным являются три основных 

этапа выполнения работ: 1) сбор дан-

ных; 2) предварительная обработка ре-

зультатов съёмки; 3) выбор данных для 

построения геометрической модели. 

Наиболее сложной задачей в об-

работке результатов НЛС является 

уменьшение количества точек облака, 

за счет тех, которые относятся к шумо-

вой или избыточной составляющей [66, 

69, 84, 130]. Методы и алгоритмы ва-

риативного дискретного геометриче-

ского моделирования (ВДГМ), пред-

ложенные Найдышем В.М. [69], позво-

ляют использовать сложные геометри-

ческие конструкции, которые были по-

ложены в основу решения задачи 

сформулированной в работах [66, 84].  

Рисунок 3.1. Принципиальная схема 
работы наземного лазерного сканера. 

Рисунок 3.2. Точечное представление 
резервуара 5000 м3, 800 тыс. точек. 
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Однако все эти исследования касаются математического описания характе-

ристик земельного участка, которые позволяет определять геодезические характе-

ристики поверхности. Поэтому для создания геометрической модели действи-

тельной поверхности тонкостенных оболочек технических форм необходимо раз-

работать иные способы обработки результатов НЛС. 

Наиболее сложным и трудоемким этапом является обработка данных съём-

ки т.к. полученные после НЛС выходные данные содержат избыточную информа-

цию, которую необходимо прореживать с целью практической реализации в про-

цессе построения геометрической модели. Построение геометрической модели 

объекта на непрореженной («сырой») цифровой модели (облако точек) этого объ-

екта является достаточно ресурсоемким процессом. Например, измерение одного 

резервуара небольшого объема нефтеналивного судна занимает около 20 минут, а 

полученные данные представляют собой цифровую модель стенок резервуара, ко-

торая состоит из 800000 точек. 

Рассмотрим суть предложенного алгоритма на примере разряжения облака 

точек полученного с помощью НЛС, после измерения стенки резервуара, который 

определенный период находится в эксплуатации и имеет отклонения от первона-

чальной идеальной формы цилиндра (рисунок 3.3). 

1. Первый этап упрощения (рисунок 3.4). Разбиваем облако точек по вер-

тикали на слои, количество которых зависит от объема резервуара и заданной 

точности расчета.  

2. В границах слоев высота точек принимается одинаковой (x, y - разные, z 

- одинаковые): 

/z H m∆ = ,  (3.1) 

где Н – высота резервуара, m – количество слоёв. 

3.  Второй этап упрощения. Выявим дублирующие точки, полученные во 

время предыдущей операции. Поскольку нами была принята одинаковая высота 

точек в границах слоя, для выявления и устранения двойной информации необхо-

димо сравнить координаты x и y для каждой точки слоя. Если координаты точек 

совпадают, оставляем только одну точку, а другие удаляем. 
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4. Таким образом, получаем m – количество множеств точек, каждая из ко-

торых имеет свою высоту iz∆ (рисунок 3.5). 

( 1) / 2iz z m z∆ = ∆ − + ∆ , 

где і изменяется от 1 до m. 

(3.2) 

Рисунок 3.3. Общая схема стенки резервуара с 
 несовершенствами геометрической формы. 

Рисунок 3.4. Первый этап упрощения – рассло-
ение облака точек. 
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5. За точку отсчета для каждого слоя принимаем точку iO , которая при-

надлежит проектной оси и имеет высоту iz∆ (рисунок 3.6).  

6. Центральный угол межу соседними точками – ,i jα , где j изменяется от 1 

до n. Например, угол ,1 ,2 ,1i i i iA O A α∠ = . В зависимости от объёма резервуара и за-

данной точности расчета принимаем максимальный центральный угол межу точ-

ками ϕ , который будет в дальнейшем включен в расчет. 

7. Для точки ,1iA  определяем расстояние ,1i iA O .  

8. Далее для точки ,2iA  определяем расстояние ,2i iA O  и угол ,1iα . 

Рисунок 3.5. Определение высот каждого слоя облака точек. 

Рисунок 3.6. Выявления лишних точек в каждом слое облака точек. 
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9. Формируем массивы, которые состоят из точек, имеющих максимальные 

или минимальные отклонения. Для выявления таких точек сравниваем ,1i iA O  и 

,2i iA O . Если ,1 ,2i i i iA O A O≤ , то считаем ,2iA  максимальною  ( ,2 maxiA = ), а ес-

ли ,1 ,2i i i iA O A O≥  – минимальной ( ,2 miniA = ). Если угол ,1iα ϕ≤  – точка ,2iA  остается 

в расчете. 

10. Далее для точки ,3iA  определяем расстояние ,3i iA O  и угол ,2iα .  

11. Сравниваем ,2i iA O  и ,3i iA O . Если ,2 ,3i i i iA O A O≤ , то ,3 maxiA = , а ес-

ли ,2 ,3i i i iA O A O≥ , то ,3 miniA = . Если угол ,2iα ϕ≤  – точка ,3iA  остается в расчете. 

12. Далее сравнение разбивается на четыре варианта: 

а) ,2 maxiA =  и ,3 maxiA = . Принимаем ,3 maxiA = . 

Если угол ( ),1 ,2i iα α ϕ+ ≤  – точка ,2iA  из расчета выпадает, а ,3iA  остаются. 

Точке ,3iA  присваивается номер ,2 maxiA = . 

Если угол ( ),1 ,2i iα α ϕ+ >  – точки ,2iA  и ,3iA  остаются в расчете.  

б) ,2 maxiA =  и ,3 miniA = . Принимаем ,3 miniA = . Точка ,3iA  остается в рас-

чете. 

в) ,2 miniA =  та ,3 maxiA = . Принимаем ,3 maxiA = . 

г) ,2 miniA =  та ,3 miniA = . Принимаем ,3 miniA = . 

Если угол ( ),1 ,2i iα α ϕ+ ≤  – точка ,2iA  из расчета выпадает, а ,3iA  остаются. 

Точке ,3iA  присваивается номер ,2 miniA = . 

Если угол ( ),1 ,2i iα α ϕ+ >  – точки ,2iA  та ,3iA  остаются в расчете. 

13. Далее последовательно сравниваем все точки и центральные углы меж-

ду ними. В случае когда максимум или минимум возрастает в случае сравнения 

двух или более точек, сравнение углов продолжается до исключения всех точек, 

которые находятся в середине центрального угла ,
1

n

i j
j

α ϕ
=

≤∑ .  

14. Повторяем выявление лишних точек для каждого слоя. 

Таким образом, отличительными особенностями разработанного алгоритма 
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по сравнению с традиционными методами, является: 

- удаление избыточной информации, т.е. уменьшение количества точек со-

гласно заданной точности расчета;  

- организация облака точек, т.е. формирование сети на его основе; 

- выявление пиков на неравномерной поверхности оболочки. 

Разработанный расчетный алгоритм обработки данных позволяет удалить 

избыточную информацию из гиперколичественного множества точек, полученно-

го НЛС. Полученную цифровую модель используется для последующего создания 

геометрической модели тонкостенной оболочки инженерного сооружения с уче-

том несовершенств геометрической формы с помощью БН-исчисления, с учётом 

алгоритма разработанного в разделе 2.2.2. 

Нужно обратить внимание, что определение геометрической формы стенки 

резервуара, находящегося в эксплуатации методом наземного лазерного сканиро-

вания позволяет учесть топографию местных дефектов геометрической формы 

(выпучины, вмятины и т.п.) достаточно малой величины. А разработанный алго-

ритм позволяет создавать сетку необходимой плотности. Достаточно при визу-

альном осмотре резервуара зафиксировать размеры местных дефектов и на их ос-

новании задать плотность сетки. Таким образом, при использовании технологии 

НЛС необходимость в моделировании и расчете местных дефектов стенки резер-

вуара отдельно от общих геометрических несовершенств (отклонение стенки от 

вертикали, крен и т.п.) отпадает. 

 

3.2 Обоснование расчетной схемы для резервуара объемом 1000 3м  для 

проведения конечно-элементных исследований 

 

3.2.1. Исходные данные для проведения исследований 

 

Для оценки влияния несовершенств геометрической формы на напряженно-

деформированное состояние используется резервуар №1 для хранения бензина 

объемом 1000 3м  КСП «Бешевский», который был построен на основе типового 
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Рисунок 3.7. Общий вид резервуара объемом 1000м3 по ТП 704-1-54. 

проекта ТП 704-1-54 «Стальной вертикальный цилиндрический резервуар для 

нефти и нефтепродуктов емкостью 1000 м3» [133] (рисунок 3.7). 

 

Все конструктивные данные, необходимые для компьютерного моделиро-

вания и численного исследования резервуара, принимаем в соответствии с типо-

вым проектом ТП 704-1-54. Что касается исходной геометрической информации, 

то типового проекта не достаточно, поскольку вследствие объективных и субъек-

тивных причин, которые были описаны в первом разделе, действительная поверх-

ность резервуара всегда отличается от проектной. 

Для восполнения недостающей информации воспользуемся обследованием 

и оценкой технического состояния резервуара №1 для хранения бензина объемом 
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1000 3м  КСП «Бешевский», которое было проведено «Донбасским диагностиче-

ским центром строительных конструкций, зданий и сооружений» Донбасской 

национальной академии строительства и архитектуры [134]. 

Здесь следует отметить, что нормы [89, 130], в соответствии с которыми 

проводят техническую диагностику вертикальных цилиндрических резервуаров, 

не требуют детальных промеров дефектов геометрической формы, поэтому в тех-

нических отчётах приводиться минимальная информация о параметрах вмятин 

(высота, глубина и примерное местоположение). 

Так в соответствии с программой работ по обследованию технического со-

стояния резервуара проводились: 

- измерения толщин стенки, окрайки днища, кровли резервуара; 

- визуальный и дефектоскопический контроль заводских и монтажных 

сварных соединений стенки резервуара; 

- оценка степени коррозионного повреждения резервуара, его нивелировка; 

- измерение напряжений в стенке резервуара от гидростатической нагрузки 

и без неё.  

- расчет стенки на прочность, устойчивость и краевой эффект; 

- экспериментальные исследования материала стенки. 

В результате были получены следующие отклонения стенки резервуара от 

вертикали. 

Таблица 3.1 

Отклонения стенки от вертикали 

№ 
пояса 

Отклонения стенки от вертикали в опорных точках, мм 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 5 0,00 -5,00 -10,00 23,33 56,67 90,00 66,67 43,33 20,00 15,00 10,00 
2 7 -1,00 -9,00 -17,00 10,33 37,67 65,00 50,00 35,00 20,00 15,67 11,33 
3 -10 -13,33 -16,67 -20,00 10,67 41,33 72,00 61,33 50,67 40,00 23,33 6,67 
4 -20 -20,00 -20,00 -20,00 7,67 35,33 63,00 62,00 61,00 60,00 33,33 6,67 
5 -30 -23,33 -16,67 -10,00 18,67 47,33 76,00 80,67 85,33 90,00 50,00 10,00 
6 -45 -34,67 -24,33 -14,00 9,00 32,00 55,00 66,67 78,33 90,00 45,00 0,00 

 

Воспользуемся вычислительным алгоритмом формирования геометриче-

ской модели конструкции тонкостенной оболочки инженерного сооружения с 

учётом несовершенств геометрической формы, разработанного в разделе 2.2.2, 
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Рисунок 3.8. Модель стенки резервуара объемом 1000м3. 

для построения модели резервуара №1 с учётом отклонений от вертикальной 

стенки (таблица 3.1). Результаты моделирования поверхности, реализованной в 

программном комплексе Maple приведена на рисунке 3.8 (см. Приложение Б).  

На приведенном выше рисунке для большей наглядности все величины от-

клонений были увеличены в 10 раз, поскольку реальные отклонения несоизмери-

мо малы по отношению к размеру резервуара. Также на рисунке 3.2 показана до-

полнительно смоделированная вмятина, что подтверждает универсальности пред-

ложенного способа и возможность его применения для описания общих несовер-

шенств геометрической формы, местных несовершенств геометрической формы и 

их комбинаций. Листинг программы приведен в приложении Б. 

 

3.2.2. Определение размера конечного элемента стенки резервуара 

 

Несмотря на большое количество методик численного эксперимента тонко-

стенных оболочек инженерных сооружений с учётом несовершенств геометриче-

ской формы, единой методики по выбору геометрического размера элемента 

стенки резервуара для последующего использования в расчётных комплексах 
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САПР, автору найти не удалось. Поэтому предлагается для определения размера 

конечного элемента воспользоваться методикой, использованной Роменским Д.И. 

[38] для резервуаров без учёта несовершенств геометрической формы. Т.е. необ-

ходимо идеализировать стенку резервуара, выполнить необходимые расчёты и 

выбрать размер элемента, удовлетворяющий необходимым критериям точности 

численного расчёта. 

Для определения размера конечного элемента стенки резервуара при со-

ставлении расчетной схемы для пространственного расчета принимается нижний 

пояс резервуара, как самый нагруженный, и рассчитывается по плоской схеме и 

пространственной. 

Аналитический расчет по плоской схеме 

Растягивающее усилие определяем в кольце высотой 1,5 м, толщиной 0,004 

м, радиусом 6,165 м [135-138]: 

2
1( ) 9,81 (8,44 0) 1 82,8 / .жp y h x n кН м= × − × = × − × =  

Равномерно распределенная нагрузка, действующая на кольцо: 

82,8 1,5 124,2 / .p кН м= × = . 

Растягивающее усилие в кольце составляет: 

124,2 6,167 765,9 .N p r кН= × = × =  

Напряжение, возникающее в кольце от растягивающего усилия N, равно: 

2 2765,9
127656,9 / 127,7 13017,38 / .

1,5 0,004n

N
кН м МПа Т м

h t
σ = = = = =

× ×
 

127,7 245 .n y cМПа R МПаσ γ= < =  

Численный расчёт по пространственной схеме 

Для выполнения численного расчёта и анализа напряженно-

деформированного состояния резервуара для хранения нефти и нефтепродуктов 

воспользуемся вычислительным комплексом SCAD Office. 

Сначала определим длину срединной окружности: 

2 2 3,14 6,167 38,7484 .Р r мπ= = × × =  

Далее в таблицах 3.2-3.6 приведено сравнение результатов аналитического и 
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численных расчетов при различных размерах конечного элемента (рисунок 3.5-

3.9) для выбора необходимого размера конечного элемента. 

Размер конечного элемента 0,5х0,5м. 

Принимаем количество элементов по высоте равно 3, по окружности 78. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 3.2. 

Результаты сопоставления аналитического и численного расчета при размера ко-

нечного элемента 0,5х0,5м 

 Значение(МПа) Погрешность(%) 

Max 147,985 15,9 

Min 117,271 8,1 
 

Размер конечного элемента 0,25х0,25м. 

Количество элементов по высоте равно 6, по окружности 156. 

Таблица 3.3 

Результаты сопоставления аналитического и численного расчета при размера ко-

нечного элемента 0,25х0,25м 

 Значение(МПа) Погрешность(%) 

Max 137,38 7,6 

Min 119,8 6,2 

Рисунок 3.9. Модель кольца 6,167r = м, высотой 1,5м, с ячейкой 0,5х0,5м. 
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Размер конечного элемента 0,125х0,125м. 

Количество элементов по высоте равно 12, по окружности 312 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 3.4. 

Результаты сопоставления аналитического и численного расчета при размера ко-

нечного элемента 0,125х0,125м 

 Значение (МПа) Погрешность (%) 

Max 131,77 3,22 
Min 120,97 5,24 

Рисунок 3.10. Модель кольца r =6,167м, высотой 1,5м, с ячейкой 0,25х0,25м.

Рисунок 3.11. Модель кольца 6,167r = м, высотой 1,5м, с ячейкой 
0,125х0,125м. 
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Размер конечного элемента 0,1х0,1м. 

Количество элементов по высоте равно 15, по окружности 388 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 3.5. 

Результаты сопоставления аналитического и численного расчета при размера ко-

нечного элемента 0,1х0,1м 

 Значение(МПа) Погрешность(%) 

Max 130,09 1,9 
Min 122,08 4,37 

В результате расчета по пространственной схеме напряжение XN  в кольце с 

аналогичными параметрами резервуара составляют в среднем 126,085 МПа. В ре-

зультате аналитического расчета кольцевые напряжение в нижнем поясе резерву-

ара составляют 127,7 МПа. 

Напряжения отличаются на 1,2%, из чего можно сделать вывод, что размер 

конечного элемента удовлетворяет критериям точности расчёта.  

Для удобства работы с компьютерной моделью стенки резервуара с несо-

вершенствами, принято решение разбить стенку по окружности на 360 элементов. 

Тогда размер элемента по окружности будет равен 0,1076 м. 

Размер конечного элемента составит 0,1076х0,1м. 

Количество элементов по высоте равно 15, по окружности 360. 

Рисунок 3.12. Модель кольца 6,167r = м, высотой 1,5м, с ячейкой 0,1х0,1м. 
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Таблица 3.6. 

Результаты сопоставления аналитического и численного расчета при размера ко-

нечного элемента 0,1076х0,1м 

 Значение (МПа) Погрешность (%) 

Max 130,07 1,89 

Min 122,11 4,34 

 

В результате расчета по пространственной схеме напряжение XN  в кольце с 

аналогичными параметрами резервуара составляют в среднем 126,09 МПа. 

Напряжения отличаются также на 1,2%, из чего можно сделать вывод, что 

пространственная схема составлена верно и разбиение схемы резервуара на ко-

нечные элементы такого размера позволит выполнить правильный простран-

ственный расчет конструкций резервуара в пространственной постановке. 

Окончательно принимаем разбиение стенки резервуара с размерами конеч-

ного элемента 0,1076х0,1м. 

 

Рисунок 3.13. Модель кольца 6,167r = м, высотой 1,5м, с ячейкой 
0,1076х0,1м. 
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3.2.3 Расчетная схема ВЦР объемом 1000 3м  с учётом общих несовер-

шенств геометрической формы 

 

Полученная в программном комплексе Maple модель является основой для 

создания расчетной схемы в вычислительном комплексе SCAD Office, но для её 

использования необходимо аппроксимировать полученную поверхность плоски-

ми конечными элементами заданного размера. Эта задача была реализована с по-

мощью VBA с последующим выводом информации в AutoCAD (см. Приложение 

В). В результате получим следующую расчётную схему (рисунок 3.14).  

Определение размера конечного элемента резервуара было выполнено на 

основании сопоставления результатов аналитического и численного расчёта ниж-

него пояса идеализированного резервуара без учёта несовершенств геометриче-

ской формы. Окончательно было принято разбиение стенки резервуара с разме-

рами конечного элемента 0,1076х0,1м при этом погрешность вычисленных 

напряжений составляет всего 1,2%. Такой же размер конечного элемента был 

принят и для численного исследования НДС резервуара с учётом несовершенств 

геометрической формы. 

Основные геометрические размеры 

резервуара, принятые для проведения 

численных исследований: 

− высота стенки резервуара – 8,940 м; 

− диаметр стенки – 12,330 м; 

− толщина нижнего пояса – 5 мм, 

− толщина остальных поясов – 4 мм; 

− высота налива нефтепродукта – 8,44 м.  

Принятые для проведения числен-

ных исследований расчетные схемы кон-

струкции идентичны, за исключением 

стенки резервуара, и характеризуются 

Рисунок 3.14. Расчетная схема резер-
вуара объемом 1000м3 с геометриче-

скими несовершенствами. 
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следующими параметрами: 

- число узлов – 62558; 

- число элементов – 65854; 

Для проведения численных исследований использован универсальный рас-

четный комплекс SCAD версия 11.5 [14-20, 36, 139]. Для моделирования стенки в 

линейной постановке использованы конечные элементы пластинчатого типа: тре-

угольный элемент типа 42, четырехугольный элемент типа 44. При расчете в не-

линейной постановке: треугольный элемент типа 342, четырехугольный элемент 

типа 344. 

Для вертикальных цилиндрических резервуаров основной нагрузкой явля-

ется внутреннее давление жидкости на стенки резервуара (т.н. гидро-статическое 

давление), которое вызывает нормальные кольцевые напряжения. Для определе-

ния НДС стенки резервуара выполнен расчет по следующим схемам загружений: 

– схема загружения 1 – собственный вес; 

– схема загружения 2 –гидростатическое давление; 

– схема загружения 3 – собственный вес + гидростатическое давление. 

Использованные теории прочности 

Прочность листовых конструкций (оболочек вращения), в нашем случае – 

резервуара, находящихся в безмоментном напряженном состоянии рассчитывают 

по формуле [135]: 

2 2 23х x y y xy y cRσ σ σ σ σ τ γ= − + + ≤  (3.1) 

где xσ  и yσ  — нормальные напряжения по двум взаимно перпендикуляр-

ным направлениям;  

xyτ  — касательные напряжения; 

cγ  — коэффициент условий работы конструкций, назначаемый в соответ-

ствии со СНиП [135]; 

Программный комплекс SCAD позволяет выполнять прочностные расчеты в 

соответствии с четырьмя теориями прочности. Основные сведения о них приве-

дены в табл. 3.7. [15]. 
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Таблица 3.7. 

Теории прочности используемые в программном комплексе SCAD 

№ 
п/п Теории прочности 

Выражение для вычисления 
эквивалентного напряжения 
растяжения eσ и сжатия sσ  

Сфера применения 

1 Теория максимальных 
нормальных напряжений 

1eσ σ=  

3sσ σ=  

Для хрупких однородных материалов (ке-
рамика, стекло) 

2 Теория наибольших ли-
нейных деформаций 

1 2 3( )eσ σ µ σ σ= − +  

3 1 2( )sσ σ µ σ σ= − +  

 

3 Теория наибольших каса-
тельных напряжений 

1 3eσ σ σ= −  

s eσ σ=  

Для пластических материалов с малым 
упрочнением, для которых характерно по-
явление локальных пластических деформа-
ций в виде линий скольжения (отпущенная 
сталь) 

4 Теория октаэдрических 
касательных напряжений 
или удельной энергии 
формоизменения (энерге-
тическая теория Губера-
Хенки-Мизера) 

( )
( )
( )

1
22

1 2

2

2 3

2

3 1

1
2e i

σ σ

σ σ σ σ

σ σ

  −
  
  = = + − 

  
 + −   

 

s eσ σ=  

Для большинства пластических материалов 
(сталь, медь, никель) 

Данные теории прочности относятся к изотропным материалам и условиям 

статического нагружения, в случае, когда история поведения конструкции не ска-

зывается на формулировке условий разрушения. 

При выводе информации в программном комплексе SCAD приняты следу-

ющие условные обозначения [15]: 

S1, S2, S3 – главные напряжения; 

NE1 – эквивалентное напряжение (приведенное к эквивалентному растяже-

нию) по первой теории прочности; 

NS1 – эквивалентное напряжение (приведенное к эквивалентному сжатию) 

по первой теории прочности; 

NE2, NE3, NE4 – эквивалентное напряжение (приведенное к эквивалентно-

му растяжению) по 2 – 4 теориям прочности; 

NS2, NS3, NS4 – эквивалентное напряжение (приведенное к эквивалентному 

сжатию) по 2 – 4 теориям прочности. 

В случае деформаций простого вида, в частности, при одноосном напря-

женном состоянии об опасности действующих напряжений можно судить, сопо-

ставляя их с экспериментально устанавливаемой величиной (с пределом текуче-
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сти для пластических материалов или с временным сопротивлением для хрупких 

тел).  

Для сложного напряженного состояния, которое характеризуется главными 

напряжениями 1σ , 2σ  и 3σ , обычно используется некоторая гипотеза (теория 

прочности) о преимущественном влиянии на прочность материала того или иного 

фактора. В этом случае у нас есть возможность сопоставления некоторого эквива-

лентного напряжения с пределом, который соответствует простому одноосному 

растяжению.  

В нашем случае показательными будут эквивалентные напряжения согласно 

4-ой теории прочности (NE4) во внешнем слое стенки резервуара.  

 

3.3. Результаты численных исследований напряженно-деформированного со-

стояния стенки резервуара объемом 1000 3м   

 

Для анализа влияния несовершенств геометрической формы на напряженно-

деформированное состояние стенки резервуара необходимо исследовать напря-

женно-деформированное состояние резервуара без дефектов, т.е. на идеализиро-

ванной модели без учёта несовершенств геометрической формы, и резервуара с 

несовершенствами. 

 

3.3.1. Расчет напряженно-деформированного состояния стенки резерву-

ара в линейной постановке 

 

На первом этапе проведем численное исследование НДС стенки резервуара 

учетом несовершенства геометрической формы и без них в линейной постановке. 

Полученные значения кольцевых, меридиональных, касательных и соответству-

ющих приведенных напряжений от действия гидростатической нагрузки и сов-

местного действия собственного веса и гидростатической нагрузки позволят оце-

нить влияние геометрических несовершенств на НДС конструкции в целом. 
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Таблица 3.8.  

Значение кольцевых напряжений σx от действия гидростатической нагрузки 

в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
 

Таблица 3.9.  

Значение меридиональных напряжений σy от действия гидростатической 

нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Таблица 3.10.  

Значение касательных напряжений τxy от действия гидростатической 

нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
 

Таблица 3.11. 

Значения приведенных напряжений σпр от действия гидростатической нагруз-

ки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Как видно из табл. 3.9, 3.10, при расчете идеализированной модели стенки 

резервуара значения меридиональных и касательных напряжений от действия 

гидростатической нагрузки незначительны, однако при расчете модели с несо-

вершенствами σy и τxy оказывают значительное влияние на напряженно-

деформированное состояние стенки резервуара. 

Таблица 3.12. 

Результаты расчета НДС резервуара от действия гидростатической нагрузки 

в линейной постановке 

№ 
пояса 

Напряжения в идеальной стен-
ке, МПа 

Напряжения в стенке с 
несовершенствами, МПа 

∆, % 

σx σy τxy σпр σx σy τxy σпр σпр 
I 102,4 0,0470 0,1245 106,3 127,1 118,5 47,5 533,0 401,5 

II 101,7 0,0024 0,0009 102,3 106,6 123,5 25,2 585,8 472,5 

III  81,8 0,0017 0,0003 81,8 71,0 105,9 13,9 450,7 450,9 

IV 59,3 0,0004 0,0001 59,3 62,0 104,1 20,8 385,5 550,1 

V 36,8 0,0001 0,0000 36,8 33,4 70,4 17,3 273,1 642,4 

VI 14,3 0,0006 0,0003 14,3 33,6 41,3 17,7 214,3 1402,4 

 

Таблица 3.13.  

Значение кольцевых напряжений σx от совместного действия собственного веса и 

гидростатической нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Таблица 3.14.  

Значение меридиональных напряжений σy от совместного действия соб-

ственного веса и гидростатической нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
 

Таблица 3.15.  

Значение касательных напряжений τxy от совместного действия собственно-

го веса и гидростатической нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Таблица 3.16. 

Значения приведенных напряжений σпр от совместного действия собственного ве-

са и гидростатической нагрузки в линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
Результаты анализа влияния несовершенств геометрической формы на НДС 

резервуара от совместного действия собственного веса и гидростатической 

нагрузки в линейной постановке приведены в таблице 3.17. 

Таблица 3.17 

Анализ результатов расчета НДС резервуара от совместного действия 

собственного веса и гидростатической нагрузки в линейной постановке 

№ по-
яса 

Напряжения в идеальной стенке, 
МПа 

Напряжения в стенке с 
несовершенствами, МПа 

∆*, 
% 

σx σy τxy σпр σx σy τxy σпр σпр 
I 105,7 -1,310 0,102 115,1 138,9 117,2 47,3 532,3 363 

II 101,7 -1,454 0,029 103,4 106,1 122,2 25,1 584,9 466 

III 81,8 -1,231 0,045 82,9 71,0 105,1 13,9 450,6 444 

IV 59,3 -0,962 0,064 60,5 62,0 103,2 20,8 385,5 537 

V 36,8 -0,720 0,099 38,0 33,4 69,5 17,3 273,0 618 

VI 21,7 -0,531 1,053 41,6 38,0 41,8 17,7 225,4 442 

Анализируя результаты, приведенные в табл. 3.14, 3.15, можно сделать вы-

вод, что при расчете идеализированной модели стенки резервуара значения мери-
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диональных и касательных напряжений от совместного действия собственного 

веса и гидростатической нагрузки также, как и в случае приложения только гид-

ростатической нагрузки, являются незначительными. Но при расчете модели с не-

совершенствами σy и τxy оказывают значительное влияние на напряженно-

деформированное состояние стенки резервуара. 

Как видно из анализа (табл. 3.17), приведенные напряжения в стенке резер-

вуара с несовершенствами в среднем в 5 раз превышает аналогичные напряжения 

в резервуаре с идеализированной стенкой, что говорит о значительном влиянии 

искажений геометрической формы на НДС стальных ВЦР и подтверждает акту-

альность выбранной темы и необходимость проведенных научных исследований. 

Однако абсолютные значение напряжений в стенке резервуара с несовершенства-

ми нереальны и требуют уточнения в нелинейной постановке, что согласуется с 

результатами научных исследований других авторов [12, 13, 14, 15]. 

 

3.3.2. Расчет напряженно-деформированного состояния стенки резерву-

ара в нелинейной постановке 

 

Гидростатическая нагрузка на дефор-

мированную стенку резервуара представляет 

собой неравномерно-распределенное внут-

реннее давление. В работах [12, 13] отмечено, 

что при воздействии неравномерных нагру-

зок, применение линейного расчета дает су-

щественные погрешности, так как при этом 

не учитываются большие докритические про-

гибы, а также исключаются из рассмотрения 

нелинейные эффекты качественного характе-

ра, такие как перестройка докритической 

формы по мере увеличения нагрузки. В таких 

случаях необходимо применение геометриче-

Рисунок 3.15. Схема поэтапного 
загружения резервуара гидроста-
тической нагрузкой в нелинейной 

постановке. 
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ски нелинейного расчета для определения напряженно-деформированного состо-

яния оболочки. 

Наличие геометрических несовершенств в тонкостенной оболочке вызывает 

необходимость не только проведения расчетов НДС в геометрически нелинейной 

постановке, как принято рядом исследователей [12,13], но, в сочетании с действи-

ем специфической гидростатической нагрузки, требует и учета конструктивной 

нелинейности, связанной с изменением заданной расчетной схемы под действием 

нагрузки [14, 15] . 

При расчете с учетом геометрической нелинейности нагрузка, обычно, раз-

бивается на доли простым введением коэффициента загружения и количества ша-

гов загружения. Однако при нелинейном расчете стенки резервуара на действие 

гидростатической нагрузки необходимо учитывать то, что гидростатическое дав-

ление увеличивается не частями на всю стенку по высоте, а снизу вверх, по мере 

наполнения резервуара жидкостью. Т.е. по мере наполнения резервуара геометрия 

стенки изменяется, несовершенства деформируются, и следующая часть нагрузки 

прикладывается к уже измененной расчетной схеме. Поэтому для исследования 

НДС стенки резервуара под действием гидростатической нагрузки в нелинейной 

постановке была реализована поэтапная схема загружения резервуара, как пока-

зано на рисунке 3.15. Таким образом, при конструктивно нелинейном моделиро-

вании нагружения гидростатическим давлением, имеем 6 шагов нагружения с ко-

эффициентом загружения равным 1, в соответствии с количеством поясов стенки 

резервуара. На первом этапе нагружается первый пояс стенки резервуара, на вто-

ром – первый и второй, на третьем – первый, второй и третий и т.д. до выхода на 

уровень налива жидкости в резервуар. 

Для обоснования необходимости учета специфики гидростатической 

нагрузки был выполнен расчет НДС стенки резервуара в нелинейной поста-новке 

с учетом геометрической (нагрузка задается частями на всю стенку по высоте) не-

линейности и с учетом геометрической и конструктивной (поэтапное загружение) 

нелинейности. Результаты расчетов, в виде горизонтальных перемещений по ха-

рактерному сечению, представлены в таблице 3.18 и на рисунке 3.16. 
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в) Горизонтальные перемещения при расчете с 
учетом геометрической нелинейности (ГН) 

 
г) Горизонтальные перемещения при расчете 
с учетом геометрической и конструктивной 

нелинейности (ГКН) 

  

  
 

Рисунок 3.16. Геометрия стенки резервуара (а), значения го-
ризонтальных перемещений в заданном сечении (б) и резерву-
аре вцелом (в, г) от действия гидростатической нагрузки в ли-
нейной постановке, при расчете с учетом геометрической не-
линейности (ГН), при расчете с учетом геометрической и кон-
структивной нелинейности (ГКН). 
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Таблица 3.18. 

Анализ горизонтальных перемещения в стенке резервуара от действия гид-

ростатической нагрузки в зависимости от вида расчёта  
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Лδ  
ГНδ  

ГКНδ  
8,000 -5 -6,7 -3,92 -5,56 70,92 20,50 -29,50 
7,500 -4 38,34 0,64 -0,94 5890,63 -4178,72 -168,09 
6,000 -15 92,36 5,63 3,39 1540,50 2624,48 66,08 
4,500 -21 121,61 8,54 5,63 1324,00 2060,04 51,69 
3,000 -25 136,27 10,04 6,93 1257,27 1866,38 44,88 
1,500 -38 164,62 12,86 8,69 1180,09 1794,36 47,99 
1,000 -31 124,63 10,22 7,04 1119,47 1670,31 45,17 
0,500 -18 67,77 7,29 5,07 829,63 1236,69 43,79 

0 0 -0,6 1,48 0,1 -140,54 -700,00 1380,00 
 

Значения, приведенные в таблице 3.18 указывают, прежде всего, на несо-

стоятельность линейного расчета при наличии несовершенств геометрической 

схемы и неравномерности прикладываемой нагрузки. Также при сравнение гео-

метрически нелинейного (ГН) и геометрически и конструктивно нелинейного 

(КГН) расчета видно, что последний дает корректировку результатов, в среднем, 

на 40-50% в данном сечении.  

Анализ перемещений в стенке резервуара, полученных в результате ГН и 

КГН расчетов указывает на необходимость учета конструктивной нелинейности 

при расчете стенки резервуара с наличием несовершенств геометрической формы 

на действие гидростатической нагрузки. 

Дальнейший анализ НДС резервуара с учетом несовершенств геометриче-

ской формы выполнен с учетом геометрической и конструктивной нелинейности. 
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Таблица 3.19. 

Значение кольцевых напряжений σx от действия гидростатической нагрузки в не-

линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
 

Таблица 3.20. 

Значение меридиональных напряжений σy от действия гидростатической нагрузки 

в нелинейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Таблица 3.21. 

Значение касательных напряжений τxy от действия гидростатической нагрузки в 

нелинейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 

  

  
 

Таблица 3.22 

Значение приведенных напряжений от действия гидростатической нагрузки в не-

линейной постановке, кН/м2 

Идеализированная модель Модель с несовершенствами 
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Результаты анализа влияния несовершенств геометрической формы на НДС 

резервуара под действием гидростатической нагрузки в нелинейной постановке 

приведены в таблице 3.23. 

Таблица 3.23. 

Анализ результатов расчета НДС резервуара действия гидростатической нагрузки 

в нелинейной постановке 

№ по-

яса 

Напряжения в идеальной стенке, 

МПа 

Напряжения стенке с несовер-

шенствами, Мпа 
∆, % 

σx σy txy σпр σx σy txy σпр σпр 

I 159,2 20,2 3,2 150,8 266,7 76,6 17,5 240,2 59 

II 173,9 26,7 2,5 164,3 298,4 90,7 12,7 266,1 62 

III 170,5 29,9 1,4 158,9 237,7 84,5 16,0 209,4 32 

IV 156,1 29,9 1,6 143,6 236,1 84,4 6,8 207,7 45 

V 124,1 26,8 2,5 113,2 138,3 46,9 5,9 125,0 10 

VI 81,8 20,4 3,1 73,7 77,6 28,2 7,5 69,8 -5 

 

Результаты, приведенные в табл. 3.20, 3.21, показывают, что при расчете иде-

ализированной модели стенки резервуара значения меридиональных и касатель-

ных напряжений от совместного действия собственного веса и гидростатической 

нагрузки незначительны, однако при расчете модели с несовершенствами σy и τxy 

оказывают значительное влияние на напряженно-деформированное состояние 

стенки резервуара. 

Как видно из анализа (табл. 3.23), расчет кольцевых напряжений в нелиней-

ной постановке дает корректировку результатов аналогичных линейных исследо-

ваний, однако влияние искажений геометрической формы на НДС стенки резер-

вуара остается значительным. Значение приведенных напряжений в стенке резер-

вуара с несовершенствами в среднем в 1,5 раза превышают аналогичные напря-

жения в резервуаре с идеализированной стенкой, за исключением верхних поясов 

резервуара, что говорит о значительном влиянии искажений геометрической фор-
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мы на НДС стальных ВЦР и подтверждает актуальность выбранной темы и необ-

ходимость проведенных научных исследований. 

Таблица 3.24. 

Значение приведенных напряжений в стенке резервуара с несовершенствами от 

совместного действия собственного веса и гидростатической нагрузки в нелиней-

ной постановке на третьем и четвертом этапах нагружения, кН/м2 

3 этап нагружения 4 этап нагружения 

  

 
 

 

Кроме этого поэтапная схема нагружения позволяет отслеживать тенден-

цию изменения напряжений под действием гидростатической нагрузки. Следует 

отметить, что принятые для анализа параметры геометрических несовершенств в 

среднем на 20-40% превышают предельные величины заданные в нормативных 

документах [89, 130]. Так на приведенных рисунках (табл. 3.24) видно, что при 

третьем этапе нагружения значения приведенных напряжений, не превышают 

значения предела текучести стали, а уже четвёртый этап даёт значительное уве-

личение приведенных напряжений, которые превышают предел текучести почти в 

два раза. Таким образом, при реализации поэтапной схемы нагружения появляет-
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ся возможность определения максимальной высоты налива жидкости в резервуар 

с учётом несовершенств геометрической формы для его дальнейшей безопасной 

эксплуатации, которая, однако, должна быть подтверждена расчётом на устойчи-

вость. 

 

ВЫВОДЫ К ТРЕТЬЕМУ РАЗДЕЛУ 

 

1. Исследованы методы измерения и обработки статистического материала, 

что позволяет реализовать концепцию комплексного подхода к вопросу обследо-

вания и технической диагностики резервуаров с помощью современной вычисли-

тельной техники. Установлено, что наряду с традиционными методами определе-

ния геометрической формы стенки резервуара, находящегося в эксплуатации, 

возможно использование инновационных технологий, к которым относится 

наземный лазерный сканер. Предложен расчетный алгоритм, который позволяет 

удалить избыточную информацию из гиперколичественного множества точек, по-

лученного в результате действия НЛС. 

2. Разработан комплекс программ, реализованных в программном комплек-

се Maple (см. Приложение Б) и в среде VBA (см. Приложение В), на основе уни-

версального алгоритма, предложенного во втором разделе, для компьютерного 

моделирования поверхности стенки резервуара с несовершенствами, и с учётом 

конкретного размера конечного элемента для дальнейшего численного расчёта и 

анализа НДС. 

3. Проведеный анализ результатов расчета НДС резервуара от совместного 

действия собственного веса и гидростатической нагрузки в линейной постановке 

для идеализированного резервуара и для резервуара с несовершенствами показал, 

что приведенные напряжения в стенке резервуара с несовершенствами почти в 4 

раза превышает аналогичные напряжения в резервуаре с идеализированной стен-

кой, что говорит о значительном влиянии искажений геометрической формы на 

НДС стальных ВЦР и подтверждает актуальность выбранной темы и необходи-

мость проведенных научных исследований.  
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4. Исследование совместного влияния общих и местных несовершенств 

геометрической формы на НДС резервуара для хранения нефтепродуктов в ли-

нейной и нелинейной постановках, позволяет более полно оценить техническое 

состояние стального ВЦР и обосновать с помощью предложенного алгоритма 

необходимость проведения работ по ликвидации несовершенств геометрической 

формы. 

5. Обоснована необходимость использования поэтапной схемы нагружения 

резервуара гидростатической нагрузкой для учета как геометрической, так и кон-

структивной нелинейности, при реализации которой появляется возможность 

определения максимальной высоты налива жидкости в резервуар с учётом несо-

вершенств геометрической формы для его дальнейшей безопасной эксплуатации, 

которая, однако, должна быть подтверждена расчётом на устойчивость.  

6. Разработан и реализован комплексный подход по обработке геометриче-

ской информации при обследовании и оценке технического состояния ВЦР, чис-

ленному моделированию и анализу влияния несовершенств геометрической фор-

мы на НДС стального ВЦР. Такой подход позволяет не только аналитически опи-

сать действительную поверхность оболочки на основе дискретного массива точек, 

полученного любым способом, в том числе и НЛС, и исследовать её под действи-

ем различных нагрузок, но и моделировать с помощью ЭВМ изменение действи-

тельной поверхности оболочки при проведении предполагаемых мер по ликвида-

ции несовершенств геометрической формы. 
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РАЗДЕЛ 4 

 

МОДЕЛИРОВАНИЕ И ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ НДС СТАЛЬНЫХ ВЦР 

 С УЧЁТОМ МЕСТНЫХ НЕСОВЕРШЕНСТВ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ  

ФОРМЫ 

 

4.1. Расчетные параметры резервуаров с вмятинами сферической фор-

мы 

Численное исследование НДС требует замены реального объекта её матема-

тической моделью, которая должна полностью или частично обладать свойствами 

своего прототипа, и желательно быть достаточно простой для практического осу-

ществления расчетов. Если общепринятой проверенной модели (расчетной схе-

мы) для данного случая не существует, её создают по аналогии, на основе опыта 

моделирования похожих конструкций, за счет принятия ряда упрощающих пред-

положений (допущений). Поэтому математическая модель никогда не будет ис-

черпывающе полной и всегда будет отличаться от оригинальной строительной 

конструкции. Лучшим способом проверки расчетной схемы является сопоставле-

ние полученных с её использованием результатов с экспериментальными данны-

ми. В отсутствии экспериментальных данных верификацию такой модели можно 

проводить на основании данных, полученных другими исследователями и, соот-

ветственно, проверенных ими на существующих экспериментальных данных. 

Для сравнения наших результатов численных исследований НДС стального 

ВЦР, полученных на основе, предложенного в работе, универсального алгоритма 

моделирования действительной поверхности резервуара, с экспериментальными и 

теоретическими данными, полученными другими исследователями, было проана-

лизировано НДС девяти резервуаров различного объема от 1000 до 10000 м3 для 

хранения нефтепродуктов различного объема с учётом местных несовершенств 

геометрической формы. 

Как уже отмечалось, нормы [89, 90, 92], в соответствии с которыми прово-

дять техническую диагностику вертикальных цилиндрических резервуаров не 
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требуют детальных промеров геометрии локальных дефектов формы, поэтому в 

технических отчетах приводится минимальная информация о параметрах вмятин 

(высота, глубина и примерное расположение). Это обстоятельство было учтено 

Алифановым Л.А. [48] при схематизации (идеализации) формы вмятины. В каче-

стве геометрических параметров, однозначно определяющим НДС в зоне дефекта, 

были выбраны диаметр, толщина и высота стенки резервуара, и глубина вмятины. 

Алифановым Л.А. в работе [48] был выбран следующий способ идеализации – 

считать поверхность дефекта сферической. Поэтому для верификации результатов 

моделирования и численного расчёта необходимо адаптировать универсальный 

алгоритм, предложенный во втором разделе, под исходные данные, которые ис-

пользовал в своей работе Алифанов Л.А. 

 

Для описания вмятины сферической формы определенного размера и рас-

положения на поверхности резервуара (рис. 4.1) в универсальный алгоритм кроме 

отклонения от вертикали были дополнительно введены высота вмятины и коэф-

фициент, определяющий положение центра вмятины относительно высоты резер-

Рисунок 4.1. Геометрические размеры резервуара 
и сферической вмятины. 
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вуара (табл. 4.1), что позволило смоделировать вмятину нужного размера и сопо-

ставить его НДС под действием гидростатической нагрузки, с результатами, по-

лученными в работе Алифанова Л.А. [48]. 

Координаты горизонтальной проекции центра сферической вмятины опре-

делялся в соответствии с формулами (3.1) – (3.3), приведенными в [48]. Высота 

центра вмятины была определена с помощью коэффициента h0 (табл. 4.1). Далее, 

для автоматизации процесса был разработан и использован алгоритм, позволяю-

щий реструктурировать исходные данные с последующей реконструкцией по-

верхности с вмятиной на основе универсального алгоритма, основанного на ап-

проксимации отсека поверхности выпуклыми обводами первого порядка гладко-

сти. 

Таблица 4.1 

Основные геометрические размеры резервуаров и сферических вмятин 

V 
рез-
ра 

№ 

вм. 
D, м H, м 

t, 

мм 
h0 h1 f, м L, м R1, м L1, м B, м 

1
00

0м
3  94 12,34 8,94 4 0,17 1,52 0,038 1,2 4,76 10,89 0,90 

95 12,34 8,94 4 0,08 0,72 0,041 1,12 3,84 9,97 0,88 

97 12,34 8,94 4 0,67 5,99 0,076 1,6 4,25 10,34 1,23 

5
00

0м
3  133 22,79 11,92 7 0,88 10,49 0,05 1,5 5,65 17,00 1,23 

135 22,79 11,92 7 0,56 6,68 0,06 2,5 13,05 24,39 1,71 

145 22,79 11,92 7 0,06 0,72 0,02 0,7 3,07 14,45 0,62 

1
00

0
0м

3  244 39,9 17,88 8 0,83 14,84 0,04 3 28,15 48,06 1,93 

249 39,9 17,88 8 0,62 11,09 0,02 1 6,26 26,19 0,87 

251 39,9 17,88 8 0,71 12,69 0,02 1,5 14,07 34,00 1,15 

где D – диаметр нефтехранилища; 

H – высота резервуара; 

t – толщина стенки резервуара; 

L – высота вмятины; 

f – глубина вмятины; 

h0 – относительная высота расположения вмятины. 
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Универсальный алгоритм формирования незакономерной поверхности обо-

лочки инженерных сооружений, предложенный во втором разделе и эффективно 

использованный в третьем разделе для моделирования общих несовершенств гео-

метрической формы, был разработан таким образом, что поверхность оболочки 

строится по точкам, принадлежащим этой оболочке, с помощью выпуклых обво-

дов первого порядка гладкости. Т.о. на поверхности оболочки получаем некото-

рую сеть, состоящую из ячеек определенного размера. Этот размер определяется 

положением исходных точек поверхности. Эта сеть может иметь достаточно 

большой размер, по сравнению с необходимым размером конечного элемента. 

Поэтому каждую ячейку сети на поверхности оболочки нужно дополнительно 

разбить на конечные элементы нужного размера. Легче всего это сделать, разде-

лив на нужное количество два параметра, образующих ячейку сети поверхности 

оболочки. Для моделирования местных несовершенств геометрической формы 

стальных ВЦР, имеющих свою специфику, возникает отдельная задача определе-

ния исходных точек на поверхности оболочки, для которых, впоследствии, можно 

применить универсальный алгоритм построения незакономерной поверхности. 

Итак, количество ячеек поверхности оболочки, которые составляют целост-

ную поверхность стального ВЦР, определяется четырьмя параметрами. Первые 

два из них определяют количество ячеек, на которые делится поверхность резер-

вуара. Эти параметры напрямую зависят от геометрических размеров вмятины L и 

В, представленных в таблице 4.1. Далее каждая из ячеек поверхности резервуара с 

помощью других двух параметров аппроксимируется конечными элементами – 

плоскостями с помощью параметров StU и StV (см. Приложение Г). Следует отме-

тить, что если количество ячеек зафиксировано для каждой конкретной задачи, то 

параметрами StU и StV можно варьировать для получения требуемой плотности 

конечных элементов по всей поверхности резервуара. При таком алгоритме сетка 

конечных элементов на поверхности резервуара получается не равномерной. 

Причём эта неравномерность представлена кольцами по высоте резервуара. Пре-

имуществом такого подхода является универсальность, а также полная автомати-

зация процесса вычисления. Недостатком является то, что нет возможности, а 
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случае необходимости, загустить сетку именно в зоне локального дефекта. По-

этому для увеличения точности расчётов приходилось «загущать» сетку по всей 

поверхности резервуара, что, конечно же, значительно влияло на быстродействие. 

Однако данный недостаток следует отнести именно к недостатком программной 

реализации. Поскольку автор не является профессиональным программистом, 

нами была выбрана более упрощённая схема программной реализации универ-

сального алгоритма, которая, однако, показала результат, с достаточной для ин-

женера точностью, позволила сопоставить результаты исследований автора и 

подтвердить возможность использования предложенных алгоритмов формирова-

ния незакономерной поверхности по заданным характеристикам, а также исполь-

зование их для моделирования и численного исследования поверхностей тонко-

стенных оболочек инженерных сооружений с учётом несовершенств геометриче-

ской формы. 

 

4.2 Результаты численных исследований местных несовершенств гео-

метрической формы 

 

Для сравнения результатов исследований с результатами, полученными в 

[48] под действием гидростатической нагрузки в линейной постановке. Как отме-

чалось в [48], моделирование НДС несовершенств формы на стенках тонкостен-

ных сосудов давления в общем случае представляет собой геометрически и физи-

чески нелинейную задачу. Однако на практике перед проведением подобных ис-

следований выполняют расчеты конструкций в линейной постановке. Это объяс-

няется следующими причинами: 

1. В начальной стадии нагружения, когда действующие нагрузки не достиг-

ли определенного порога, нелинейные свойства обычно не проявляются; 

2. Существует большое количество приближенных (инженерных) методик 

учета физической нелинейности [13, 32, 33], отталкивающихся от условных ре-

зультатов «упругих» расчетов. 

Для нас важен тот факт, что в работе [48] автором проводились численные 
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исследования НДС в линейной постановке, поэтому для полного сопоставления и 

верификации результатов исследований нами принято решение, также выполнять 

исследования НДС резервуаров в линейной постановке. 

Поскольку универсальный алгоритм позволяет моделировать стенку резер-

вуара полностью, а введение в расчетную схему кровли и днища требует допол-

нительных временных затрат, было решено проводить расчеты на модели стенки 

резервуара, заменив кровлю и днище дополнительными закреплениями. Т.к. в [69] 

автор для проведения исследований использовал только гидростатическую 

нагрузку, без учета собственного веса конструкций, то замену считаем правомер-

ной. Чтобы минимизировать воздействие краевого эффекта в зоне закрепления 

стенки были выбраны вмятины достаточно удаленные от других зон концентра-

ции напряжений.  

Сравнение результатов численного расчёта НДС резервуаров с учётом вмя-

тины сферической формы, полученных на основе универсального алгоритма, 

предложенного во втором разделе, с аналогичными исследованиями, приведен-

ными в работе Алифанова Л.А. приведены в таблице 4.2. 

Таблица 4.2 

Сравнение результатов численных исследований НДС резервуаров  

V 
рез-
ра 

№ 

вм. 
D, м H, м h0 f, мм L, м 

t, 

мм 
maxσ  max( )Rσ  

∆*, 

% 

1
00

0м
3  94 12,34 8,94 0,17 38 1,2 4 993 906,73 8,69 

95 12,34 8,94 0,08 41 1,12 4 1280 1165,3 8,96 

97 12,34 8,94 0,67 76 1,6 4 525 491,64 6,35 

5
00

0м
3  133 22,79 11,92 0,88 50 1,5 7 196 184,12 6,06 

135 22,79 11,92 0,56 60 2,5 7 807 747,84 7,33 

145 22,79 11,92 0,06 20 0,7 7 862 788,32 8,55 

1
00

0
0м

3  244 39,9 17,88 0,83 40 3 8 650 607,57 6,53 

249 39,9 17,88 0,62 20 1 8 723 679,31 6,04 

251 39,9 17,88 0,71 20 1,5 8 636 594,65 6,50 
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maxσ  – максимальные напряжения при полной высоте налива полученные 

Алифановым Л.А. [48]; 

max( )Rσ  – максимальные напряжения при полной высоте налива получен-

ные в данной работе; 

Графическая визуализация полей эквивалентных напряжений в зоне сфери-

ческой вмятины на примере резервуара №94 при воздействии гидростатической 

нагрузки приведена на рисунке 4.2. 

 

На основании анализа значений погрешности при численном расчёте (табл. 

4.2), которая не превышает 10 % можно сделать вывод о достоверности получен-

ных результатов и подтверждении полной работоспособности универсального ал-

горитма моделирования поверхности резервуара с учётом местных несовершенств 

геометрической формы. При этом большая сходимость результатов наблюдается 

для резервуаров большего объема. В данном случае, погрешность в расчётах мо-

жет быть вызвана не только использованием разных вычислительных комплексов 

(доц. Алифанов Л.А. использовал вычислительный комплекс ANSYS и программ-

ный пакет NASTRAN), но и тем фактом, что Алифанов Л.А. в местах концентра-

ции напряжений использовал более плотную сетку, в то время как в нашем случае 

Рисунок 4.2. Эквивалентные напряжения в зоне сферической вмятины при 
действии гидростатической нагрузки, кН/м2. 
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сетка была более равномерной, чтобы не отходить от концепции универсальности 

предложенного алгоритма. 

 

ВЫВОДЫ К ЧЕТВЁРТОМУ РАЗДЕЛУ 

 

1. Модифицирован универсальный алгоритм моделирования стенки резерву-

ара с помощью дополнительного введения высоты вмятины и коэффициента, 

определяющего положение центра вмятины по отношению к высоте резервуара 

для описания сферической формы вмятины определенного размера и расположе-

ния, что позволило смоделировать вмятину нужного размера проанализировать 

НДС резервуаров с локальными несовершенствами под действием гидростатиче-

ской нагрузки без сгущения сетки с сохранением удовлетворительной точности 

расчета. 

2. Исследовано НДС ряда стальных резервуаров объемом от 1000м3 до 10000 

м3 для хранения нефтепродуктов с учётом местных несовершенств сферической 

формы под действием гидростатической нагрузки в линейной постановке, что 

позволило сопоставить результаты численных исследований с эксперименталь-

ными и теоретическими данными, полученными другими исследователями и под-

твердило достоверность полученных результатов исследований и работоспособ-

ность универсального алгоритма. 

3. Анализ значений погрешности при численном расчёте, которая не превы-

шает 10 %, подтвердил достоверность полученных результатов и полную работо-

способность универсального алгоритма моделирования поверхности резервуара с 

учётом, как общих, так и местных несовершенств геометрической формы. 
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РАЗДЕЛ 5 

 

ИНЖЕНЕРНАЯ МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ НДС 

СТАЛЬНОГО ВЦР, НАХОДЯЩЕГОСЯ В ЭКСПЛУАТАЦИИ 

 

Инженерная методика численного исследования НДС стального ВЦР нахо-

дящегося в эксплуатации позволяет на основании геометрических обмеров с по-

мощью компьютерного моделирования оценить техническое состояние резервуа-

ра для хранения нефтепродуктов с учётом несовершенств геометрической формы, 

а также моделировать изменения, связанные с изменением параметров несовер-

шенств с течением времени и под воздействием различных факторов. Принципи-

альная блок-схема методики проведения исследований представлена на рисун-

ке 5.1. 

 

Этап 1. Техническое задание на обследование ВЦР 

Работы по проведению технического диагностирования резервуаров прово-

дятся согласно ряда нормативов на эксплуатацию и ремонт резервуаров, основ-

ными из которых являются: 

- РД 08-95-95 «Положение о системе технического диагностирования сварных 

вертикальных цилиндрических резервуаров для нефти и нефтепродуктов» [89]; 

- «Правила технической эксплуатации резервуаров и инструкции по их ремон-

ту» [90]; 

- РД 39-0147103-385-87 «Правила технической эксплуатации резервуаров ма-

гистральных нефтепроводов» [140]; 

- СП 70.13330.2012 «Несущие и ограждающие конструкции» (СНиП 3.03.01-

87. Актуализированная редакция - регламентирует требования к новым резервуа-

рам) [141]; 

- СП 16.13330.2011 «Стальные конструкции» (СНиП II-23-81. Актуализиро-

ванная редакция - регламентирует требования к проектированию резервуаров) 

[135]. 
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Рисунок 5.1. Принципиальная блок-схема инженерной методики 
численного исследования НДС стального ВЦР, 

находящегося в эксплуатации. 
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А также целого ряда государственных нормативных документов [40,43-

45,52,54,55,130-135,139,140 / 93-95, 130, 132, 136, 137, 142- 149] и стандартов 

предприятий и организаций, например [131, 150-153]. 

Согласно [89] для резервуаров находящихся в эксплуатации в пределах рас-

четного срока службы проводится: 

- частичное наружное техническое диагностирование не реже 1 раза в 5 лет; 

- полное техническое диагностирование не реже 1 раза в 10 лет. 

Для резервуара отработавшего расчетный срок службы проводится: 

- частичное наружное техническое диагностирование не реже 1 раза в 4 го-

да; 

- полное техническое диагностирование не реже 1 раза в 8 лет. 

Частичное техническое диагностирование проводится с наружной стороны 

без выведения его из эксплуатации. Полное – проводится с обеих сторон и требу-

ет выведения резервуара из эксплуатации, опорожнения, зачистки и дегазации. В 

[89] разработана структура алгоритма оценки технического состояния резервуа-

ров в различных случаях. 

Организация проведения работ по техническому диагностированию возла-

гается на владельца резервуаров. Он обязан предоставить организации, выполня-

ющей обследование, всю необходимую техническую и технологическую доку-

ментацию, а также обеспечить свободный доступ ко всем конструктивным эле-

ментам резервуара.  

Диагностирование и заключение о техническом состоянии и о возможности 

дальнейшей эксплуатации резервуаров производятся специализированной органи-

зацией, имеющей разрешение (лицензию) на проведение таких работ, получаемое 

в органах Госгортехнадзора России в установленном порядке. Специалисты по 

техническому диагностированию резервуаров должны быть аттестованы по этому 

виду работ организацией, имеющей лицензию Госгортехнадзора России. Органи-

зация должна располагать необходимыми аппаратурой и средствами, применяе-

мые при техническом диагностировании резервуаров, и не допускается примене-

ние аппаратуры, подлежащей госповерке и не прошедшей ее.  
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При измерении геометрических параметров конструкций и определении 

толщин листовых конструкций и глубины коррозионных язв должны использо-

ваться стандартные или специальные методы и средства измерения, позволяющие 

получить точность не менее +/- 1 мм. 

Организация, выполняющая техническое диагностирование, должна фикси-

ровать результаты работы в соответствующей документации (акты, протоколы, 

журналы, заключения и т.п.).  

Для проведения обследования наружные и внутренние поверхности элемен-

тов резервуара, подлежащие техническому диагностированию, должны быть 

очищены от загрязнений. Качество подготовки поверхностей определяется требо-

ваниями применяемого метода контроля. При проведении полного технического 

диагностирования теплоизоляция, препятствующая контролю технического со-

стояния, должна быть частично или полностью (в случае необходимости удалена).  

 

Этап 2. Определение действительной поверхности стенки резервуара с 

учётом несовершенств геометрической формы 

2.1 Определение действительной геометрической формы стенки резер-

вуара традиционными методами в загруженном и незагруженном состоянии. 

В ГОСТ 8.570-2000  «Резервуары стальные вертикальные цилиндрические. 

Методика поверки.» [130] детально описан рекомендуемый процесс поверки ре-

зервуара, в том числе и измерения геометрии стенки.  

Отклонения образующих резервуара от вертикали измеряют с применением 

измерительной каретки с отвесом (рисунок 5.2) или измерительной каретки с тео-

долитом (рисунок 5.3). Причем при скорости ветра более 5 м/с для выполнения 

измерений радиальных отклонений применяют измерительную каретку с теодо-

литом. 

При определении отклонений образующих резервуара от вертикали резер-

вуара с применением измерительной каретки с отвесом измеряют расстояние а от 

стенки резервуара до нити отвеса 6, проходящей через отметки разбивки (рисунок 

5.2). 
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Рисунок 5.2. Схема измерения радиальных отклонений с применением 
измерительной каретки с отвесом. 

При определении отклонений образующих резервуара от вертикали с при-

менением каретки с теодолитом (рисунок 5.3) измеряют расстояние а от стенки 

резервуара до визирной линии 6 теодолита 8, направленной перпендикулярно к 

линейке 2, укрепленной на оси каретки 1. 

Более детально процесс проведения измерений, приборы и приспособления 

Рисунок 5.3. Схема измерения радиальных отклонений с применением 
измерительной каретки с теодолитом. 



142 

описаны в п 9.1 ГОСТ 8.570-2000 [130]. 

Как было сказано выше измерения целесообразно проводить дважды: на за-

полненном и пустом резервуаре в целях определения мест наибольших деформа-

ций и выявления напряженно-деформированного состояния стенки под нагрузкой. 

При этом необходимо обращать особое внимание на местные выпучины и вмяти-

ны и проводить в этих местах дополнительные измерения. При проведении изме-

рений в заполненном резервуаре для дальнейшей верификации модели действи-

тельной поверхности резервуара необходимо зафиксировать разницу отклонений 

стенки резервуара от образующих при пустом и заполненном резервуарах. 

2.2. Определение действительной геометрической формы стенки резер-

вуара с помощью НЛС в загруженном и незагруженном состоянии. 

Проведения измерений с помощью наземного лазерного сканера позволяет: 

- свести к минимуму нахождение исполнителя внутри резервуара, а иногда 

и исключить вовсе, опустив сканер с помощью специальных приспособлений в 

резервуар через верхнюю смотровую горловину; 

- обеспечить несопоставимо с традиционными методами высокую скорость 

и точность измерений, а также детализацию конечного результата; 

- учитывать точное расположение и геометрические параметры внутренних 

элементов резервуара (ребер жесткости, лестниц, переборок, труб и паропрово-

дов); 

- исключить человеческий фактор и субъективный подход к выбору точки 

замеров. 

Технология проведения съёмки действительной поверхности стенки сталь-

ного резервуара с помощью НЛС детально описана в разделе 3.1.2 данной работы. 

 

Этап 3. Обработка полученных данных 

3.1. Обработка данных полученных традиционными методами: Перевод 

отклонений стенки от вертикали в координаты точек. 

В результате измерения действительной геометрической формы стенки ре-

зервуара традиционными методами исходные данные для построения геометриче-
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ской модели тонкостенной оболочки инженерного сооружения состоят из геомет-

рических характеристик конструкции, количества поясов, количества точек в 

каждом поясе и значений отклонений в этих точках от образующей.  

Для построения геометрической модели в БН-исчислении, необходимо по-

лучить массив точек, т.е. координаты точек вместо отклонений. Подробно алго-

ритм определения координат точек поверхности через отклонения рассмотрен в 

разделе 2.2.2. 

3.2 Обработка данных полученных с помощью НЛС делится на два 

этапа: 

1. Обработка полученного облака точек соответствующим программным 

обеспечением; 

2. Удаление избыточной информации из гиперколичественного множества 

точек. 

В результате проведения измерений с помощью НЛС получаем облако то-

чек, в которое входит резервуар и окружающая его территория. На первом этапе 

обработки информации объединяются результаты съемки (сканы) в единую мо-

дель (сшивка сканов). Затем из облака удаляются точки, не принадлежащие ре-

зервуару. Эти этапы выполняются с помощью специализированного программно-

го обеспечения. 

На следующем этапе необходимо удалить избыточную информацию из ги-

перколичественного множества точек, т.е. проредить облако для создания геомет-

рической модели. Этот этап подробно разработан в разделе 3.1.2. данной работы. 

 

Этап 4. Результат: цифровая модель действительной поверхности стен-

ки резервуара (координаты точек на поверхности резервуара) 

Результатом измерения отклонений образующих стенки резервуара от вер-

тикали любым способом, и исходными доннами для создания геометрический мо-

дели действительной поверхности резервуара является цифровая модель действи-

тельной поверхности стенки резервуара, т.е. массив координат точек на поверхно-

сти резервуара (см. пример табл. 3.1). 
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Этап 5. Определение размеров конечного элемента для составления 

расчетной схемы (см. раздел 3.2.2) 

Для создания расчетной схемы резервуара с несовершенствами и дальней-

шего использования этой схемы для проведения численных исследований необ-

ходимо выбрать размер конечного элемента, удовлетворяющий критериям точно-

сти численного расчёта. Пример определения размера конечного элемента стенки 

резервуара приведен в разделе 3.2.2. 

 

Этап 6. Составление расчетной схемы резервуара с несовершенствами с 

помощью программы (см. Приложение А), созданной на основе универсаль-

ного вычислительного алгоритма  

На основе универсального вычислительного алгоритма разработанного ав-

тором (см. раздел 2.2.2) моделируется поверхность резервуара с отклонениями. 

Модель можно реализовать в различных программных комплексах. Примеры реа-

лизации приведены на рисунках 3.8 и 3.14. Для дальнейших исследований в рабо-

те использована модель, представленная в разделе 3, п.3.2.3, реализованная с по-

мощью VBA с последующим выводом графической информации в AutoCAD (при-

ложение А).  

 

Этап 7. Проведение численных исследований НДС резервуара с помо-

щью специализированных расчетных комплексов (SCAD, Лира, ANSYS и 

др.) 

Модель стенки резервуара с несовершенствами, после реализации вычисли-

тельного алгоритма, представляет собой близкую к цилиндрической (с учетом от-

клонений) пространственную модель стенки резервуара с заданным размером ко-

нечного элемента в AutoCAD. Поверхность описана командой 3DFACE. Далее мо-

дель стенки из AutoCAD, используя формат *.dxf, можно импортировать непо-

средственно расчетный комплекс (SCAD, Лира, ANSYS и др.) и затем к стенке 

добавляется (моделируется) крыша, днище, ребра жесткости и другие элементы, 
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необходимые для расчета НДС резервуара. Можно так же модель стенки резерву-

ара дополнить непосредственно в AutoCAD и импортировать в расчетный ком-

плекс готовый резервуар. 

Внешний вид полученной в работе расчетной модели резервуара, собранной 

в SCAD, приведен на рисунке 3.14. Для дальнейшей работы с моделью необходи-

мо: задать жесткостные характеристики всех элементов, осадку, создать загруже-

ния. Подробное описание полученной в работе модели приведено в разделе 3 п. 

3.2.3. 

Полученная схема позволяет определить напряженно-деформированное со-

стояние конструкций резервуара от действия различных нагрузок и их комбина-

ций. Поскольку в схеме учтены как общие, так и местные несовершенства геомет-

рической формы, то, соответственно, НДС отражает воздействие этих несовер-

шенств на всю конструкцию в целом. В данной работе исследовано напряженно-

деформированное состояние резервуара с идеализированной стенкой и стенкой с 

несовершенствами от действия собственного веса и гидростатической нагрузки 

(см. п. 3.3). 

Для исследования НДС стенки резервуара под действием гидростатической 

нагрузки в нелинейной постановке была реализована поэтапная схема загружения 

резервуара (т.е. проведение расчета с учетом геометрической и конструктивной 

нелинейности) представленная в разделе 3 п. 3.3.2. При реализации поэтапной 

схемы нагружения гидростатической нагрузкой появляется возможность опреде-

ления максимальной высоты налива жидкости в резервуар с учётом несовер-

шенств геометрической формы для его дальнейшей безопасной эксплуатации, ко-

торая, однако, должна быть подтверждена расчётом на устойчивость. 

Т.к. расчетная схема резервуара создана на основе универсального алгорит-

ма учитывающего все несовершенства геометрической формы поверхности стен-

ки резервуара, то изменяя координаты точек – исходных данных (см.п. 4 Методи-

ки) получаем модель с другими геометрическими несовершенствами, или с несо-

вершенствами большими или меньшими по площади и глубине относительно ис-

ходных размеров. Это дает возможность прогнозировать поведение конструкций 
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при дальнейшей эксплуатации резервуара, т.е. при возможном увеличении иска-

жений геометрической формы стенки резервуара или при проведении предпола-

гаемых мер по ликвидации несовершенств геометрической формы. 

 

Этап 8. Сопоставление результатов численных исследований с переме-

щениями, полученными в результате обмеров 

Как было сказано выше, действительная геометрическая форма стенки ре-

зервуара проводится в загруженном и незагруженном состоянии. Обмеры в неза-

груженном состоянии необходимы для создания модели резервуара с несовер-

шенствами. А проведение измерений в заполненном резервуаре необходимо для 

верификации полученной модели.  

Модель резервуара проверяется на совместное действие собственного веса и 

гидростатической нагрузки. Полученные в результате расчета перемещения срав-

ниваются с перемещениями полученными при проведении измерений резервуара 

в заполненном состоянии. Если результаты в обоих случаях сопоставимы между 

собой, то можно сделать вывод об адекватной реализации расчетной схемы резер-

вуара и возможности её использования для выполнения прогнозных расчетов. 

Также, если есть возможность фиксировать напряжения в стенке резервуара в за-

полненном состоянии на площадке, можно сравнить не только перемещения, но и 

напряжения. 

Этот этап выполняется после создания расчетной схемы, но перед тем как 

полноценно исследуется НДС резервуара.  

 

ВЫВОДЫ К ПЯТОМУ РАЗДЕЛУ 

 

1. Разработан и реализован комплексный подход по обработке геометриче-

ской информации при обследовании и оценке технического состояния ВЦР, чис-

ленному моделированию и анализу влияния несовершенств геометрической фор-

мы на НДС стального ВЦР. Такой подход позволяет не только аналитически опи-

сать действительную поверхность оболочки на основе дискретного массива точек, 
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полученного любым способом, в том числе и НЛС, и исследовать её под действи-

ем различных нагрузок, но и моделировать с помощью ЭВМ изменение действи-

тельной поверхности оболочки при проведении предполагаемых мер по усилению 

стенки резервуара. 

2. Предложена и внедрена в Донецком экспертно-техническом центре Госу-

дарственного Комитета Гортехнадзора ДНР инженерная методика численного ис-

следования НДС стального ВЦР находящегося в эксплуатации (см. приложение 

A), в которой реализована концепция комплексного подхода при обследовании и 

оценке технического состояния стальных ВЦР для хранения нефти и нефтепро-

дуктов с учётом несовершенств геометрической формы.  

3. Внедрены результаты работы в практику мониторинга и обследования 

технического состояния стальных ВЦР, а также в учебный процесс Донбасской 

национальной академии строительства и архитектуры (см. приложение A), что 

подтверждает практическую ценность и завершенность проведенных исследова-

ний. 
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ВЫВОДЫ 

 

Диссертация посвящена исследованию напряженно-деформированного со-

стояния стальных вертикальных цилиндрических резервуаров с учётом несовер-

шенств геометрической формы. Все полученные в работе геометрические и ком-

пьютерные модели тонкостенных оболочек инженерных сооружений получены в 

БН-исчислении методом подвижного симплекса. 

При этом получены результаты, имеющие научную и практическую цен-

ность: 

1. Выполненный анализ литературных источников показал, что в настоящее 

время отсутствуют работы, посвященные численному исследованию НДС тонко-

стенных  оболочек инженерных сооружений с учётом совместных (общих и мест-

ных) несовершенств геометрической формы. Критический анализ подтвердил 

необходимость и целесообразность применения математического аппарата БН-

исчисления, который позволяет решать задачи моделирования сложных незако-

номерных поверхностей технических форм, упрощает их программную реализа-

цию и уменьшает затраты ресурсов. 

2. Исследованы в БН-исчислении способы аналитического определения дуг 

обвода на основе геометрических схем их конструирования, а также разработаны 

или усовершенствованы 10 алгоритмов моделирования выпуклых обводов перво-

го порядка гладкости, которые являются теоретической основой для конструиро-

вания сложных незакономерных поверхностей оболочек инженерных сооружений 

с учётом несовершенств геометрической формы методом подвижного симплекса. 

3. Получен универсальный геометрический и компьютерный алгоритм мо-

делирования действительной поверхности стенки резервуара с учётом как общих, 

так и местных несовершенств геометрической формы, что позволяет использовать 

вычислительные возможности современной компьютерной техники для числен-

ного исследования и анализа НДС стальных ВЦР с учётом несовершенств геомет-

рической формы при совместном действии нагрузок на весь резервуар в целом. 

4. Исследовано совместное влияние общих и местных несовершенств гео-
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метрической формы на НДС резервуара для хранения нефтепродуктов в линейной 

и нелинейной постановках с учетом конструктивной нелинейности, что позволяет 

объективно оценить техническое состояние стального ВЦР и обосновать с помо-

щью компьютерного моделирования необходимость проведения работ по ликви-

дации несовершенств геометрической формы. 

5. Исследовано НДС ряда стальных резервуаров объемом от 1000м3 до 

10000 м3 для хранения нефтепродуктов с учётом местных несовершенств сфери-

ческой формы под действием гидростатической нагрузки в линейной постановке, 

что позволило сопоставить результаты численных исследований с эксперимен-

тальными и теоретическими данными, полученными другими исследователями, и 

подтвердило достоверность полученных результатов исследований и универсаль-

ность предложенного алгоритма. 

6. Предложен и реализован комплексный подход по обработке геометриче-

ской информации при обследовании и оценке технического состояния ВЦР, чис-

ленному моделированию и анализу влияния несовершенств геометрической фор-

мы на НДС эксплуатируемого стального ВЦР. Такой подход позволяет не только 

аналитически описать действительную поверхность оболочки на основе дискрет-

ного массива точек, полученного любым способом, в том числе и НЛС, и иссле-

довать её под действием различных нагрузок, но и моделировать с помощью ЭВМ 

изменение действительной поверхности оболочки для оценки необходимости ре-

ализации мер по усилению стенки резервуара. 

7. Разработана инженерная методика численно-экспериментального иссле-

дования НДС стального ВЦР находящегося в эксплуатации, которая позволяет 

оценить техническое состояние резервуара для хранения нефтепродуктов с учётом 

несовершенств геометрической формы, а также спрогнозировать поведение кон-

струкции при дальнейшей эксплуатации под воздействием различных факторов. 

8. Внедрены результаты работы в практику мониторинга и обследования 

технического состояния стальных ВЦР, а также в учебный процесс Донбасской 

национальной академии строительства и архитектуры, что подтверждает актуаль-

ность выбранной темы и завершенность проведенных исследований. 
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Приложение А 

Копии документов о внедрении результатов исследований 
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Приложение Б 

Листинг программы по компьютерному моделированию поверхности резер-

вуара для хранения нефтепродуктов с учётом несовершенств геометрической 

формы в программном пакете Maple 
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Приложение В 

Листинг программы для компьютерного моделирования поверхности сталь-

ного ВЦР с учётом общих несовершенств геометрической формы 
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Sub PlotCyl() 
 
 r = 6167    ' радиус резервуара 
 h = 8940   ' высота резервуара 
 k = 6         ' количество поясов 
 n = 12       ' количество точек в каждом поясе 
   
 
Const PI = 4 * Math.Atn(1) 
  
 m = k + 1 
  
 StU = 1 / 30 'количество элементов, на которые делится ячейка кольца 
 StV = 1 / 15 'количество элементов, на которые делится ячейка пояса 
 
 VstU = Round(1 / StU) + 1 
 VstV = Round(1 / StV) + 1 
 
Dim Point1(0 To 2) As Double 
Dim Point2(0 To 2) As Double 
Dim Point3(0 To 2) As Double 
Dim Point4(0 To 2) As Double 
Dim SchetchikSHAGA As Integer 
 
Dim zz As Integer 
 
 Dim Delta() As Variant 
 Dim xA() As Variant 
 Dim yA() As Variant 
 Dim zA() As Variant 
 Dim xB() As Variant 
 Dim yB() As Variant 
 Dim zB() As Variant 
 Dim xC() As Variant 
 Dim yC() As Variant 
 Dim zC() As Variant 
 Dim xN() As Variant 
 Dim yN() As Variant 
 Dim zN() As Variant 
 Dim xP() As Variant 
 Dim yP() As Variant 
 Dim zP() As Variant 
 Dim xQ() As Variant 
 Dim yQ() As Variant 
 Dim zQ() As Variant 
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 Dim xM() As Variant 
 Dim yM() As Variant 
 Dim zM() As Variant 
  
 Dim A1A2() As Variant 
 Dim A1A3() As Variant 
 Dim A2A3() As Variant 
 Dim N1N2() As Variant 
 Dim N1N3() As Variant 
 Dim N2N3() As Variant 
 Dim location(0 To 2) As Double 
 
 ReDim Delta(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim xA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim yA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim zA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim xB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim yB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim zB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim xC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim yC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim zC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim xN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
  
 ReDim A1A2(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim A1A3(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim A2A3(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim N1N2(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim N1N3(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim N2N3(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
  
' Массив отклонений стенки от вертикали 
Sigma = Array(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -45, -34.67, -24.33, -14, 9, 32, 55, 
66.67, 78.33, 90, 45, 0, -45, -34.67, -24.33, -30, -23.33, -16.67, -10, 18.67, 47.33, 76, 
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80.67, 85.33, 90, 50, 10, -30, -23.33, -16.67, -20, -20, -20, -20, 7.67, 35.33, 63, 62, 61, 
60, 33.33, 6.67, -20, -20, -20, -10, -13.33, -16.67, -20, 10.67, 41.33, 72, 61.33, 50.67, 
40, 23.33, 6.67, -10, -13.33, -16.67, 7, -1, -9, -17, 10.33, 37.67, 65, 50, 35, 20, 15.67, 
11.33, 7, -1, -9, 5, 0, -5, -10, 23.33, 56.67, 90, 66.67, 43.33, 20, 15, 10, 5, 0, -5) 
  
 zz = 0 
 For i = 1 To m 
 For j = 1 To n + 3 
    Delta(i, j) = Sigma(zz) 
    zz = zz + 1 
 Next j 
 Next i 
   
 For i = 1 To m 
   For j = 1 To n + 3 
    xA(i, j) = (r + Delta(i, j)) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(i, j) = (r + Delta(i, j)) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(i, j) = ((i - 1) * h) / k 
   Next j 
 Next i 
  
For i = 1 To m 
   For j = 1 To n + 1 
    A1A2(i, j) = Sqr((xA(i, j) - xA(i, j + 1)) ^ 2 + (yA(i, j) - yA(i, j + 1)) ^ 2 + (zA(i, j) - 
zA(i, j + 1)) ^ 2) 
    A1A3(i, j) = Sqr((xA(i, j) - xA(i, j + 2)) ^ 2 + (yA(i, j) - yA(i, j + 2)) ^ 2 + (zA(i, j) - 
zA(i, j + 2)) ^ 2) 
    A2A3(i, j) = Sqr((xA(i, j + 1) - xA(i, j + 2)) ̂ 2 + (yA(i, j + 1) - yA(i, j + 2)) ^ 2 + 
(zA(i, j + 1) - zA(i, j + 2)) ^ 2) 
   Next j 
Next i 
 
For i = 1 To m 
   For j = 1 To n + 1 
     xB(i, j) = (xA(i, j + 2) - xA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + xA(i, j + 1) 
     yB(i, j) = (yA(i, j + 2) - yA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + yA(i, j + 1) 
     zB(i, j) = (zA(i, j + 2) - zA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + zA(i, j + 1) 
     xC(i, j) = (xA(i, j) - xA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + xA(i, j + 1) 
     yC(i, j) = (yA(i, j) - yA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + yA(i, j + 1) 
     zC(i, j) = (zA(i, j) - zA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + zA(i, j + 1) 
   Next j 
Next i 
 
Dim NumMasU, NumMasV 
NumMasU = 1 
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For u = 0 To 1 Step StU 
NumMasV = 1 
For v = 0 To 1 Step StV 
     
For i = 1 To m 
  For j = 2 To n + 1 
      xN(i, j, NumMasU, NumMasV) = xA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * xB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * xC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + xA(i, j + 1) * u ^ 3 
      yN(i, j, NumMasU, NumMasV) = yA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * yB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * yC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + yA(i, j + 1) * u ^ 3 
      zN(i, j, NumMasU, NumMasV) = zA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * zB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * zC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + zA(i, j + 1) * u ^ 3 
  Next j 
Next i 
 
For i = 2 To m - 1 
   For j = 2 To n + 1 
     N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i, j, NumMa-
sU, NumMasV)) ^ 2) 
     N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i, j, NumMa-
sU, NumMasV)) ^ 2) 
     N1N3(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i - 
1, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2) 
   Next j 
Next i 
 
For i = 2 To m - 1 
 For j = 2 To n + 1 
   xP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - xN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + xN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   yP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + yN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   zP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + zN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
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   xQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - xN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + xN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   yQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (yN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + yN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   zQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (zN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + zN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
 Next j 
Next i 
 
For j = 2 To n + 1 
   xM(1, j, NumMasU, NumMasV) = xN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 2 + 2 * 
xQ(2, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + xN(2, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 2 
   yM(1, j, NumMasU, NumMasV) = yN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 2 + 2 * 
yQ(2, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + yN(2, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 2 
   zM(1, j, NumMasU, NumMasV) = zN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 2 + 2 * 
zQ(2, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + zN(2, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 2 
   xM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = xN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) 
^ 2 + 2 * xP(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + xN(m, j, NumMasU, 
NumMasV) * v ^ 2 
   yM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = yN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) 
^ 2 + 2 * yP(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + yN(m, j, NumMasU, 
NumMasV) * v ^ 2 
   zM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = zN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 
2 + 2 * zP(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) + zN(m, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 
Next j 
 
For i = 2 To m - 2 
  For j = 2 To n + 1 
     xM(i, j, NumMasU, NumMasV) = xN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
xP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * xQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
     yM(i, j, NumMasU, NumMasV) = yN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
yP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * yQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
     zM(i, j, NumMasU, NumMasV) = zN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
zP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * zQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
  Next j 
Next i 
 
NumMasV = NumMasV + 1 
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Next v 
NumMasU = NumMasU + 1 
Next u 
 
For i = 1 To m - 1 
  For j = 2 To n + 1 
  For NumMasU = 1 To VstU - 1 
  For NumMasV = 1 To VstV - 1 
   
        Point1(0) = xM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
        Point1(1) = yM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
        Point1(2) = zM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
         
        Point2(0) = xM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
        Point2(1) = yM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
        Point2(2) = zM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
         
        Point3(0) = xM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
        Point3(1) = yM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
        Point3(2) = zM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
         
        Point4(0) = xM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
        Point4(1) = yM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
        Point4(2) = zM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
         
        Set faceObj = ThisDrawing.ModelSpace.Add3DFace(Point1, Point2, Point3, 
Point4) 
        ZoomAll 
    Next NumMasV 
    Next NumMasU 
Next j 
 
        Set faceObj = ThisDrawing.ModelSpace.Add3DFace(Point1, Point2, Point3, 
Point4) 
 
Next i 
ZoomAll 
End Sub 
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Приложение Г 

Листинг программы для компьютерного моделирования поверхности сталь-

ного ВЦР № 94 с учётом местных несовершенств сферической формы 
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Sub PlotCyl() 

 r = 12340 / 2 
 h = 8940   
 h0 = 0.17 
 f = 38 
 l = 1200 

  PI = 4 * Math.Atn(1) 
 r1 = (f ^ 2 + (l / 2) ^ 2) / (2 * f) 
 l1 = r + (r1 ^ 2 - (l / 2) ^ 2) ^ 0.5 
 b = (4 * r ^ 2 - ((r ^ 2 + l1 ^ 2 - r1 ^ 2) ^ 2) / (l1 ^ 2)) ^ 0.5 

 mm = Round(2 * h0 * h / l)  
k = Round(2 * h / l) 
 h1 = k * l / 2 

 Fi = Atn((b / (2 * r)) / Sqr(1 - (b / (2 * r)) ^ 2)) 
 n = Round(2 * PI / Fi)   
 m = k + 1 

  MsgBox n 

 StU = 1 / 30 
 StV = 1 / 30 
VstU = Round(1 / StU) + 1 
VstV = Round(1 / StV) + 1 

Dim Point1(0 To 2) As Double 
Dim Point2(0 To 2) As Double 
Dim Point3(0 To 2) As Double 
Dim Point4(0 To 2) As Double 
Dim ent As AcadEntity 
Dim NumMasU, NumMasV 

 Dim Delta() As Variant 
 Dim xA() As Variant 
 Dim yA() As Variant 
 Dim zA() As Variant 
 Dim xB() As Variant 
 Dim yB() As Variant 
 Dim zB() As Variant 
 Dim xC() As Variant 
 Dim yC() As Variant 
 Dim zC() As Variant 
 Dim xN() As Variant 
 Dim yN() As Variant 
 Dim zN() As Variant 
 Dim xP() As Variant 
 Dim yP() As Variant 
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 Dim zP() As Variant 
 Dim xQ() As Variant 
 Dim yQ() As Variant 
 Dim zQ() As Variant 
 Dim xM() As Variant 
 Dim yM() As Variant 
 Dim zM() As Variant 

  Dim A1A2() As Variant 

 Dim A1A3() As Variant 
 Dim A2A3() As Variant 
 Dim N1N2() As Variant 
 Dim N1N3() As Variant 
 Dim N2N3() As Variant 
 Dim location(0 To 2) As Double 

  ReDim Delta(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim xA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim yA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim zA(1 To m, 1 To n + 3) 
 ReDim xB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim yB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim zB(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim xC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim yC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim zC(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim xN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zN(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zP(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zQ(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim xM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim yM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim zM(1 To m, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 

  ReDim A1A2(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim A1A3(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim A2A3(1 To m, 1 To n + 1) 
 ReDim N1N2(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim N1N3(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 
 ReDim N2N3(2 To m - 1, 2 To n + 1, 1 To VstU, 1 To VstV) 

 For Each ent In ThisDrawing.ModelSpace 
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 ent.Delete 
 Next 

    For j = 1 To n + 3 
    xA(mm - 1, j) = (r) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(mm - 1, j) = (r) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(mm - 1, j) = h * h0 - l / 2 
   Next j 

   For j = 1 To 5 
    xA(mm, j) = (r) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(mm, j) = (r) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(mm, j) = h * h0 
   Next j 

    xA(mm, 6) = (r - f) * Cos((10 * PI) / n) 
    yA(mm, 6) = (r - f) * Sin((10 * PI) / n) 
    zA(mm, 6) = h * h0 

   For j = 7 To n + 3 
    xA(mm, j) = (r) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(mm, j) = (r) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(mm, j) = h * h0 
   Next j 

    For j = 1 To n + 3 
    xA(mm + 1, j) = (r) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(mm + 1, j) = (r) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(mm + 1, j) = h * h0 + l / 2 
   Next j 

 For i = mm + 2 To m 
   For j = 1 To n + 3 
    xA(i, j) = (r) * Cos((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    yA(i, j) = (r) * Sin((2 * (j - 1) * PI) / n) 
    zA(i, j) = ((i - 1) * h1) / k 
   Next j 
 Next i 

 For i = 2 To m 
   For j = 1 To n + 1 
    A1A2(i, j) = Sqr((xA(i, j) - xA(i, j + 1)) ^ 2 + (yA(i, j) - yA(i, j + 1)) ^ 2 + (zA(i, j) - 
zA(i, j + 1)) ^ 2) 
    A1A3(i, j) = Sqr((xA(i, j) - xA(i, j + 2)) ^ 2 + (yA(i, j) - yA(i, j + 2)) ^ 2 + (zA(i, j) - 
zA(i, j + 2)) ^ 2) 
    A2A3(i, j) = Sqr((xA(i, j + 1) - xA(i, j + 2)) ̂  2 + (yA(i, j + 1) - yA(i, j + 2)) ^ 2 + 
(zA(i, j + 1) - zA(i, j + 2)) ^ 2) 
   Next j 
Next i 
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For i = 2 To m 
   For j = 1 To n + 1 
     xB(i, j) = (xA(i, j + 2) - xA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + xA(i, j + 1) 
     yB(i, j) = (yA(i, j + 2) - yA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + yA(i, j + 1) 
     zB(i, j) = (zA(i, j + 2) - zA(i, j)) * A2A3(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + zA(i, j + 1) 
     xC(i, j) = (xA(i, j) - xA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + xA(i, j + 1) 
     yC(i, j) = (yA(i, j) - yA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + yA(i, j + 1) 
     zC(i, j) = (zA(i, j) - zA(i, j + 2)) * A1A2(i, j) / (PI * A1A3(i, j)) + zA(i, j + 1) 
   Next j 
Next i 

NumMasU = 1 
For u = 0 To 1 Step StU 
NumMasV = 1 
For v = 0 To 1 Step StV 

For j = 2 To n + 1 
    xN(1, j, NumMasU, NumMasV) = r * Cos(2 * (u + j - 1) * PI / n) 
    yN(1, j, NumMasU, NumMasV) = r * Sin(2 * (u + j - 1) * PI / n) 
    zN(1, j, NumMasU, NumMasV) = 0 
Next j 

For i = 2 To m 
  For j = 2 To n + 1 
      xN(i, j, NumMasU, NumMasV) = xA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * xB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * xC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + xA(i, j + 1) * u ^ 3 
      yN(i, j, NumMasU, NumMasV) = yA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * yB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * yC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + yA(i, j + 1) * u ^ 3 
      zN(i, j, NumMasU, NumMasV) = zA(i, j) * (1 - u) ^ 3 + 3 * zB(i, j - 1) * (1 - u) ^ 2 
* u + 3 * zC(i, j) * u ^ 2 * (1 - u) + zA(i, j + 1) * u ^ 3 
  Next j 
Next i 

For i = 2 To m - 1 
   For j = 2 To n + 1 
     N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i, j, NumMa-
sU, NumMasV)) ^ 2) 
     N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i, j, NumMa-
sU, NumMasV)) ^ 2) 
     N1N3(i, j, NumMasU, NumMasV) = Sqr((xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - 
xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i - 
1, j, NumMasU, NumMasV)) ^ 2 + (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) ^ 2) 
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   Next j 
Next i 

For i = 2 To m - 1 
 For j = 2 To n + 1 
   xP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - xN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + xN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   yP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + yN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   zP(i, j, NumMasU, NumMasV) = (zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i - 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N2N3(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + zN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   xQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (xN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - xN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + xN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   yQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (yN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - yN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + yN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
   zQ(i, j, NumMasU, NumMasV) = (zN(i - 1, j, NumMasU, NumMasV) - zN(i + 1, j, 
NumMasU, NumMasV)) * N1N2(i, j, NumMasU, NumMasV) / (2 * N1N3(i, j, Num-
MasU, NumMasV)) + zN(i, j, NumMasU, NumMasV) 
 Next j 
Next i 

For j = 2 To n + 1 
   xM(1, j, NumMasU, NumMasV) = xN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) + xN(2, 
j, NumMasU, NumMasV) * v 
   yM(1, j, NumMasU, NumMasV) = yN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) + yN(2, 
j, NumMasU, NumMasV) * v 
   zM(1, j, NumMasU, NumMasV) = zN(1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) + zN(2, 
j, NumMasU, NumMasV) * v 
   xM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = xN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) 
+ xN(m, j, NumMasU, NumMasV) * v 
   yM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = yN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) 
+ yN(m, j, NumMasU, NumMasV) * v 
   zM(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) = zN(m - 1, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) 
+ zN(m, j, NumMasU, NumMasV) * v 
Next j 

For i = 2 To m - 2 
  For j = 2 To n + 1 
     xM(i, j, NumMasU, NumMasV) = xN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
xP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * xQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + xN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
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     yM(i, j, NumMasU, NumMasV) = yN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
yP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * yQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + yN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
     zM(i, j, NumMasU, NumMasV) = zN(i, j, NumMasU, NumMasV) * (1 - v) ^ 3 + 3 * 
zP(i, j, NumMasU, NumMasV) * v * (1 - v) ^ 2 + 3 * zQ(i + 1, j, NumMasU, Num-
MasV) * v ^ 2 * (1 - v) + zN(i + 1, j, NumMasU, NumMasV) * v ^ 3 
  Next j 
Next i 

NumMasV = NumMasV + 1 
Next v 
NumMasU = NumMasU + 1 
Next u 

For i = 1 To m - 1 
  For j = 2 To n + 1 
  For NumMasU = 1 To VstU - 1 
  For NumMasV = 1 To VstV - 1 

        Point1(0) = xM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
        Point1(1) = yM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
        Point1(2) = zM(i, j, NumMasU, NumMasV) 
        Point2(0) = xM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
        Point2(1) = yM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
        Point2(2) = zM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV) 
        Point3(0) = xM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
        Point3(1) = yM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
        Point3(2) = zM(i, j, NumMasU + 1, NumMasV + 1) 
        Point4(0) = xM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
        Point4(1) = yM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
        Point4(2) = zM(i, j, NumMasU, NumMasV + 1) 
        Set faceObj = ThisDrawing.ModelSpace.Add3DFace(Point1, Point2, Point3, 
Point4) 
        ZoomAll 
    Next NumMasV 
    Next NumMasU 
Next j 
        Set faceObj = ThisDrawing.ModelSpace.Add3DFace(Point1, Point2, Point3, 
Point4) 
Next i 
ZoomAll 
End Sub 


