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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы. Важной составляющей современных исследований в 

любой отрасли науки и техники является экспериментально-статистическое прое-

ктирование составов, обработка и аналитическое описание, полученного в резуль-

тате эксперимента массива данных. Особенно это актуально для исследования 

свойств многокомпонентных систем, к которым относятся искусственные компо-

зиционные строительные материалы (КСМ), для которых важной задачей являет-

ся определение оптимального состава КСМ с целью получения проектируемых 

физико-механических свойств. Но перед проведением оптимизации состава КСМ 

необходимо удостовериться в адекватности полученных аналитических зависимо-

стей. При исследовании свойств строительных композиционных материалов и оп-

тимизации их состава в настоящее время у отечественных и зарубежных учёных 

широко используется экспериментально-статистическое моделирование, в кото-

ром используется лишь геометрическая интерпретация оптимальных областей со-

ставов и параметров технологических режимов. С другой стороны, если некото-

рому процессу или явлению поставить в соответствие геометрический объект, ко-

торый получен на основе имеющегося экспериментального массива данных, мож-

но получать результаты гораздо более высокого качества, чем те которые получе-

ны другими способами математического и компьютерного моделирования. 

Степень разработанности темы. Известно, что полученная математическая 

модель оптимизируемого КСМ исчерпывающе полной быть не может. Она всегда 

ограничена и должна соответствовать исключительно целям моделирования, от-

ражая ровно столько свойств исходного объекта, с проектируемым составом и 

структурой сколько необходимо для данного конкретного исследования. Поэтому 

при оценке эффективности моделирования всегда встаёт вопрос об адекватности 

полученных моделей. Для оценки адекватности моделей, полученных на основе 

методов математической статистики, используются соответствующие критерии 

адекватности, которые показывают, насколько полученная математическая мо-

дель отличается от значений экспериментальных данных. При большом массиве 
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экспериментальных данных, когда геометрически имеется облако точек, такой 

подход оправдан, поскольку позволяет оценить характер протекания процесса, но 

при небольшом количестве экспериментальных данных он даёт значительную по-

грешность. С другой стороны, методами геометрического моделирования, можно 

создавать геометрические объекты с проектируемыми свойствами. Геометрически 

это значит, что объект должен проходить через множество точек, каждая из кото-

рых соответствует своей ячейке из полученного экспериментальным путём мас-

сива данных. Преимуществом такого подхода является полное отсутствие откло-

нений от исходных данных, поскольку это условие закладывается изначально в 

свойства геометрического объекта уже на стадии его формирования. 

Другим недостатком современных математических моделей, которые ис-

пользуются для исследования физико-механических свойств композиционных ма-

териалов при оптимизации состава и структуры КСМ, является сложность одно-

временного учета всех факторов, которые влияют на процессы взаимодействия 

компонентов. Как правило, на практике используют зависимость необходимых 

физико-механических свойств композиционных материалов от одного фактора с 

помощью графика функции и от двух факторов, которые представлены в виде но-

мограмм с изолиниями, или в виде отсека поверхности. Если необходимо проана-

лизировать математическую зависимость от нескольких факторов, то избыточные 

факторы фиксируются, и строится математическая зависимость от одного или 

двух факторов, затем выбираются оставшиеся факторы и весь этот процесс повто-

ряется. То есть, все необходимые физико-механические свойства композиционно-

го материала исследуются по очереди. В некоторых случаях, исследуемые по оче-

реди факторы, представляются в виде диаграмм, с последующим наложением 

диаграмм друг на друга для определения оптимальной области решения задачи. 

Метод действительно достаточно эффективный, но, с точки зрения начертатель-

ной геометрии, при фиксации ряда параметров мы имеем дело с проекцией, кото-

рая подобна оригиналу, но всегда от него отличается. Другими словами, такой 

подход не включает в себя инвариантные свойства параллельного проецирования, 

что ведёт к искажению формы его диаграммы. При совмещении диаграмм имеет 
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место накопление ошибки, поскольку каждая отдельная диаграмма несет в себе 

какую-то часть погрешности, связанной с проецированием. Такой метод не позво-

ляет точно оценить одновременное влияние всех факторов и, прежде всего, их 

взаимодействие, а также геометрическую область оптимального состояния опти-

мизируемой системы на физико-механические свойства исследуемого компози-

ционного материала. 

Исходя из этого, можно сделать вывод о необходимости дальнейших иссле-

дований и разработки новых эффективных способов моделирования зависимости 

физико-механических свойств композиционных материалов от состава, который 

позволяет учитывать одновременное влияние всех необходимых факторов на ка-

чество КСМ. 

Теоретической базой для данных исследований стали работы ведущих науч-

ных школ под руководством: 

- в области геометрического моделирования процессов и явлений: Верещаги 

В.М. [1], Вертинской Н.Д. [2,3,134], Гумен Н.С. [4], Найдыша А.В. [5], Подгорно-

го А.Л. [6] и др.; 

- в  области  БН-исчисления:  Балюбы  И.Г. [7,8-54],  Бездитного  А.А. [55],   

Верещаги В.М [8,19,48,50,56,57], Горягина Б.Ф. [7,11,47,51-54,58-61], Давыденко 

И.П. [41,47,49,62-64], Конопацкого Е.В. [1,44-46,57,60,60,65,67-74], Кучеренко 

В.В. [76], Малютиной Т.П. [7,10,12-15,35,36,39,51,52,77], Найдыша А.В. [5,50, 

54,57,75,78-81], Найдыша В.М. [24-26,48,82], Полищука В.И. [7,10,44,46,51,54, 

73,74], Скидана И.А. [83] и др.; 

- в области исследования физико-механических свойств КСМ: Братчуна В.И. 

[84-88,89], Зайченко Н.М. [90,91], Королева И.В. [92,93], Матвиенко В.А. [94,139], 

Соколова Б.Ф. [95], Фролова А.Ф. [96], Ефремова А.Н. [97],  Золотарева В.А. [97-

101]  и др. 

- в области экспериментально-статистического моделирования физико-

механических свойств КСМ: Баженова Ю.М. [102], Вознесенского В.А. [103,104], 

Дворкина Л.И. [105,106,115], Дворкина О.Л. [105,106,115], Коваля С.В. [103,137], 
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Ляшенко Т.В. [102,104,135], Носова В.П. [136], Кровякова С.А. [107], Смирнова 

В.А. [108] и др. 

Экспериментальной базой для проведения исследований стали диссертаци-

онные работы: Самойловой Е.Э. [109], Рыбалко И.Ф. [110], Ходуна В.Н. [111], 

Мартыновой В.Б. [112], Толчина С.М. [94,113] и Аль-Шамси Халед Али Саида 

[114]. 

Связь работы с научными программами, планами, темами. Работа вы-

полнена по плану научно-исследовательских работ Донбасской национальной 

академии строительства и архитектуры Д-2-04-13 «Новые композиционные мате-

риалы для промышленного и дорожного строительства, которые отличаются по-

вышенной долговечностью, пониженной ресурсоемкостью и энергоемкостью 

производства», номер государственной регистрации 0113U001920 (заказчик Ми-

нистерство образования и науки Украины) (2013 - 2014 гг.) и К-2-09-11 «Создание 

графического и вычислительного аппарата для моделирования топографических 

линий и поверхностей и их взаимного положения в рамках специализации «зем-

леустройство», номер государственной регистрации 0111U0081760 (2011 - 2015 

гг.). 

Целью исследования является разработка метода геометрического модели-

рования и аналитического описания физико-механических свойств композицион-

ных строительных материалов в зависимости от их состава в БН-исчислении. 

Задачи исследования:  

– выполнить анализ существующих способов моделирования оптимальных 

составов и аналитического описания физико-механических свойств композицион-

ных строительных материалов; 

– разработать и исследовать в БН-исчислении способы аналитического опре-

деления дуг алгебраических кривых, проходящих через наперёд заданные точки, 

применительно к многокомпонентным КСМ; 

– разработать в БН-исчислении способ использования полученных дуг алгеб-

раических кривых для моделирования многопараметрических процессов как гео-
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метрических объектов многомерного пространства методом подвижного сим-

плекса конструктивно-функциональных КСМ; 

– разработать геометрические модели физико-механических свойств компо-

зиционных строительных материалов в зависимости от составов КСМ; 

– разработать способ математической оптимизации состава композиционных 

строительных материалов на примере оптимизации состава многокомпонентного 

заполнителя из отходов промышленности для получения проектируемых свойств 

мелкозернистого бетона; 

– внедрить результаты исследований проектирования оптимальных концен-

трационных соотношений в технологию производства многокомпонентных эф-

фективных КСМ для строительства зданий и сооружений, а также в учебный про-

цесс Донбасской национальной академии строительства и архитектуры, при под-

готовке бакалавров по направлению 08.03.01 «Строительство» в дисциплинах 

«Физико-химическая механика строительных материалов», «Инженерная графи-

ка» и аспирантов по направлению подготовки 09.06.01 «Информатика и вычисли-

тельная техника» по дисциплине «Геометрическое моделирование процессов и 

явлений». 

Объектом исследования является геометрическое моделирование сложных 

расчетных зависимостей факторов варьирования, влияющих на физико-

механические свойства композиционных строительных материалов. 

Предметом исследования являются оптимизированные многокомпонентные 

КСМ, как геометрические модели многофакторных сложных зависимостей пере-

менных параметров в БН-исчислении. 

Научная новизна полученных результатов: 

– впервые предложен метод конструирования дуг кривых, проходящих через 

наперёд заданные точки, на основе полиномов Бернштейна; 

– разработан в БН-исчислении метод конструирования геометрических объ-

ектов многомерного пространства, как упорядоченного множества точек методом 

подвижного симплекса для геометрического моделирования многопараметриче-

ских процессов и явлений; 



 10 

– впервые предложен метод геометрического моделирования многокомпо-

нентных систем, для реализации которого разработан способ формирования план-

матрицы при проведении нового эксперимента и адаптации матрицы-

планирования для существующих экспериментальных данных экспериментально-

статистического моделирования КСМ оптимальных составов; 

– впервые получена и оптимизирована геометрическая модель, описывающая 

влияние состава многокомпонентного заполнителя из техногенного сырья на фи-

зико-механические свойства мелкозернистого цементного бетона; 

– впервые с помощью БН-исчисления получен комплекс геометрических и 

компьютерных моделей физико-механических свойств комплексно-

модифицированного дегтеполимербетона в зависимости от состава матрицы 

КСМ. 

Практическая и теоретическая значимость полученных результатов. 

Изложенные в диссертационной работе результаты позволили создать и внедрить 

в практику геометрические модели многопараметрических явлений и процессов, 

представленных в виде геометрических объектов многомерного пространства, что 

имеет большое значение при проектировании состава и исследовании физико-

механических свойств многокомпонентных композиционных строительных мате-

риалов. Результаты работы внедрены в учебном процессе Донбасской националь-

ной академии строительства и архитектуры, а также в ООО ГАК «Автомобильные 

дороги Украины». 

Методы исследования. Поставленные в работе задачи решаются на основе 

математического аппарата моделирования явлений и процессов – БН-исчисления. 

Также используются методы начертательной, аналитической, синтетической, про-

ективной и аффинной геометрии; компьютерные методы расчета и изображения 

геометрических форм с помощью программного пакета Maple. 

На защиту выносятся: 

– способ конструирования геометрических объектов, проходящих через на-

перед заданные точки, в БН-исчислении, как упорядоченного множества точек 

методом подвижного симплекса; 
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– способ геометрического и компьютерного моделирования многофакторных 

процессов и явлений, как геометрических объектов многомерного пространства, 

реализованный в БН-исчислении; 

– комплекс геометрических и компьютерных моделей физико-механических 

свойств дегтебетона в зависимости от состава комплексно-модифицированной 

матрицы дегтеполимербетона для устройства долговечных покрытий нежестких 

дорожных одежд автомобильных дорог; 

– оптимизирована геометрическая и компьютерная модель зависимости фи-

зико-механических свойств мелкозернистого цементного бетона от состава мно-

гокомпонентного заполнителя из техногенного сырья. 

Достоверность и обоснованность результатов подтверждается соответстви-

ем результатов экспериментальных данных теоретическим, структурным превра-

щением в оптимизируемых системах, аналитическими преобразованиями, а также 

построенными с помощью программного пакета Мaple изображениями результа-

тов исследований. 

Личный вклад соискателя. В статьях, опубликованных в соавторстве, вклад 

соавторов ограничивался постановкой задач и контролем достоверности получен-

ных результатов. Проведение исследований, получение аналитических и компью-

терно-графических результатов осуществлено лично автором диссертации.  

Апробация результатов диссертации. Основные положения диссертацион-

ной работы докладывались и обсуждались на: VI международной научной конфе-

ренции студентов, аспирантов и молодых ученых Донбасской национальной ака-

демии строительства и архитектуры (г. Макеевка, 2007 г.); ХХХІХ Всеукраинской 

студенческой научно-технической конференции «Научно-технические достиже-

ния студентов - строительно-архитектурной отрасли Украины» Донбасской на-

циональной академии строительства и архитектуры (г. Макеевка, 2013 г.); XV и 

XVІ международной научно-практической конференции «Современные проблемы 

геометрического моделирования» (г. Мелитополь, 2013, 2014 гг.); IX, X Крым-

ской международной научно-практической конференции «Геометрическое и ком-

пьютерное моделирование: энергоснабжение, экология, дизайн» (г. Симферополь, 
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2012, 2013 гг.); II международной научно-практической конференции студентов, 

аспирантов и молодых ученых «Прикладная геометрия, дизайн и объекты интел-

лектуальной собственности» (г. Киев, 2013 г.); международной научно-

практической конференции «Вопросы образования и науки в XXI веке» (г. Там-

бов, 2013 г.); международной научно-практической Интернет-конференции «На-

учные исследования и их практическое применение. Современное состояние и пу-

ти развития `2013» (г. Одесса, 2013 г.); XVIII юбилейной международной научно-

практической конференции «Научные итоги: достижения, проекты, гипотезы» 

(г.Минеральные Воды, 2013 г.); XIII Международной конференции молодых уче-

ных, аспирантов, студентов «Здания и конструкции с применением новых мате-

риалов и технологий» (г. Макеевка, 2014 г.); XV Международной конференции по 

математическому моделированию, посвящённая 160-летию со дня рождения Анри 

Пуанкаре (г. Херсон, 2014 г.), Всеукраинской научно-методической конференции  

«Исследование возможностей использования инновационных технологий в науч-

ной работе по прикладной геометрии в учебном процессе кафедр вузов, которые 

занимаются графической подготовкой студентов» (г. Луцк, 2015 г.), Международ-

ной конференции «Здания и сооружения с применением новых материалов и тех-

нологий» направление: «Высококачественные бетоны: материалы, конструкции, 

технологии» (г. Макеевка, ДонНАСА, 2015 г.). 

Публикации. По результатам исследований опубликовано 20 печатных ста-

тей, в том числе 10 из них опубликованы в изданиях, входящих в перечень спе-

циализированных научных изданий, утвержденных МОН Украины; 2 - в издани-

ях, включенных в международные наукометрические базы; 6 публикаций – в ма-

териалах и тезисах конференций; 8 статей – без соавторов. Общий объем публи-

каций 8,4 п.л., из которых 5,4 п.л. принадлежат лично автору. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, пяти разде-

лов, выводов и списка использованной литературы из 143 наименований на  19 

страницах, трех приложений, содержит 165 страниц, в том числе 130 страниц ос-

новного текста, 33 рисунка, 10 таблиц. 
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РАЗДЕЛ 1 

 

СОСТОЯНИЕ ВОПРОСА И ВЫБОР МЕТОДА ИССЛЕДОВАНИЙ 

 

1.1  Существующие методы моделирования явлений и процессов, которые 

используются для математического описания и оптимизации составов 

композиционных строительных материалов 

 

С давних времен человечество пыталось описывать процессы и явления жи-

вой природы с помощью аналитических зависимостей. Таким образом, было от-

крыто много физических законов. С развитием технологических процессов поя-

вилась необходимость аналитического описания не только природных явлений и 

процессов, но и искусственных. Позже научное сообщество начало исследовать 

объекты познания на моделях с целью получения объяснений явлений и процес-

сов, описания свойств, а также для предсказания поведения явлений и процессов, 

которые интересуют исследователя. В настоящее время понятие модели является 

многозначимым и зависит от многих факторов. В настоящее время по технологии 

моделирования и области применения выделяют следующие основные виды мо-

делирования: информационное, компьютерное, математическое, математическое 

моделирование социально-исторических процессов, математико-

картографическое, молекулярное, цифровое, логическое, педагогическое, психо-

логическое, статистическое, структурное, физическое, экономико-

математическое, имитационное, эволюционное, графическое и геометрическое, 

натурное, метамоделирование. 

Не исключением является и исследование физико-механических свойств бе-

тонов в зависимости от состава композиционного материала [84-88, 97-101, 92,93, 

95,96,109,110,111]. Проанализировав ряд диссертационных работ [110,109. 111], 

связанных с оптимизацией состава композиционных строительных материалов 

(КСМ) с использованием неорганических и органических веществ, в диссертаци-

онной работе установлено, что во всех проанализированных работах была исполь-
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зована матрица планирования эксперимента для дальнейшего исследования 

свойств бетона с помощью экспериментально-статистических моделей, получен-

ных на основе регрессионного анализа. Но такие экспериментально-

статистические модели, несмотря на соответствие требуемым критериям адекват-

ности, всё же дают значительную погрешность параметров оптимизации составов 

КСМ. 

Достоинства и недостатки математических моделей на основе регрессионно-

го анализа в литературе представлены в виде сравнения методов регрессионного 

анализа с другими статистическими методами и методами планирования экспе-

римента. К достоинствам регрессионного анализа можно отнести: 

- простоту, гибкость и единообразие анализа и проектирования; 

- прозрачность моделирования, то есть доступность для анализа всех проме-

жуточных вычислений; 

- регрессионный анализ является достаточно эффективным с точки зрения 

математической статистики и удобным для экспериментатора методом, позво-

ляющим представить в компактной форме всю информацию о процессе, получен-

ную из экспериментов; 

- регрессионный анализ широко применяется в производственных условиях, 

так как при его использовании информацию о свойствах объекта получают без 

нарушений параметров технологического процесса. 

Несмотря на эти преимущества метод регрессионного анализа имеет и доста-

точно существенные недостатки. Основными недостатками математических мо-

делей, полученных с помощью классического регрессионного анализа, является 

корреляция между коэффициентами уравнения регрессии и трудности при оценке 

ошибки расчетного значения параметра оптимизации. Еще одним из недостатков 

классического регрессионного анализа, в основу которого положен метод наи-

меньших квадратов, является недостаточная устойчивость к изменениям исход-

ной информации. Недостатком линейных регрессионных моделей является низкая 

адаптивность, а нелинейных - сложность определения вида функциональной зави-

симости и трудоемкость определения параметров модели. Так, в идеальной рег-
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рессионной модели независимые переменные не коррелируют друг с другом. Од-

нако сильная коррелируемость переменных является довольно частым явлением. 

Это приводит к увеличению ошибок уравнения, уменьшению точности оценива-

ния, снижается эффективность использования регрессионной модели. Поэтому 

выбор независимых переменных, включаемых в регрессионную модель, должен 

быть очень тщательным.  

Вообще, любой метод моделирования имеет свои преимущества и недостат-

ки. На наш взгляд, большое значение имеет цесообразность применения того или 

иного метода для решения конкретной практической задачи. Например, при 

большом количестве экспериментальных данных, когда имеет место хаотическое 

облако точек, регрессионный анализ даёт очень хорошие результаты, что и было 

наглядно продемонстрировано в работах профессора Вознесенского В.А. [102-

104] и его учеников [107], а также в работах профессоров Дворкина Л.И. и Двор-

кина О.Л. [105,106,115] и их учеников, профессора Ляшенко Т.В. [103,104,135]. 

Предложенные ими методы планирования эксперимента и экспериментально-

статистические модели, полученные на их основе, позволяют не только отсеять 

ошибочную информацию, полученную в результате экперимента, но и отследить 

основную тенденцию протекания процесса и изменения физико-механических 

свойств строительных материалов в зависимости от изменения значений факторов 

варьирования эксперимента. 

Также заслуживает внимания способ наложения диаграмм критериев опти-

мизации составов, который встречается в работах многих учёных одесской школы 

профессора Вознесенского В.А. [102-107, 115, 135, 137]. В данном случае имеет 

место поэтапная фиксация факторов варьирования с последующим наложением 

диаграмм друг на друга для опредеделния оптимальной области решения задачи. 

Метод действительно достаточно эффективный, но, с точки зрения начертатель-

ной геометрии, при фиксации ряда параметров мы имеем дело с проекцией, кото-

рая подобна оригиналу, но всегда от него отличается. Другими словами, такой 

подход не включает в себя инвариантные свойства параллельного проецирования, 

что ведёт к искажению формы его диаграммы. При совмещении диаграмм имеет 
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место накопление ошибки, поскольку каждая отдельная диаграмма несет в себе 

какую-то часть погрешности, связанной с проецированием.  

При небольшом количестве экспериментальных данных использование экс-

приментано-статистического моделирования не является целесообразным, по-

скольку для применения методов математической статистики необходим именно 

большой массив статистического материала. При незначительном объёме экспе-

риментальных данных достоверность полученных результатов, даже при высоких 

значениях критериев адекватности, не гарантируются самими методами матема-

тической статистики. 

Так, в работе Ходуна В.Н. [111] рассмотрено теоретическое и эксперимен-

тальное обоснование получения прочного дорожного дегтебетона для строитель-

ства покрытий на основе установления закономерностей формирования ком-

плексно-модифицированной микроструктуры дегтебетона, представленной дьог-

теполивинилхлоридним вяжущим (ДПВ) и минеральным порошком, поверхность 

которого активирована олигомером, содержащим функциональные группы кар-

бамидо-формальдегидная смола (КФ-МТ), полимерсодержащие отходы производ-

ства эпоксидных смол (ПОЭС), эпоксидные смолы ( ЭД). 

Для исследования полученных экспериментальных данных был выполнен 

регрессионный анализ на ПЭВМ по программе, написанной языком MathCAD с 

использованием пакета SURFER for Windows и получены следующие уравнения 

регрессии в виде неполных полиномов второй степени: 

 1 1 2 3 1 2

3
3 1 2 1 3 3

, , 3,820 0,883 0,553

0,493 0,229 0,1792 0,5867 .

Y x x x x x

x x x x x x

   

   
 (1.1) 

Коэффициент корреляции 0,812С  . 

  2
2 1 2 3 1 2 3 3, , 1,22 0,26 0,14 0,17 0,21 .Y x x x x x x x      (1.2) 

Коэффициент корреляции 0,987С  . 

 3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 2 3
2 3 1 3 1 2 3

, , 8,982 1,738 1,013 0,920 0,287

0,254 0,346 1,228 0,522 0,778 .

Y x x x x x x x x

x x x x x x x

     

    
 (1.3) 
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Коэффициент корреляции 0,906С  , где 1 2 3, ,Y Y Y  - параметры оптимизации – 

предел прочности при сжатии соответственно при 20°С (R20 – не менее 2,5 МПа), 

при 50°С (R50 – не менее 1,2 МПа), при 0°С (R0 – не более 12 МПа); 1 2 3, ,x x x  - фак-

торы варьирования: 1x  - вязкость дегтя, 2x  - массовая концентрация поливинил-

хлорида в органическом вяжущем, 3x  - массовая концентрация, например, КФ-МТ 

на поверхности минерального порошка. 

Как показано в [111], уравнение регрессии (1.1–1.3) проверены на адекват-

ность и удовлетворяют критериям Фишера (дисперсия адекватности равна 0,018; 

коэффициент вариации равен 2,82; корреляционное соотношение от 0,802 до 

0,987). Но подставив исходные значения 1 2 3, ,x x x  и сравнив их с исходными дан-

ными значений 1 2 3, ,Y Y Y  нами были установлены значительные отклонения от ис-

ходных данных, приведенных в [111]. Результаты анализа эффективности исполь-

зования регрессионного анализа для математического описания зависимости фи-

зико-механических свойств асфальтобетона от его состава приведены в таблице 

1.1. 

Таблица 1.1 - Анализ эффективности использования регрессионного анализа 

по сравнению с исходными данными 

№ 

п/п 
1Y  1Y  

Откло

нения, 

% 2Y  2Y  

От-

клоне-

ния, % 
3Y  3Y  

Откло

нения, 

% 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 7,1 9,96 28,7 3 4,30 30,3 0,9 1,34 33,0 

2 5,6 13,2 57,6 2,2 5,00 56,0 0,7 1,51 53,8 

3 5,8 10,00 42,0 2,4 4,06 40,9 0,8 1,26 36,7 

4 12 14,25 15,8 5,4 5,15 4,9 1,6 1,51 5,7 

5 9,2 10,30 10,7 3,8 4,25 10,5 1,3 1,30 0,3 

6 7,3 13,88 47,4 2,9 4,91 41,0 1 1,47 32,1 

7 8,7 13,52 35,7 3,8 5,20 27,0 1,2 1,55 22,8 
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 Продолжение таблицы 1.1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

8 4,9 9,30 47,3 1,8 3,98 54,8 1,5 1,26 18,9 

9 9,7 12,00 19,2 4,5 4,95 9,0 1,5 1,48 1,2 

10 5,3 11,70 54,7 2,7 4,75 43,2 0,95 1,44 34,1 

11 11 14,02 21,5 4,8 5,29 9,2 1,4 1,57 10,6 

12 7,5 10,29 27,1 3,1 4,41 29,7 1 1,36 26,3 

13 8,6 11,82 27,2 3,8 4,59 17,3 1,2 1,39 13,6 

14 7,3 11,32 35,5 2,9 4,66 37,8 0,9 1,43 37,0 

15 10 11,86 15,7 4 4,85 17,5 1,3 1,46 11,0 

В таблице: iY  − значение предела прочности при сжатии полученные во вре-

мя эксперимента, которые являются исходными данными для регрессионного 

анализа; iY  − значение предела прочности при сжатии полученные на основе 

уравнений регрессии. 

Как видно из таблицы 1.1, отклонения достигают почти 60%. Сравнив ре-

зультаты еще из диссертационных работ Самойловой Е.Э. [109], Рыбалко И.Ф. 

[110], Толчина С.М. [113] и Аль-Шамси Халед Али Саида [114]  получены анало-

гичные результаты, которые приведены в приложении Б. Отсюда можно сделать 

вывод, что полученные в этих работах регрессионные модели являются не доста-

точно стойкими по отношению к исходным данным. 

 

1.2 Обоснование выбора БН-исчисления в качестве математического аппа-

рата для геометрического моделирования композиционных строительных 

материалов 

 

Под моделью объекта понимается любой другой объект, отдельные свойства 

которого частично или полностью совпадают со свойствами исходного объекта. В 

данном случае нужно понимать, что полученная математическая модель исчерпы-

вающе полной быть не может. Она всегда ограничена и должна соответствовать 

исключительно целям моделирования, отражая ровно столько свойств исходного 
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объекта, сколько необходимо для данного конкретного исследования. Поэтому 

при оценке эффективности моделирования всегда встаёт вопрос об адекватности 

полученных моделей. Оценка адекватности модели оценивается по близости ре-

зультатов расчётов к экспериментальным данным. Для оценки адекватности мо-

делей, полученных на основе методов математической статистики, используются 

соответствующие критерии адекватности (например, критерий Фишера), которые 

показывают, насколько полученная математическая модель отличается от значе-

ний экспериментальных данных. Исходя из выше сказанного, можно сделать вы-

вод, что такие отклонения будут в любом случае в большей или меньшей степени. 

При большом массиве экспериментальных данных, когда геометрически имеется 

облако точек, такой подход оправдан, поскольку позволяет оценить характер про-

текания процесса, но при небольшом количестве экспериментальных данных он 

даёт достаточно большую погрешность. С другой стороны, методами геометриче-

ского моделирования, можно создавать геометрические объекты с наперед задан-

ными свойствами. Геометрически это значит, что объект должен проходить через 

множество точек, каждая из которых соответствует своей ячейке из полученного 

экспериментальным способом массива данных. Преимуществом такого подхода 

является полное отсутствие отклонений от исходных данных, поскольку это усло-

вие было заложено изначально в свойства геометрического объекта уже на стадии 

его формирования. 

Для геометрического моделирования явлений и процессов в работе был ис-

пользован новый математический аппарат – точечное исчисление Балюбы-

Найдыша (далее БН-исчисление) [7,8-54], особенностью которого является воз-

можность определения геометрических объектов в пространстве различной раз-

мерности, в отличии от других методов, которые определяют геометрический 

объект с помощью проекций. Эта особенность БН-исчисления обусловлена тем, 

что в качестве параметра используется простое отношение трех точек, которое 

является инвариантом параллельного проецирования. 

Основным элементом БН-исчисления есть точка, которая характеризуется 

рядом параметров. Количество параметров, которые определяют точку в про-
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странстве, зависит от размерности этого пространства. А любой геометрический 

объект является организованным множеством точек. Поэтому точечные уравне-

ния, которые определяют геометрический объект в пространстве, справедливы 

для пространства любой размерности. Эта особенность БН-исчисления дает воз-

можность представлять геометрические объекты в многомерном пространстве 

(имеется в виду аффинное многомерное пространство). Исходя из этого, можно 

сделать вывод, что геометрическая модель, представленная в БН-исчислении, по 

сути, является организованным множеством точек, которые зависят от несколь-

ких, связанных между собой, текущих параметров. 

Исходя из выше сказанного, можно выделить такие основные преимущества 

БН-исчисления, как аппарата геометрического моделирования: 

1. БН-исчисление выбирает основным элементом точку, которая характери-

зуется несколькими параметрами. Количество параметров напрямую зависит от 

размерности пространства, в котором рассматривается геометрический объект. 

Например, для трехмерного пространства количество параметров равняется трем. 

2. Точечные уравнения геометрических образов инвариантны относительно 

размерности пространства глобальной системы координат. То есть в качестве па-

раметров выбираются такие параметры, которые являются инвариантными отно-

сительно параллельного проецирования (например, простое отношение трех точек 

прямой). Поэтому точечные уравнения справедливы для пространства любой раз-

мерности. 

3. Точечное исчисление позволяет работать в локальном симплексе, а ре-

зультат получать в глобальном симплексе. Причем, переход от локального сим-

плекса к глобальному осуществляется автоматически. 

4. БН-исчисление позволяет использовать функционалы для определения 

геометрических объектов. Например, с помощью функционалов ( ) (1)
(0) (1)

f v f
f f




 и 

( ) (0)
(1) (0)
v 

 



 можно определить дугу кривой AD : 
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( ) (1) ( ) (0)( ) ( ) ,
(0) (1) (1) (0)AD

f v f vM A C D C C
f f

 
 

 
    

 
 (1.4) 

В данном случае дуга  кривой AD  определяется двумя произвольными функ-

циями ( )f v  и ( )v , которые определены при 0 1v   в симплексе CAD . Причем, 

при 0v  , имеем начало A  дуги AD , а при 1v  , имеем ее конец D . 

5. В БН-исчислении каждой геометрической операции соответствует анали-

тическая операция. Таким образом, БН-исчисление позволяет представить любой 

геометрический алгоритм построения объекта в аналитическом виде, или в виде 

точечного уравнения, или в виде расчетного алгоритма, который, по сути, являет-

ся упорядоченным множеством точечных уравнений. Поэтому в точечных урав-

нениях сохраняется наглядный геометрический смысл параметров, который из-

вестен из геометрического алгоритма построения объекта. Эта особенность была 

потеряна для многих параметрических уравнений геометрических объектов в ана-

литической геометрии, которые были получены без использования геометриче-

ского алгоритма построения этих геометрических объектов. 

6. Точечные уравнения, по сути, является символьной записью. Переходя к 

глобальной декартовой системе координат точечные уравнения заменяются на 

систему однотипных параметрических уравнений, количество которых зависит от 

размерности пространства глобальной системы координат. Поэтому точечные 

уравнения и расчетные алгоритмы на их основе легко программируются на ЭВМ. 

7. В БН-исчислении был разработан специальный метод подвижного сим-

плекса [63,69,74], который позволяет конструировать геометрические объекты 

любой сложности с наперед заданными характеристиками. Использование метода 

подвижного симплекса позволяет установить зависимость между несколькими 

параметрами, что, в свою очередь, позволяет моделировать многопараметриче-

ские явления и процессы, учитывая не только независимые параметры, но и пара-

метры, которые зависят один от другого. 

 

1.3 Теоретические основы математического аппарата «БН-исчисление» 
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Геометрические формы – это определенным образом организованные множе-

ства точек, которые необходимо определить вычислительными алгоритмами. 

Компьютер оперирует числами и операциями с ними. Чтобы привлечь к модели-

рованию геометрических форм компьютерные технологии, точка представляется 

элементом арифметического пространства - как совокупность чисел, называемых 

параметрами, если в качестве исходных данных используется симплекс n мер-

ного пространства, или координатами точки, если используются системы коорди-

нат. Фактически любая координата системы координат – это параметр, который 

определяет положение точки в этой системе координат. В качестве наглядной мо-

дели геометрического представления заданных точек арифметического простран-

ства принята глобальная система координат, предложенная Р. Декартом. В гло-

бальной системе координат (первичной системе отсчета) принято необходимое 

число локальных систем, которое задано симплексом точек геометрического ал-

горитма, в которых удобно работать, выбирая за основу аффинные вспомогатель-

ные подпространства. 

Итак, в БН-исчислении, точка представляется системой проекций на оси гло-

бальной или локальной системы координат, что позволяет получать параллельные 

проекции геометрической формы на подпространства и допускает покоординат-

ный расчет геометрической формы. 

При выходе в пространство размерности больше трех вместо зрительной на-

глядности работает логическая наглядность обобщения и аналогии. Фундамен-

тальные результаты в виде вычислительных формул БН-исчисления, должны 

представляться в таком виде, который позволяет выполнить обобщение в про-

странстве более высоких размерностей. 

Обозначение точек 

Организуя множества точек в отрезки прямых, плоские фигуры, дуги кривых, 

отсеки поверхностей можно составить различные геометрические формы. Обра-

зующий элемент - точка, в разных ситуациях выполняет разные функции. И все-

таки, во всех алгоритмах существуют точки, выполняющие подобные, навсегда 
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закрепленные за ними функции. Выделяем общие и личные назначения точек, со-

ставляющих точечные алгоритмы [9]. 

Точки обозначаются большими латинскими буквами с индексами или без ин-

дексов снизу справа: 

3 2 1 1 3,  ,  ,  ...,  ,  ,  ,  ,  ...,  ,  ,  ,  ,  .iA B C B C A D M O E E E  (1.5) 

Каждая точка находится в некотором пространстве размерности n . Напри-

мер, при 3n   все точки этого множества расположены в обычном трехмерном 

пространстве. Это значит, что каждая точка определяется тремя координатами в 

глобальной декартовой системе координат. Например: 

2 2 2 2 3( , , ),  ( , , ),  ( , , ),  (1,1,1),  (0,0,1),  (0,0,0)C C CC x y z A x y z M x y z E E O . (1.6) 

Обратим внимание. Все вычислительные формулы, полученные в БН-

исчислении, справедливы как для 3n  , так и для 3n  . 

Среди множества точек, которые используют в БН-исчислении, существуют 

особенные точки, выполняющие в вычислительном алгоритме особенные функ-

ции. Такие особенные точки имеют собственные названия и особенные, постоян-

но закрепленные за ними, обозначения. 

Особенные точки точечного исчисления 

(0,0,0)O – нулевая точка, координаты которой равны нулю. Начальная точка 

в глобальной декартовой прямоугольной системе координат.  В точечном исчис-

лении играет роль нуля: ;  A O A A O O A O      . 

(1,1,1)E  – единичная точка, координаты которой равны единице. В точечном 

исчислении играет роль единицы: 

A E E A A    . 

1 2 3(1,0,0);  (0,1,0);  (0,0,1)E E E  – единич-

ные точки осей декартовой системы коорди-

нат (рис. 1.1). 

 Для установления соответствия вычис-

лительных формул и геометрического изо-

бражения в пространстве фиксируется при-

O  
2E  

3E  

x  y  

z  

1E  

Рисунок 1.1. Глобальная де-
картовая система координат с 

декартовым симплексом 



 24 

вычная глобальная декартовая система координат декартовым симплексом: 

1 2 3OE OE OE e    – единица измерения по осям координат; 1 2 3;  ;  OE OE OE  – 

взаимно-перпендикулярные оси координат. Заданные точки и полученные иско-

мые формы изображаются в глобальной декартовой системе координат. В любой 

задаче существуют заданные точки, которые для БН-исчисления являются исход-

ными данными. Это такие точки, координаты которых, заданы следующим обра-

зом: ( 2 2 2 2( , , ), ( , , ),A A AA x y z A x y z     ). 

( , , )M x y z – текущая точка. Это некоторая переменная точка, которая может 

занимать каждое из положений некоторой геометрической формы, тем самым 

формируя ее. Она «движется» по этой форме заполняя ее точками до необходи-

мой для практики плотности (густоты). Так, например, точка M отрезка 1 2A A  

«движется» по отрезку, занимая любое  положение от точки 1A  до точки 2A . Точ-

ка M  в вычислительном алгоритме выполняет роль пишущего (образующего) ин-

струмента. Текущая точка M существует при описании прямой, плоскости, по-

верхности, объемной формы, др. Эта точка всегда имеет искомые координаты 

, , ,...x y z  и присутствует там, где необходимо образовывать форму своим движе-

нием. В БН-исчислении вычислительная формула явно или неявно выражает точ-

ку M  через заданные точки и некоторые числа (параметры точечного исчисления 

, , ,t p q    ), что очень удобно для использования ЭВМ. 

Соотношение ( , , , , , )M f A B t u       , которое явно определяет текущую точку 

M  геометрической формы с помощью заданных точек и параметров, называется 

точечным уравнением этой формы. В БН-исчислении геометрические формы оп-

ределяются точечными уравнениями. Для каждой геометрической формы сущест-

вует множество точечных уравнений, которые отличаются подбором параметров. 

Выбор параметров диктуется технологией изготовления данного изделия необхо-

димой геометрической формы. 

Параметр точечного исчисления 

Особенностью точечного исчисления является то, что формулы этого исчис-

ления выражают искомую точку через заданные точки и числа (параметры). Точ-
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ки n -мерного пространства изображаются в декартовом симплексе 1 2 3...OE E E  гло-

бальной системы координат. Получать искомые формулы целесообразно с помо-

щью алгебраических (математических) операций над этими точками и числами. 

Принципиально важно, что полученные с помощью математических операций 

точки, после изображения их в глобальной системе координат, должны давать 

геометрическое решение поставленной геометрической задачи. Другими словами 

– геометрическая задача должна решаться вычислительными методами и геомет-

рическая составляющая ее решению должна сводиться только к построению вы-

численной точки по ее координатам. Точечная формула должна давать искомую 

точку, в которой определены ее n -декартовые координаты. Этого можно достичь 

только в том случае, если исчисление позволяет сделать покоординатный расчет. 

БН-исчисление основано на методе проекций. Особенность этого метода за-

ключается в том, что определяется отдельно каждая проекция искомой точки на 

оси глобальной декартовой системы координат. С параметром, определяющим 

искомую точку пространства, можно выполнять математические действия, кото-

рые идентичны аналогичным математическим 

действиям с проекциями искомой точки. Это 

возможно только при определенном выборе па-

раметра. Поскольку декартовое отображение 

точки пространства и ее проекций на координат-

ные плоскости и оси координат формируются только операцией параллельного 

проецирования, то параметр, определяющий точку в БН-исчислении, должен быть 

инвариантом параллельного проектирования (простым соотношением трех точек 

прямой). 

 Основополагающее утверждение. Параметр, который определяет точку в 

БН-исчислении, должен явно или неявно быть значением простого отношения 

трех точек прямой. 

Определение. Простым отношением 1 2 3A A A  трех точек 1 2 3, ,A A A  прямой a  

есть число, которое выражает отношение двух направлениях отрезков (рис. 1.2): 

1A  2A  
3A  
a  

Рисунок 1.2. Простое 
отношение трех точек 
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1 3 1 3
1 2 3

3 2 3 2

A A A AA A A
A A A A


 


.     (1.7) 

В практике вычислительной геометрии часто возникает необходимость пре-

образования простого отношения. 

Определение. Преобразованием простого отношение трех точек прямой на-

зывается операция определения значения простого отношения при перестановке 

точек в его обозначении. 

Для преобразования простого отношения достаточно знать два правила пре-

образования: 

Правило 1. При перестановке первых двух членов в простом отношении трех 

точек прямой его значение меняется на обратное:  

1 2 3 2 1 3
2 1 3 1 2 3

1 1A A A A A A
A A A A A A

   . (1.8) 

Правило 2. При перестановке последних двух членов в простом отношении 

трех точек прямой его значение увеличивается на единицу со сменой знака:  

1 2 3 1 3 2 1 3 2 1 2 3(1 ) (1 )A A A A A A A A A A A A       . (1.9) 

Приведенные два формальные правила преобразования простого отношения 

трех точек прямой необходимы для ухода от зрительной наглядности (замена 

формальными операциями), которая отказывается служить в многомерной гео-

метрии. 

Понятия  покоординатного расчета точек 

Пусть заданы две точки: ( , , , )A A AA x y z    , ( , , , )B B BB x y z    . Уравнение прямой 

AB  имеет вид: A A A

B A B A B A

x x y y z z
x x y y z z
  

     
  

. Легко заметить замечательную 

особенность этой формулы - идентичность выражений между знаками равенства 

независимо от размерности пространства. Если постоянное отношение разности 

координат точек принять как параметр t , то получим: 

A A A

B A B A B A

x x y y z z t
x x y y z z
  

      
  

, (1.10) 
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A  

1A  

2A  

yA  

1B  

B  

2B  

yB  

M  

1M  
yM  

2M  

O  

A  

1A  

2A  

yA  

1B  

B  

2B  

yB  

M  

1M  
yM  

2M  

O  

Рисунок 1.3. Наглядное изо-
бражение простого соотно-
шения трех точек прямой 

а потом ввести удобную символьную запись этой системы покоординатных вы-

ражений: M A t
B A





, то получим компактную запись уравнения прямой в точеч-

ной форме. Обратим внимание, что система покоординатных уравнений позволя-

ет выполнять алгебраические операции в точечной форме: 

( ) ( )M A t M A B A t M B A t A
B A


        


. (1.11) 

Последнее точечное уравнение определяет 

точку A  при значении 0t  , точку B  –  при 

1t  , отрезок AB  – при 0 1t  . Делаем вывод, 

что точечное уравнение отрезка обеспечивается 

специальным набором параметра. Получение 

искомых точек с помощью точечных уравнений 

– определяет математический аппарат БН-

исчисления. Параметр должен обеспечивать 

идентичность математических операций с точ-

ками, то есть с   их координатами. Поскольку 

графическое изображение точки в декартовой системе координат основано на па-

раллельном проецировании, то параметром t  должен быть инвариант такого про-

ецирования – простое отношение трех точек прямой. Представим наглядно по-

следнее утверждение (рис. 1.3):  

1 1

1 1

y y A

y y B A

A MAM A M y y t
AB A B A B y y


   


. 

Зафиксируем значение параметра для разницы ординат. Аналогично можно 

записать значение параметра для разницы каждой n -ой координаты. Прямая AB  

определяется двумя проекциями 1 1A B , 2 2A B  на координатные плоскости в начер-

тательной геометрии или тремя проекциями на координатные оси – в БН-

исчислении (рис 1.3). Для начертательной геометрии – геометрии плоских проек-

ций объект n -пространства определяется количеством ( 1)n   проекций, а для БН-

исчисления объект определяется количеством n  проекций. 
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Рисунок 1.5. Задание 
плоскости ABC  

 

A  B  

C  

M  
AM  BM  

CM  

Задания  прямой,  плоскости  и пространства 

Чтоб определить вычислительную формулу геометрической формы необхо-

димо определить функционально текущую точку M  этой формы через заданные 

точки и переменные параметры. Параметрами могут быть действительные числа, 

которые явно либо неявно представляют простое соотношение трех точек прямой. 

 

Задания прямой  АВ 

Пусть AMt MBA
AB

    – действительное число 

(рис. 1.4), тогда точечное соотношение 

( )M B A t A    при  ,t    определяет прямую 

AB . При 0t M A   , при 1t M B   , при  0,1t  точечное соотношение 

определяет отрезок AB . Уравнение отрезка AB  прямой удобно еще задавать в 

виде: M At Bt  , де 1 1t t t t     . 

Утверждение. Параметр t  представляет собой ориентированную (направ-

ленную) длину отрезка AM  измеренного единицей 

измерения AB .  

Задания плоскости ABC  

Определим точку M  плоскости ABC  (рис. 1.5) 

тремя соотношениями: ; ;A B

A B

MM MMp q
AM BM

   C

C

MMr
CM

 , 

тогда уравнение плоскости ABC  примет такой вид: 

,M Ap Bq Cr      (1.12) 

где 1p q r   . 

Соотношение 1p q r    будем называть условием принадлежности точки 

M  к плоскости ABC . При позитивном значении , ,p q r  уравнение определяет 

внутреннюю часть плоскости, ограниченную треугольником ABC . 

Исключив параметр r  из соотношения 1p q r    и подставив в уравнение 

(1.12), после преобразований получим уравнение плоскости в другом виде: 

A  B  M  

Рисунок 1.4. Задание 
прямой AB  
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Рисунок 1.6. Задание 
плоскости ABC  

 

M  

C  A  

B  

pM  

qM  

Рисунок 1.7. Задание 
плоскости ABC  

 

M  

A  B  

C  

MBCs  AMCs  

ABMs  

 ( ) ( )M A C p B C q C     . (1.13) 

 

Геометрически (рис. 1.6) параметр p  выражает направленную длину отрезка 

pCM , измеренную единицей CA , а q  – длину отрезка 

qCM , измеренную единицей CB . Фактически – это 

косоугольная (аффинная) система координат с нача-

лом в точке C . Если угол при точке C  будет равен 

2
 , то получим частный случай – прямоугольную де-

картовую систему координат. Отсюда определим 

уравнение точки pM  и qM : 

 

 

.

.

p p
p

q q
q

CM C M
p M A C p C

CA C A
CM C M

q M B C q C
CB C B


     




     


 (1.14) 

Используя правило параллелограмма БН-исчисления, после преобразований, 

получим: 

( ) ( ) .p qM M M C A C p B C q C         (1.15) 

Если параметры , ,p q r  выразить через плос-

кости соответствующих треугольников (рис. 1.7): 

; ;MBC AMC ABM

ABC ABC ABC

s s sp q r
s s s

   , то получим другую, 

важную для практических приложений, форму то-

ченого уравнения плоскости: 

MBC AMC ABM

MBC AMC ABM

As Bs CsM
s s s

 


 
, (1.16) 

Обратим внимание, что указанные плоскости можно заменить пропорцио-

нальными величинами (так называемыми, однородными параметрами): 
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Aa Bb CbM
a b c
 


 

, (1.17) 

где , ,a b c– действительные числа. 

Если a b c  , то имеем центр тяжести 

треугольника, если , ,a b c  пропорциональны 

длинам сторон , ,BC AC ABl l l  – получим центр 

вписанной окружности. 

Задание 3-мерного пространства ABCD  

Определим точку M  пространства 

ABCD  (рис. 1.8) отношениями: 

, , ,A B C D

A B C D

MM MM MM MMp q r s
AM BM CM DM

    , 

где точки , , ,A B C DM M M M  принадлежат соответствующим плоскостям граней пи-

рамиды ABCD . Принимая указанные отношения за параметры, получим уравне-

ние 3-мерного пространства ABCD : 

M Ap Bq Cr Ds    , де 1p q r s    . (1.18) 

Исключив из соотношения 1p q r s     параметр s , получим уравнение 3-

мерного пространства с начальной точкой D : 

( ) ( ) ( )M A D p B D q C D r D       . (1.19) 

Аналогично уравнению плоскости 

(1.16), параметры , , ,p q r s  можно 

определить с помощью отношения 

соответствующих объемов ориентирован-

ных пирамид, на которые точка M  делит 

пирамиду ABCD . 

, , , .MBCD AMCD ABMD ABCM

ABCD ABCD ABCD ABCD

V V V Vp q r s
V V V V

     

Если пирамида ABCD  будет прямоугольной (с прямоугольным углом в точ-

ке D ), то параметры , ,p q r  можно рассматривать как общие декартовые коорди-

Рисунок 1.8. Задание  
пространства ABCD  

 

A  

C  

D  

M  
AM  

BM  

CM  

DM  
B  

A  

C  

D  

M  

B  

MBCDv  

AMCDv  

ABMDv  

ABCMv  

Рисунок 1.9. Задание  про-
странства ABCD  
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наты в репере DABC  ( D  – начало координат; , ,DA DB DC  – единицы измерения 

по осям). 

Изменяя ориентированные объемы , , ,MBCD AMCD ABMD ABCMV V V V  (рис. 1.9) на со-

ответствующие параметры , , ,a b c d , получим точечные уравнения 3-мерного про-

странства в однородных параметрах: 

.Aa Bb Cc DdM
a b c d
  


  

 (1.20) 

Использование ориентированных объемов, на которые разбивает тетраэдр 

текущая точка M , необходимо для решения практических задач. 

О-теорема БН-исчисления 

Утверждение. Произведение простых отно-

шений трех точек по замкнутому m -стороннику, 

рассеченному прямой, равно единице при парном 

m  и минус единице при непарном m . 

Пример. Пусть 4m  , тогда для четырехсто-

ронника 1 2 3 4A A A A , рассеченного прямой а в точках 
12 23 34 41, , ,A A A A  (рис. 1.10), имеем следующее соот-

ношение: 
12 23 34 41 4

1 2 2 3 3 4 4 1 ( 1) 1A A A A A A A A A A A A      . (1.21) 

 При 3m   будем иметь частный случай известный в геометрии как теорема 

Менелая. 

S-теорема БН-исчисления 

Пусть в симплексе ABC  (рис. 1.11) заданы 

точки 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ); ( , , ); ( , , )A p q r A p q r A p q r , 

которые определяются следующими точечными 

уравнениями: 1 1 1 1;A Ap Bq Cr    

2 2 2 2 ;A Ap Bq Cr    3 3 3 3 .A Ap Bq Cr    Тогда 

справедливым является следующее соотношение: 

Рисунок 1.10. О-теорема  

1A  2A  

3A  
4A  

12A  
23A  

34A  

41A  
a  

A  B  

C  

1A  
2A  

3A  

Рисунок 1.11. S-теорема 
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1 1 1
123

2 2 2

3 3 3
ABC

p q r
S p q r
S

p q r
 ,  (1.22) 

где 123S – площадь треугольника 1 2 3A A A ; ABCS – площадь треугольника ABC . 

Поскольку выполняется условие принадлежности точки к плоскости: 

1i i ip q r   , то любой столбик определителя можно заменить столбиком еди-

ниц. 

Утверждение. Площадь треугольника 1 2 3A A A , измеренного единицей пло-

щади симплекса ABC , равна определителю третьего порядка, составленного из 

параметров его вершин. 

V-теорема БН-исчисления 

Утверждение. Объем тетраэдра 1 2 3 4A A A A  (рис. 

1.12), измеренного единицей объема симплекса 

ABCD , равна определителю четвертого порядка, со-

ставленного из параметров его вершин: 

1 1 1 1

2 2 2 21234

3 3 3 3

4 4 4 4

ABCD

p q r s
p q r sV
p q r sV
p q r s

 , (1.23) 

где 1234V – объем тетраэдра  1 2 3 4A A A A ; ABCDV – объем симплекса ABCD ; 

1 1 1 1 1( , , , )A p q r s ; 2 2 2 2 2( , , , )A p q r s ; 3 3 3 3 3( , , , )A p q r s ; 4 4 4 4 4( , , , )A p q r s . 

Поскольку выполняется условие принадлежности точки к 3-мерному про-

странству: 1i i i ip q r s    , то любой столбик определителя можно заменить 

столбиком единиц. 

Значение определителя второго, третьего и четвертого порядков будем соот-

ветственно называть относительной длиной отрезка, относительной площадью 

треугольника, относительным объемом тетраэдра либо мерой соответствующего 

симплекса. 

Метрический оператор трех точек 

Рисунок 1.12. V-теорема 
A  

B  

C  

D  

1A  

2A  

3A  

4A  
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Особенность БН-исчисления состоит в том, что мерой (единицей измерения) 

геометрических форм расположенных в пространстве симплекса является геомет-

рическая форма, образованная вершинами симплекса. Так, например, единицей 

измерения длин на прямой AB , является длина отрезка AB ; единицей площади в 

плоскости ABC , является площадь треугольника ABC ; единицы объема в про-

странстве ABCD , принимается объем тетраэдра ABCD , и т.д. Исторически скла-

дывалось так, что в геометрии приняты постоянные, строго фиксированные еди-

ницы измерения геометрических форм: длины, площади, объема, др. Чтоб ввести 

в рассмотрение эти постоянные единицы измерения вводится понятие метриче-

ского оператора трех точек [9]. 

Как было изложено выше, основу БН-исчисления составляют параметры те-

кущей точки M : 

– для прямой AB  с текущей точкой M : 

M Ap Bq  , 1p q  , де ,MB AMp q
AB AB

  ; (1.24) 

– для плоскости ABC : 

,   1M Ap Bq Cr p q r      , де , ,A B C

A B C

MM MM MMp q r
AM BM CM

   ; (1.25) 

– для пространства ABCD : 

,   1M Ap Bq Cr Ds p q r s        , (1.26) 

де , , ,A B C D

A B C D

MM MM MM MMp q r s
AM BM CM DM

    . 

Во всех приведенных уравнениях параметры , , ,p q r s  являют собой отноше-

ния отрезков прямой. В геометрии парал-

лельных проекций играет большую роль 

не только отношения отрезков, как про-

стое отношение трех точек прямой, но и  

произведение двух направленных отрез-

ков прямой, как метрический оператор 

трех точек. Пусть  заданы три точки 

Рисунок 1.13. Определение метри-
ческого оператора трех точек пря-

мой 

B  A  H  
  

C  
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, ,A B C  (рис. 1.13). Точка H  – основа перпендикуляра, опущенного из точки C  на 

прямую AB . Угол 0     (угол с вершиной A , измеренный в направлении от 

точки B  до точки C ) характеризует положение точки C  относительно прямой 

AB . Так, например,  при 0   – точка C  принадлежит прямой AB ; при    0 – 

точка C  находится по одну, а при   < 0 – по другую сторону от прямой AB . 

Окончательно можно предложить следующее определение метрического операто-

ра трех точек прямой. 

Определение. Метрическим оператором A
BC  (читается: сигма BC  при A ) на-

зывается действительное число, которое равняется произведению длин направ-

ленных отрезков AH  и AB : 

( )( )A
BC AH AB B A C A       . (1.27) 

Учитывая, что cosAH AC    имеем: 

cosA
BC AC AB      (1.28) 

Отсюда можно сделать вывод, что метрический оператор трех точек прямой 

численно равен скалярному произведению векторов. 

Учитывая теорему косинусов для треугольника CAB , получим выражение 

метрического оператора трех точек прямой через квадраты длин: 
2 2 2

.
2

A
BC

AB AC BC 
   (1.29) 

Через координаты метрический оператор трех точек, как и скалярное произ-

ведение векторов, вычисляется по формуле: 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ...

А
ВС

B A C A B A C A B A C A

B A C A
x x x x y y y y z z z z

     
         

 (1.30) 

Обратим внимание на то, что метрический оператор трех точек прямой в 

геометрии проекций позволяет решать метрические задачи. Но в отличии от  ска-

лярного произведения векторов, метрический оператор трех точек прямой позво-

ляет сделать обобщение на многомерное пространство. 

Для треугольника ABC  существуют три метрических оператора относитель-

но каждой из его вершин: 
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A A
BC C BAB AH AC AH       ; 
B B
AC C ABA BH BC BH       ; 
C C
AB B ACA CH CB CH       . 

(1.31) 

Для работы с метрическими операторами очень полезно выделить их основ-

ные свойства. 

Свойства метрического оператора трех точек прямой 

1. Перестановка местами  нижних  индексов в обозначении метрического  

оператора не меняет его численного значения: A A
BC CB   . 

2. Если нижние индексы в метрическом операторе трех точек одинаковые, то 

его числовое значение равно квадрату длин отрезка: 2( )A
BB AB  . 

3. Квадрат длины стороны треугольника равен сумме двух метрических опе-

раторов, верхние индексы которых указывают на вершины, которые определяют 

эту сторону: 2( )A B A B
BC AC BB AA AB        . 

4. Если верхний индекс в обозначении метрического оператора трех точек 

совпадает с нижним, то его значение равно нулю: 0B A
AB AB    . 

5. Треугольник ABC  – прямоугольный, если метрический оператор при од-

ной из его вершин равен нулю. 
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ВЫВОДЫ ПО РАЗДЕЛУ 1 

 

1. Выполнен анализ способов экспериментально-математического модели-

рования свойств дегтеполимербетона с комплексно-модифицированной микро-

структурой. Установлено, что для моделирования физико-механических свойств 

бетонов на органических вяжущих используется регрессионный анализ, который 

имеет ряд недостатков, что значительно влияет на адекватность полученных ма-

тематических моделей. 

2. Исследованы преимущества и недостатки регрессионного анализа. На 

примере трех диссертационных работ по оптимизации составов КСМ показано, 

что регрессионные модели являются недостаточно стойкими к изменению исход-

ной информации и погрешность может достигать до 60% даже при высоких зна-

чениях коэффициентов корреляции. 

3. Предложено и обосновано использование математического аппарата гео-

метрического моделирования – БН-исчисления, который позволяет создавать 

многопараметрические модели процессов и явлений, как геометрических объек-

тов в многомерном пространстве и не имеет недостатков регрессионного анализа. 

4. Установлено, что основным элементом БН-исчисления является точка, 

которая характеризуется рядом параметров, количество которых зависит от раз-

мерности пространства. А любой геометрический объект является организован-

ным множеством точек. Поэтому точечные уравнения, которые определяют гео-

метрический объект в пространстве, справедливы для пространства любой раз-

мерности. Эта особенность БН-исчисления дает возможность представлять гео-

метрические объекты в многомерном пространстве и эффективно использовать их 

для геометрического моделирования явлений и процессов. 

5. Установлено, что в БН-исчислении реализован специальный метод под-

вижного симплекса, который позволяет конструировать геометрические объекты 

любой сложности с наперед заданными характеристиками. Использование метода 

подвижного симплекса позволяет установить зависимость между несколькими 

параметрами, что, в свою очередь, позволяет моделировать многопараметриче-
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ские явления и процессы, учитывая не только независимые параметры, но и  па-

раметры, которые взаимозависят друг от друга. 

6. Установлено, что уравнения и расчетные алгоритмы точечного БН-

исчисления легко программируются на ЭВМ. Это позволяет уменьшить количест-

во программных операций, модулей и процедур. Отсюда результат, полученный в  

БН-исчислении, по сути, уже является оптимизированным алгоритмом в про-

граммном понимании. 
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РАЗДЕЛ 2 

 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ 

 

2.1 Существующие способы конструирования дуг кривых, 

которые проходят через наперед заданные точки 

 

Для успешного моделирования многопараметрических явлений и процессов 

необходимо иметь набор дуг кривых линий, которые проходят через наперед за-

данные точки. Причем количество точек, через которые должна проходить задан-

ная кривая, напрямую зависит от экспериментальных данных. 

Задачу конструирования дуги кривой, которая будет проходить через наперед 

заданные точки, можно решить с помощью сплайнов [149]. Наиболее известные 

сплайны – те, которые состоят из фрагментов – алгебраических полиномов не 

выше заданной степени. Как правило, это кубические полиномы, либо полиномы 

непарных степеней: первой, третей (кубический), пятой степени. Более высокие 

степени используют редко из-за усложнения расчетов, описанных в предыдущем 

разделе. Основным их преимуществом является простота расчетов и анализа. Не-

достатком является то, что относительно мало реальных физических процессов 

соответствуют этой зависимости. К тому же недостатком кубических сплайнов 

является то, что они склонны осциллировать вблизи точки, которая существенно 

отличается от своих соседей. Чтобы избежать этого, используются более сложные 

сплайны. Например, сплайн Акимы, в отличии от кубического сплайна, в мень-

шей степени подвержен влиянию выбросов – на отрезках, которые граничат с вы-

бросом, практически отсутствуют признаки осцилляции, но такие алгоритмы по-

строения сплайнов являются достаточно сложными и требуют соблюдения до-

полнительных условий (для построения сплайна Акимы необходимо не меньше 5 

точек). 
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Более эффективными являются экспоненциальные сплайны. Если гибкую ме-

таллическую линейку, зафиксированную в узлах, натянуть, то решением диффе-

ренциального уравнения будет не алгебраический полином, а экспонента. Поэто-

му такие сплайны называют также напряженными. Экспонента описывает много 

физических процессов в динамических системах. Недостатком является большая 

трудоемкость расчета. 

Главным же недостатком сплайнов является то, что на каждом интервале 

функция описывается отдельным полиномом. Таким образом, для всего интервала 

необходимо построить полином. При увеличении степени сплайна повышается 

точность интерполяции, однако, увеличивается количество вычислений и порядок 

полинома. 

Задачу конструирования дуги кривой, которая будет проходить через наперед 

заданные точки [150], также можно решить с помощью опуклых обводов [10, 72]. 

Но использование обводов тесно связано с порядком гладкости дуг кривых, кото-

рые стыкуются, что, в свою очередь, является отдельной научной до конца не ре-

шенной задачей. Кроме того, при использовании обводов получают целую группу 

уравнений для каждого интервала между двумя точками. 

Еще один способ решения этой задачи есть использование полиномов Берн-

штейна. Так в работе [151] рассматриваются модифицированные сплайны на ос-

нове полиномов С.Н. Берштейна. Но использование таких модифицированных 

сплайнов тоже имеет определенные ограничения. 

Если количество точек не велико, то можно использовать геометрические ал-

горитмы построения дуг кривых, которые проходят через наперед заданные точ-

ки, известные из аффинной, проективной либо синтетической геометрии. Но дос-

таточно небольшое количество физических или технологических явлений и про-

цессов которые можно описать с помощью известных кривых линий, чаще всего 

такие явления и процессы являются закономерными. 

Особое значение во время моделирования явлений и процессов играет пара-

болическая интерполяция. Парабола, благодаря оптическим ее свойствам, занима-

ет особенное место в технических приложениях. Когда не нужен параболический 
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обвод, рационально проводить дугу параболы через четыре точки, одна с которых 

является несобственной. Более того, при конструировании отбивных отсеков по-

верхностей проходят через заданные точки, важно иметь возможность формиро-

вания на поверхности каждой отдельной дуги параболы. Однако возможность 

конструирования параболических дуг, которые проходят через наперед заданные 

точки, является очень ограниченной в прямоугольном декартовом симплексе. Бо-

лее перспективным, в этом смысле, является использование аффинного симплек-

са, но это достаточно сложно при использовании уравнений параболы в той пара-

метризации, которая известна из аналитической геометрии. 

 

2.2 Известные способы конструирования дуг 

алгебраических кривых в БН-исчислении 

 

Конструированием и исследованием свойств дуг алгебраических кривых в 

БН-исчислении занимались Балюба И.Г. [7,8-54], Горягин Б.Ф. [7,11,47,51-54,58-

61] и Полищук В.И. [7,10,44,46,51,54, 73,74], что и было представлено в диссерта-

ционных исследованиях их учеников Давыденко И.П. [63] и Конопацкого Е.В. 

[65]. 

Кривые второго порядка являются наиболее исследованными и простыми в 

использовании. В БН-исчислении они используются не только для конструирова-

ния поверхностей оболочек и моделировании явлений и процессов, но и для кон-

струирования новых дуг кривых более высокого порядка. Способ определения 

порядка дуг алгебраических кривых, определенных в БН-исчислении, был иссле-

дован в [61]. 

В диссертационной работе Конопацкого Е.В. [65] было предложено опреде-

ление дуги кривой 2-го порядка отношением на медиане с помощью БН-

исчисления. Рассмотрим алгоритм построения кривой второго порядка (рис. 2.1). 

Как известно из [148] кривая второго порядка однозначно будет определяться 5-ю 

точками, 5-ю касательными, либо их комбинациями. В нашем случае рассматри-

вается дуга кривой второго порядка, проходящая через точку A  и точку B  и име-



 41 

ет две касательные в этих точках – AC  и BC . Чтобы однозначно определить дугу 

кривой второго порядка зададим еще одну точку K , через которую будет прохо-

дить дуга кривой второго порядка. 

В симплексе ABC  построим медиану 1CT . Определим точку K  с помощью 

соотношения 1( ) CK T C f C   . Это соотношение подобно инженерному дис-

криминанту. Для построения текущей точки M  построим произвольную прямую 

из точки C  (в нашем случае - CT ). На пересечении этой прямой с прямыми AK  и 

BK  получим соответственно точки P  и Q . Текущую точку M  определим пере-

сечением прямых AQ  и BP . 

 
Рассмотрим четырехугольник KPMQ . Получим гармоничное соотношение 

четырех точек в соответствии с [148]: 

1ATBABTN
ABN

   . (2.1) 

Определим текущий параметр t  соотношением: ATt TBA
AB

   . Используя 

уравнение (2.1) и правила преобразований простого отношения трех точек [10], 

получим: 

Рисунок 2.1. Геометрическая схема конструирования дуги кривой 2-го порядка 
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;
1 2 1 2

;

( ) ( ) .
2 2 2

C C
C

t t tABN N A B
t t t

T At Bt
A B f fK C f C A C B C C

    
 

 

         
 

 (2.2) 

где 1t t  . 

Определим точку P , как пересечение прямых AK  иCT . Отсюда имеем: 

P Cu Tu Atu Btu Cu     , 

      где 1u u  . 
(2.3) 

Точки A , P  и K  принадлежат одной прямой AP , следовательно площадь 

треугольника APK должна равняться нулю. Согласно S -теореме БН-исчисления 

[5], определитель APK  тоже должен быть равен нулю: 

1 0 0
0

2 2

APK

C C
C

tu tu u
f f f

   . (2.4) 

После определенных преобразований получим значение параметра u . Под-

ставив это выражение в уравнение (2.3) получим уравнение точки P : 

2
2 2 2

C C C

C C C C C C

tf tf tfP A B C
tf f tf f tf f

  
  

. (2.5) 

Аналогичным образом определим точку M , как пересечение прямых KN  и 

BP .  

2 2 2 2
2 4 2 4

C C C C
C

f u tf u tu f u tf u tuM Ku Nu A B Cf u
t t

   
    

 
. (2.6) 

Площадь треугольника BMP  должна равняться нулю, тогда согласно S - тео-

ремы БН-исчисления 0BMP  : 
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0 1 0

2 2 2 2 0
2 4 2 4

2
2 2 2

C C C C
BMP C

C C C

C C C C C C

f u tf u tu f u tf u tu f u
t t

tf tf tf
tf f tf f tf f

   
  

 

  

. (2.7) 

Окончательное уравнение дуги кривой второго порядка будет выглядеть сле-

дующим образом: 
2 2

2 2( ) ( )
(1 2 ) 2 (1 2 ) 2

C C

C C

f t f tM A C B C C
f t tt f t tt

    
   

, 

где 1t t  . 

(2.8) 

Полученная дуга кривой второго порядка будет проходить через точки 

, ,A B K , также она будет иметь касательные AC  и BC  соответственно в точках A  

и B .  Изменяя соотношение на медиане Cf , можно получать различные  дуги 

кривой второго порядка. Если 0,5Cf  , то уравнение (2.6) будет иметь следую-

щий вид: 
2 2( ) ( )M A C t B C t C     , 

где 1t t  . 
(2.9) 

Проанализировав уравнение (2.9), можно сделать вывод, что при 0,5Cf   по-

лучим дугу параболы (либо кривую Безье второго порядка). Если 0 0,5Cf  , то 

получим дугу гиперболы, а при 0,5 1Cf   - дугу эллипса. Итак предложенный 

алгоритм построения дуги кривой второго порядка можно использовать не только 

для параболической интерполяции, но и для эллиптической либо гиперболиче-

ской, что позволяет варьировать видом дуги кривой для получения более адекват-

ных моделей, в зависимости от характера протекания процесса. 

К тому же, уравнение (2.9) можно получить, если рассматривать параболу 

второго порядка, как кривую одного отношения [65]. Понятие кривой одного от-

ношения было введено Конопацким Е.В. в [65]. В БН-исчислении определение 

дуги параболы как кривой одного отношения было рассмотрено в работах Балю-

бы И.Г., Давыденко И.П. и Конопацкого Е.В. в [62, 63, 65, 45]. 
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Рассмотрим известный алгоритм построения 

параболы, как кривой одного отношения, по 

двухцепной ломаной Бернштейна 1 2 3A A A  63. На 

цепях 1 3A A  и 2 3A A  возьмем точки 1B  и 2B  одно-

цепной ломаной, на которой зафиксируем теку-

щую точку кривой М  (рис. 2.2). Так как точки 

1B , 2B  и М разделяют цепи ломаной в одном и 

том же отношении t , то искомая кривая  пара-

бола, является кривой Безье. Система линейных точечных уравнений, что опреде-

ляют точку М, имеет вид: 

1 1 3

2 3 2

1 2

,
,
.

B A t A t
B A t A t
M B t B t

 
  
  

 (2.10) 

Исключая промежуточные точки 1B  и 2B , получим уравнение параболы: 

2 2
1 3 22 ,M A t A tt A t    (2.11) 

где  0; 1t   параметр, который определяет текущую точку М кривой; 

1t t  . 

Кривая, которая определена уравнением (2.11), является дугой обвода, кото-

рая проходит через точки 1A , 2A , и имеет касательные 1 3A A  и 2 3A A  в этих точках. 

На этой основе можно получить параболические дуги кривых высших порядков. 

Например, дугу кривой третьего порядка можно получить, используя сле-

дующий геометрический алгоритм построения. 

Задана ломаная линия 1 2 3 4A A A A  (рис. 2.3). Пло-

ская или пространственная это не имеет значе-

ния. Согласно со схемой имеем систему шести 

точечных линейных уравнений. Решив систему 

линейных точечных уравнений, получим урав-

нение кривой в следующем виде: 

А1 

А2 
А3 

А4 

В1 

В2 

В3 

С1 
С2 М 

Рисунок 2.3. Конструи-
рование  3-кривых линий 

Рисунок 2.2. Геометрическая 
схема конструирования 
параболы 2-го порядка 

 1A  

 3A  

 2A  

 1B  

 2B  
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3 2 2 3

1 2 3 43 3M Au A u u A uu A u    . (2.12) 

В работе [65] получено общее уравнение и исследовано, с его помощью, m-

кривые линии Бернштейна. Задана ломаная линия 1 2... mA A A . Тогда m -кривая име-

ет такое точечное уравнение: 
1 1 2 2 2

1 2 3

1 1
1 1

0

...m m m
m m

m
m m m k k m k

m m m k m
k

M Au A C u u A C u u

A C uu A u A C u u

 

  
 



    

  
. (2.13) 

где 1 ,..., k
m mC C   коэффициенты Бернштейна. 

Если ( )u t t  и iA  принадлежат одной плоскости, то кривую, представленную 

точечным уравнением в [63] названо m-кривой Бернштейна. При 3m  , кривая 

Бернштейна превращается на кривую Безье [45]. В самом общем случае эта кри-

вая  1m  -й кривизны m -мерного пространства.  

Уравнение (2.13) можно использовать, как основу для конструирования дуг 

кривых, проходящих через наперед заданные точки. Что и было реализовано ни-

же. 

 

2.3 Способ конструирования дуги кривой n-го порядка через заданные  

точки на основе полиномов Бернштейна 

 

2.3.1 Общий подход к конструированию дуг кривых, проходящих через  

наперед заданные точки, на основе полиномов Бернштейна 

Для геометрического моделирования явлений и процессов нужно иметь спе-

циальный набор дуг кривых, проходящих через наперёд заданные точки. В дан-

ном исследовании предложен новый способ определения дуг кривых n  го по-

рядка, которые проходят через 1n   точек, на основе полиномов Бернштейна и 

уравнения (2.13), полученного в [63]. Суть этого способа заключается в следую-

щем. Пусть задана ломаная линия 1 2 1... ,n nA A A A  . Тогда дуга кривой n  го порядка 

имеет такое точечное уравнение: 
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1 1 2 2 2

1 2 3

1 1
1 1

0

...

,

n n n
n n

n
n n n k k n k

n n n k n
k

M Au A C u u A C u u

A C uu A u A C u u

 

  
 



    

  
 (2.14) 

где 1,..., k
n nC C  − коэффициенты Бернштейна; 1u u  . 

Если ( )u t t  и iA  принадлежат одной плоскости, то кривую, представленную 

точечным уравнением назовем n кривой Бернштейна. Кривые вида 

1
0

n
k k n k

k n
k

M A C t t 




 , где 1t t  , которые находятся в пространстве размерности 

n , в БН-исчислении называются n параболами. В данном случае текущая точка 

дуги кривой M  определяется точками заданной ломаной 1 2 1... ,n nA A A A  . 

Переопределим точки ломаной линии 1 2 1... ,n nA A A A   через точки 

1 2 1... ,n nM M M M  , которые принадлежат дуге кривой, определенной с помощью 

уравнения (2.14) при ( )u t t , изменяя соответствующим образом значение пара-

метра t  от 0  до 1. Так при значении параметра 0t   имеем начало дуги кривой – 

точку 1M , а при 1t   − конец дуги кривой – точку 1nM  . Особенностью такого оп-

ределения является то, что значение параметра распределяется равномерно: 

k
kt
n

 , где k  меняется от 0  до n . Причем точке kM  соответствует значение пара-

метра kt . Таким образом получим систему 1n   уравнений с неизвестными 

1 2 1... ,n nA A A A  . Решив эту систему уравнений методом Крамера и подставив в ис-

ходное уравнение, получим уравнение дуги кривой, проходящей через точки 

1 2 1... ,n nM M M M  . 

 

2.3.2 Дуга кривой 2-го порядка, проходящая через 3 

наперед заданные точки 

Как было сказано выше дуга кривой Бернштейна 2-го порядка получила на-

звание параболы 2-го порядка [43, 116]. Итак, дуга параболы 2-го порядка, соот-

ветственно к [63], определяется следующим уравнением: 
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где 1 .t t   

Сконструируем дугу параболы 2-го поряд-

ка, проходящую через наперед заданные точки 

М1, М2, М3 (рис. 2.4). При значении параметра 

0t   кривая проходит через точку А≡М1 – на-

чало дуги параболы, при 1t    кривая проходит 

через точку В≡М3 – конец дуги параболы. При-

нимаем значение 1
2

t   при прохождении теку-

щей точки через М2 и получаем следующую 

систему уравнений: 

Решим систему уравнений (2.16) методом Крамера. Поскольку первая точка 

A  и последняя точка B  уже известны, достаточно определить только промежу-

точную точку C . Для этого составляем и решаем следующие определители: 

Определим точку С через точки М1, М2, М3: 

2 22M At Ctt Bt   , (2.15) 

1

2

3

,
2 4 ,

.

A M
A C B M
B M


   
 

 (2.16) 

1

2 1 2 3

3

1 0 0
1 2 1 2.
0 0 1

1 0
1 4 1 4 .
0 1

C

M
M M M M
M

  

     

 (2.17) 

1 2 3
1 12 .
2 2

CC M M M
    


 (2.18) 

Рисунок 2.4. К конструиро-
ванию дуги параболы 2-го 

порядка 
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Подставив значения точек A , B  и C  в уравнение (2.15), получим уравнение 

дуги параболы второго порядка, проходящую через 3 наперед заданные точки М1, 

М2, М3: 

Полученное уравнение является основой для параболической интерполяции 

[56]. 

 

2.3.3 Дуга кривой 3-го порядка, проходящей через 4 

наперед заданные точки 

Аналогичным образом, используя предложенный в подразделе 2.3.1 способ, 

определим дугу параболы 3-го порядка [131], проходящую через наперед задан-

ные точки 1 2 3 4,  ,  ,  M M M M  (рис. 2.5). 

Дуга параболы третьего порядка, как дуга кривой Безье 3-го порядка, соот-

ветственно к [45] определяется следующим точечным уравнением: 

где 1t t  . 

Следует отметить, что при значении 

параметра 0t   кривая проходит через 

точку 1A M  – начало дуги параболы, 

при 1t   – через  точку 4B M  – конец 

дуги параболы. Принимаем значение па-

раметра 1
3

t   при прохождении текущей 

точки через точку 2M  и значение 2
3

t   

   
   

2 2
1 1 2 3 3

2 2
1 2 3

1 2 3

1 12 2
2 2

4

1 2 4 2 1 .

M M t M M M tt M t

M t tt ttM M t tt

M t t ttM M t t

         

     

    

 (2.19) 

3 2 2 3
1 23 3 ,M At C t t C tt Bt     (2.20) 

Рисунок 2.5. К конструированию 
дуги параболы 3-го порядка 

1A M  
4B M  

M  

C  

2M  3M  
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параметра  при прохождении через точку 3M . Составим следующую систему то-

чечных уравнений: 

Решим эту систему точечных уравнений методом Крамера относительно не-

известных 1 2,  ,  ,  A C C B . Для этого сначала рассчитываем определитель, который 

состоит из коэффициентов системы уравнений (2.21): 

Первое и последнее уравнение в системе (2.21) уже решены, поэтому рас-

смотрим определители, которые относятся ко второму и третьему элементам сис-

темы. 

Определим точку 1C  через 1 2 3 4,  ,  ,  M M M M : 

1

2
1 1 2 3 4

3

4

1 1 2 3 4

1 0 0
8 27 2 1

90 27 12 27 6 36 .
1 27 4 8
0 0 1

5 3 13 .
6 2 3

M
M

M M M M
M

M

C M M M M

        

    

 (2.23) 

Аналогично определим точку 2C : 

1

2
2 1 2 3 4

3

4

2 1 2 3 4

1 0 0
8 4 27 1

36 27 6 27 12 90 .
1 2 27 8
0 0 1
1 3 53 .
3 2 6

M
M

M M M M
M

M

C M M M M

       

   

 (2.24) 

1

1 2 2

1 2 3

4

8 12 6 27
6 12 8 27

A M
A C C B M

A C C B M
B M


    
    
 

 (2.21) 

1 0 0 0
8 12 6 1

108
1 6 12 8
0 0 0 1

    (2.22) 
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Подставив уравнение (2.21), (2.23) и (2.24) в уравнение (2.20) и после опре-

деленных преобразований получим уравнение дуги параболы 3-го порядка, про-

ходящего через четыре наперед заданные точки 1 2 3 4,  ,  ,  M M M M : 

3 2
1 1 2 3 4

2 3
1 2 3 4 4

3 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 3
3 4

5 3 13 3
6 2 3

1 3 53 3
3 2 6

2,5 9 4,5

4,5 9 2,5 .

M M t t t M M M M

M M M M tt M t

M t t t tt M t t tt

M t t tt M t t tt t

        
 

       
 
           
           

 (2.25) 

 

2.3.4 Дуга кривой 4-го порядка, проходящая через 5 

наперед заданных точек 

 

Рассмотрим проведение дуги параболы четвертого порядка через пять напе-

ред заданных точек. В соответствии с [65] уравнение параболы 5-го порядка име-

ет вид: 

 

Нужно провести дугу параболы 4-го порядка через заданные точки 

1 2 3 4 5,  ,  ,  ,M M M M M . По аналогии с дугой параболы 3-го порядка при значении 

параметра 0t   кривая проходит через точку 1A M , а при 1t   – через  точку 

5B M . Примем значение параметра 1
4

t   при прохождении текущей точки дуги 

через точку 2M , соответственно 1
2

t   при прохождении через точку 3M  и 3
4

t   

при прохождении через точку 4M . Подставляя принятые значения параметров и 

уже известные точки в уравнение (2.27), получим следующую систему уравнений: 

4 3 2 2 3 4
1 2 34 6 4 .M At C t t C t t C tt Bt      (2.26) 
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Перенесем все известные точки в левую часть уравнения и проведем некото-

рые  преобразования: 

Решив систему точечных уравнений (2.27) методом Крамера относительно 

неизвестных 1 2 3,  ,  C C C  и подставив результаты в уравнение (2.26), после гро-

моздких преобразований получим уравнение дуги параболы 4-го порядка, прохо-

дящую через пять точек: 

 

2.3.5 Дуга кривой 5-го порядка, проходящая через 6 

наперед заданных точек 

 

Точечное уравнение дуги кривой пятого порядка, проходящей через 6 точек 

имеет следующий вид: 

2 1 1 2 3 5

3 1 1 2 3 5

4 1 1 2 3 5

81 27 27 3 1
256 64 128 64 256
1 1 3 1 1

16 4 8 4 16
1 3 27 27 81

256 64 128 64 256

M M C C C M

M M C C C M

M M C C C M

      
 
      
 
       

 (2.27) 

2 1 1 2 3 5

3 1 1 2 3 5

4 1 1 2 3 5

256 81 108 54 12
16 4 6 4
256 108 54 12 81

M M C C C M
M M C C C M

M M C C C M

     
      
      

 (2.28) 

 

4 3 2 2 3 3 2 2 3
1 2

3 2 2 3 3 2 2 3
3 4

3 2 2 3 4
5

13 13 64 1616
3 3 3 3

16 6412 40 12 16
3 3

13 13 .
3 3

M M t t t t t tt M t t t t tt

M t t t t tt M t t t t tt

M t t t t tt t

             
   

         
 

      
 

 (2.29) 

5 4 3 2 2 3 4 5
1 2 3 45 10 10 5 ,M At C t t C t t C t t C tt Bt       (2.30) 
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Принимаем, что все шесть точек расположены на одинаковых расстояниях 

одна от другой, установим следующее соответствие между точками iA  и значе-

ниями параметра t . При 0t   имеем точку 1M A , при 1
5

t   имеем точку 2M , 

при 2
5

t   имеем точку 3M , при 3
5

t   имеем точку 4M , при 4
5

t   имеем точку 5M  

и при 1t   имеем точку 6M B . 

Подставив значения параметра t  в уравнение (2.30), получим: 

Перенесем все известные точки в левую часть уравнения и проведем некото-

рые преобразования. 

Решим систему линейных уравнений (2.32) методом Крамера относительно 

неизвестных точек 1 2 3 4, , ,C C C C  и подставим полученные зависимости в уравнение 

(2.30). Для этого рассчитаем следующие определители: 

1
5 4 3 2 2 3 4 5

2 1 2 3 4

5 4 3 2 2 3

3 1 2 3

,

4 4 1 4 1 4 1 4 1 15 10 10 5 ,
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

3 3 2 3 2 3 25 10 10 5
5 5 5 5 5 5 5

M А

M A C C C C B

M A C C C



                                         
                  

                              
             

4 5

4

5 4 3 2 2 3 4 5

4 1 2 3 4

5 4 3

5 1 2

3 2 2 ,
5 5 5

2 2 3 2 3 2 3 2 3 35 10 10 5 ,
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

1 1 4 1 45 10
5 5 5 5 5

C B

M A C C C C B

M A C C

        
    

                                         
                  

                    
         

2 2 3 4 5

3 4

6

1 4 1 4 410 5 ,
5 5 5 5 5

.

C C B

M B













                    

        
 

 (2.31) 

1

2 1 2 3 4

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

5 1 2 3 4

6

,
3125 1024 1280 640 160 20 ,
3125 243 810 1080 720 240 32 ,
3125 32 240 720 1080 810 243 ,
3125 20 160 640 1280 1024 ,

.

M А
М A C C C C B
М A C C C C B
M A C C C C B
M A C C C C B

M B


      
      
      
      




 (2.32) 
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Определим точку 1C : 

Аналогичным образом определим точку 2C : 

Далее определим точку 3C : 

1 0 0 0 0 0
1024 1280 640 160 20 1
243 810 1080 720 240 32

270000000000
32 240 720 1080 810 243
1 20 160 640 1280 1024
0 0 0 0 0 1

   (2.33) 

1

2

3
1

4

5

6

2 3 4

5 6

1

1 0 0 0 0
1024 3125 640 160 20 1
243 3125 1080 720 240 32

346500000000
32 3125 720 1080 810 243
1 3125 160 640 1280 1024
0 0 0 0 1

3125 432000000 3125 432000000 3125 288000000
3125 108000000 54000000000 .

M
M
M

M
M
M

M
M M M

M M

  

      

  

 

1 1 2 3 4 5 6
1 77 10 5 15 5 .

60 3 4 5
C M M M M M M  





   

 (2.34) 

1

2

3
1

4

5

6

2 3

2

4

5 6

1 0 0 0 0
1024 1280 3125 160 20 1
243 810 3125 720 240 32

302625000000
32 240 3125 1080 810 243
1 20 3125 640 1280 1024
0 0 0 0 1

3125 522000000 3125 1062000000 3125 828000000
3125 333000000 173250000000 .

M
M
M

M
M
M

M
M M M

M M

 

      

  

 

2 1 2 3 4 5
2

6
269 145 295 115 185 77 .
240 24 24 12 48 120

C M M M M M M


      

 (2.35) 
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И наконец, определим точку 4C : 

Подставим значения точек 1 2 3 4 5, , , ,C C C C C  в уравнение (2.30), получим урав-

нение дуги параболы 5-го порядка, проходящей через 6 наперед заданных точек: 

Преобразуем и укоротим полученное уравнение: 

1

2

3
1

4

5

6

2 3

3

4

5 6

1 0 0 0 0
1024 1280 640 3125 20 1
243 810 1080 3125 240 32

173250000000
32 240 720 3125 810 243
1 20 160 3125 1280 1024
0 0 0 0 1

3125 333000000 3125 828000000 3125 1062000000
3125 522000000 302625000000

M
M
M

M
M
M

M
M M M

M M

   

      

  



3
3 1 2 3 4 5 6

.
77 185 115 295 145 269 .

120 48 12 24 24 240
C M M M M M M      






 (2.36) 

1

2

3
1

4

5

6

2 3 4

5 6

4

1 0 0 0 0
1024 1280 640 160 3125 1
243 810 1080 720 3125 32

54000000000
32 240 720 1080 3125 243
1 20 160 640 3125 1024
0 0 0 0 1

3125 108000000 3125 288000000 3125 432000000
3125 432000000 346500000000 .

M
M
M

M
M
M

M
M M M

M M

C

 

     

  







4 1 2 3 4 5 6
4 1 5 10 775 5 .

5 4 3 60
M M M M M M  


  




 (2.37) 

5 4
1 1 2 3 4 5 6

3 2
1 2 3 4 5 6

2 3
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5

10 5 15 5 5
4 5

145 295 115 185 7710
24 24 12 48 120

77 185 115 295 145 26910
120 48 12 24

77
60 3

26

24 240
1 5 105 5 5
5 4

2

3

9
40

M M t M M M M M M t t

M M M M M M t t

M M M M M M t t

M M M M M

          
         
          

    



 4 5
6 6

77 .
60

M tt M t    

 (2.38) 
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2.3.6 Дуга кривой 6-го порядка, проходящей через 7 

наперед заданных точек 

 

Точечное уравнение дуги кривой Бернштейна 6-го порядка, проходящей че-

рез 7 точек ( 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,A A A A A A A ), имеет следующий вид: 

6 5 4 2 3 3 2 4 5 6
1 2 3 4 56 15 20 15 6 ,AM At C t t C t t C t t C t t C tt Bt        (2.40) 

где 1t t  . 

Поскольку все 7 точек расположены на одинаковых расстояниях одна от дру-

гой, установим следующее соответствие между точками iA  и значениями пара-

метра t . При 0t   имеем точку 1A A , при 1
6

t   имеем точку 2A , при 1
3

t   имеем 

точку 3A , при 1
2

t   имеем точку 4A , при 2
3

t   имеем точку 5A , при 5
6

t   имеем 

точку 6A  і при 1t   имеем точку 7A B . 

Значения параметра t  для определения точек 1A  и 7A  уже известны, поэтому 

определим при каких значениях iC  - коэффициентов уравнение (2.40), дуга кри-

вой будет проходить через точки 2 3 4 5 6, , , ,A A A A A . Для этого подставим значения 

параметра t , которое соответствует точке iA  в уравнение (2.40). 

5 4 3 2 2 3 4
1

4 3 2 2 3 4
2

4 3 2 2 3 4
3

4 3 2 2 3 4
4

4 3 2 2 3 4
5

6

6,4 11,2 6,4

25 60,4 38,5 6,3

25 122,9 95,8 16,7

16,7 95,8 122,9 25

6,3 38,5 60,4 25

M M t t t t t t t tt

M t t t t t t tt

M t t t t t t tt

M t t t t t t tt

M t t t t t t tt

M

       
      
       
      
       

 4 3 2 2 3 4 56,4 11,2 6,4 .t t t t t t tt t     

 (2.39) 
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6 5 4 2 3 3

2 1 2 3

2 4 5 6

4 5

6 5 4 2

3 1 2 3

5 5 1 5 1 5 16 15 20
6 6 6 6 6 6 6

5 1 5 1 115 6 ,
6 6 6 6 6

2 2 1 2 1 26 15 20
3 3 3 3 3

A A C C C

C C B

A A C C C

                              
             

                  
        

                     
         

3 3

2 4 5 6

4 5

6 6 6 6

4 1 2 3

6 6 6

4 5

6 5

5 1

1
3 3

2 1 2 1 115 6 ,
3 3 3 3 3

1 1 1 16 15 20
2 2 2 2

1 1 115 6 ,
2 2 2

1 1 26
3 3 3

C C B

A A C C C

C C B

A A C

       
   

                  
        

                  
       

            
     

          
    

4 2 3 3

2 3

2 4 5 6

4 5

6 5 4 2 3 3

6 1 2 3

2

4

1 2 1 215 20
3 3 3 3

1 2 1 2 215 6 ,
3 3 3 3 3

1 1 5 1 5 1 56 15 20
6 6 6 6 6 6 6

115
6

C C

C C B

A A C C C

C

                 
        

                  
        

                              
             

   
 

4 5 6

5
5 1 5 56 .
6 6 6 6

C B































                     

 

(2.41) 

Перенесем все известные точки в правую часть уравнений, а неизвестные – в 

левую. После определенных преобразований получим: 

1

1 2 3 4 5 2

1 2 3 4 5 3

1 2 3 4 5 4

1 2 3 4 5 5

1 2 3 4

,
15625 18750 9375 2500 375 30 46656 ,
64 192 240 160 60 12 729 ,

6 15 20 15 6 64 ,
12 60 160 240 192 64 729 ,
30 375 2500 9375 18750

A A
A C C C C C B A

A C C C C C B A
A C C C C C B A
A C C C C C B A
A C C C C C


      

      
      

      
     5 6

7

15625 46656 ,
.

B A
B A









  
 

 (2.42) 

Решим систему линейных уравнений (2.42) методом Крамера относительно 

неизвестных 1 2 3 4 5, , , ,C C C C C  и подставим полученные зависимости в уравнение 

(2.40). 
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1 0 0 0 0 0 0
15625 18750 9375 2500 375 30 1

64 192 240 160 60 12 1
1 6 15 20 15 6 1
1 12 60 160 240 192 64
1 30 375 2500 9375 18750 15625
0 0 0 0 0 0 1

13604889600000.

  



 (2.43) 

Определим точку 1C : 

1

2

3

1 4

5

6

7

1 2

3

1 0 0 0 0 0
15625 46656 9375 2500 375 30 1

64 729 240 160 60 12 1
1 64 15 20 15 6 1
1 729 60 160 240 192 64
1 46656 375 2500 9375 18750 15625
0 0 0 0 0 1

4665619727089920000 17496000
729 64

00
139968000000 1417176000000

M
M

M
M
M
M

M
M M
M M

  

  
 
 

  4

5 6 7

1
1 1 2 3 4 5 6 7

69984000000 349920000 2267481600000
29 20 16
20

729 46656 .
15 15 6 .
2 4 53 6

M M M

C M M M M M M M


    

                        


 

(2.44) 

Далее определим точку 2C : 
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1

2

3

2 4

5

6

7

1 2

3 4

1 0 0 0 0 0
15625 18750 46656 2500 375 30 1

64 192 729 160 60 12 1
1 6 64 20 15 6 1
1 12 729 160 240 192 64
1 30 46656 2500

20588732928000 2589408000

9375 18750 15625
0 0 0 0

375114240000 436490

0

208000

1
46656

729 4 06

M
M

M
M
M
M

M
M M

M M

  

   
    

5 6

7

2
2

1 2 3 4 5 6 7

229547520000 1189728000
7890835968000

729 46656
.

222 201 308 123 102 29 .
25 10 15 1

227
15 2 500 0 5

M M
M

C

M M M M M M M

    



 


      

 

(2.45) 

Определим точку 3C : 

1

2

3

3 4

5

6

7

1 2

3 4

1 0 0 0 0 0
15625 18750 9375 46656 375 30 1

64 192 240 729 60 12 1
1 6 15 64 15 6 1
1 12 60 729 240 192 64
1 30 375 46656 93

15441549696000 2204496000
390510720000 63772920

75 18750 15625
0 0 0 0 0 1

46656
7 0000029 64

M
M

M
M
M
M

M
M M
M M

  

    
    

 5 6

7

3
3

1 2 3 4 5 6 7

729 46656

227 189 837 837 189 22730
200 25 40 40 25 200

390510720000 2204496000
15441549696000 .

.

M M
M

C

M M M M M M M

   



 


       

 

(2.46) 

Далее определим точку 4C : 
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1

2

3

4 4

5

6

7

1 2

3 4

1 0 0 0 0 0
15625 18750 9375 2500 46656 30 1

64 192 240 160 729 12 1
1 6 15 20 64 6 1
1 12 60 160 729 192 64
1 30 375 2500 466

7890835968000 1189728000
229547520000 4364

56 18750 15625
0 0 0 0 0 1

4665
902080

6
729 064 00

M
M

M
M
M
M

M
M M

M M

  

   
    

 5 6

7

4
4

1 2 3 4 5 6 7

729 46656

29 102 123 308 201 222 227 .
50 2

375114240000 2589408000
205887329

5 10 15 10 25

28000

1

.

50

M M
M

C

M M M M M M M

   



 


      

 

(2.47) 

И наконец, определим точку 5C : 

1

2

3

5 4

5

6

7

1 2

3 4

1 0 0 0 0 0
15625 18750 9375 2500 375 46656 1

64 192 240 160 60 729 1
1 6 15 20 15 64 1
1 12 60 160 240 729 64
1 30 375 2500 9

2267481600000 349920000

375 46656 15625
0 0 0 0 0

69984000000 141717600000

1
46656

729 64 0

M
M

M
M
M
M

M
M M
M M

  

    
    

 5 6

7

5
5

1 2 3 4 5 6 7

139968000000 1749600000
19727089920000

729 46656

1 6 15 20 15 296 .
6 5 4 3

.

2 20

M M
M

C

M M M M M M M

   



 


       

 

(2.48) 

Подставим значения точек 1 2 3 4 5, , , ,C C C C C  в уравнение (2.40): 
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1 2 3
6 5

1

4 5 6 7

1 2 3 4
4 2

5 6 7

1 2 3

4 5

15
2

6
15 6
4 5

222 201 308
25 10 1515

123 102 29
10 25 50
227 189 837
200 25 4020

83

29 6
20
20 1
3 6

227
15

730
40

0

M M M
M M t t t

M M M M

M M M M
t t

M M M

M M M

M M

          
             



 
     

  
   
  

   


 

3 3

6 7

1 2 3 4
2 4

5 6 7

1 2 3
5 6

7

4 5 6 7

189 227
25 200

29 102 123 308
50 25 10 1515

201 222 227
10 25 150

1 6 15
6 5 46 .
20 15 296
3 2 20

t t
M M

M M M M
t t

M M M

M M M
tt M t

M M M M

 
 

 
  
  
     

  
   
  
     

  
    
  

 

(2.49) 

Преобразуем полученное уравнение: 
6 5 4 2 3 3 2 4 5

1

5 4 2 3 3 2 4 5
2

5 4 2 3 3 2 4 5
3

5 4 2 3 3 2 4 5
4

5

8,7 22,7 22,7 8,7

36 133,2 151,2 61,2 7,2

45 301,5 418,5 184,5 22,5

40 308 600 308 40

22,5

M M t t t t t t t t t tt

M t t t t t t t t tt

M t t t t t t t t tt

M t t t t t t t t tt

M

        
       
        
       

  5 4 2 3 3 2 4 5

5 4 2 3 3 2 4 5
6

5 4 2 3 3 2 4 5 6
7

184,5 418,5 301,5 45

7,2 61,2 151,2 133,2 36

8,7 22,7 22,7 8,7 .

t t t t t t t t tt

M t t t t t t t t tt

M t t t t t t t t tt t

      
       
        

 (2.50) 

Воспользуемся программным пакетом Maple для построения и исследования 

полученного уравнения кривой Бернштейна. Результаты исследований приведены 

на рисунке 2.6. Экспериментальным путем установлено, что дуги кривых, постро-

енные предложенным в подразделе 2.3.1 методом, могут осциллировать, как пока-
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зано на рисунке 2.6а, особенно дуги кривых более чем 3-го порядка. Но при опре-

деленном расположении точек в плоскости предложенная методика дает приня-

тый результат, без осцилляций, как показано на рисунке 2.6б. Это объясняется 

тем, что дуга кривой n  го порядка в общем случае принадлежит к n му про-

странству. Эти дуги кривых могут существовать и в пространстве меньшей раз-

мерности, но в качестве проекций, а при проектировании форма кривой меняется. 

Но точечные уравнения, полученные в результате исследований, являются инва-

риантными относительно размерности пространства и разработаны для геометри-

ческого моделирования многопараметрических явлений и процессов, модели ко-

торых располагаются в многомерном пространстве. Поэтому точечные уравнения, 

предложенные в данном диссертационном исследовании, являются справедливы-

ми для построения адекватных моделей явлений и процессов, но представить их в 

многомерном пространстве не удается. Даже если использовать эпюр Радищева, 

то дуги кривых, которые расположены в многомерном пространстве, будут изо-

бражаться в качестве искаженных проекций дуг кривых.  

 

 
 

 

 

 

 

а)                                                                       б) 
Рисунок 2.6. Дуга кривой 6-го порядка, 

проходящей через 7 наперед заданных точек 
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2.4 Конструирование дуг кривых, проходящих через несобственные точки 

 

2.4.1 Точечное уравнение дуги кривой 2-го порядка  

с одной несобственной точкой 

 

Известно, что парабола 2-го порядка од-

нозначно определяется четырьмя точками. 

Определим дугу параболы в симплексе ABC  

(рис. 2.7). В соответствии с геометрической 

схемой, дуга параболы будет проходить через 

точки , , ,A C C B . Точка C  является несобст-

венной и определяет направление веток пара-

болы. 

Несобственную точку C  определим как 

направление прямой CCT : 

( )C CT B A t A   . (2.51) 

В соответствии с геометрической схемой (рис. 2.7) прямые AK  и CT C  парал-

лельны. Тогда треугольники ABK  и CBCT  аффинно-равны и образуют соответст-

вующие соотношения: 

1C C
C C

C C

T A CK C K tt t K B C
BA BK B K t t

 
      


, (2.52) 

где 1C Ct t  . 

В качестве текущего параметра принимаем параметр t , который определяет-

ся следующим соотношением: 

( )TA T At t T B A t A
BA B A


      


. (2.53) 

Согласно геометрической схемы (рис. 2.7) прямые CKT  и TN  параллельны. 

Учитывая, что треугольники CAKT  и ATN  аффинно-равны, получим следующие 

соотношения: 

A  B  

C  

C  

M  
K  

N  

T  CT  
  

Рисунок 2.7. Геометричес-
кая схема конструирова-
ния дуги параболы 2-го 

порядка 
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C CKT T A
NT TA

 . (2.54) 

Из соотношения (2.54) определим точку N : 

,

( )( ) .

C C

C

C

K T T A
N T T A
K T T AN T

T A

 


 
 

 


 (2.55) 

Подставляем значения точек ,K T  и CT  в уравнение (2.55) и после опреде-

ленных преобразований, получим уравнение точки N : 

( )C

C C C C

t t t tN A B C
t t t t
 

   . (2.56) 

Или в другом виде: 

   ( )C

C C

t t tN A C B C C
t t
 

     . (2.57) 

Аналогично треугольники ABN  и BTM  подобны. Исходя из этого, получим 

следующее соотношение: 

TB MB
AB NB

 . (2.58) 

Подставляем значения точек ,N T  в соотношение (2.58) и после определен-

ных преобразований, получим уравнение точки M : 

,

( ) ( ) .C C

C C C C

T B M B
A B N B

t t t t t t ttM A B C
t t t t

 


 
 

  
 (2.59) 

Утверждение. Дуга параболы 2-го порядка, которая определяется точками 

, , ,A C C B , описывается уравнением: 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) .

C C

C C C C

C C

C C

t t t t t t ttM A B C
t t t t
t t t t t tA C B C C

t t

 
   

 
    

 (2.60) 

где , ,A C B  – точки, через которые проходит дуга параболы; 
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0 1t   – параметр, который определяет дугу параболы; 

1t t   – дополнение параметра t  до единицы; 

Ct  – значение параметра, который определяет несобственную точку дуги 

параболы;  

1C Ct t   – дополнение параметра Ct  до единицы. 

Представим уравнение (2.60) в параметрическом виде: 

( ) ( )( ) ( ) ,

( ) ( )( ) ( ) ,

( ) ( )( ) ( ) ,

...

C C
M A C B C C

C C

C C
M A C B C C

C C

C C
M A C B C C

C C

t t t t t tx x x x x x
t t

t t t t t ty y y y y y
t t

t t t t t tz z z z z z
t t

 
    

 
    

 
    

 (2.61) 

При практическом применении полученное уравнение можно упростить, ес-

ли принять параметр 1
2Ct  . Это позволяет наилучшим образом приспособить 

точку C  к дискретной опуклости. Тогда уравнение (2.60) принимает следующий 

вид: 

 (2.62) 

Представим полученное уравнение в параметрической форме: 

( ) (1 2 ) ( ) (1 2 ) ,
( ) (1 2 ) ( ) (1 2 ) ,
( ) (1 2 ) ( ) (1 2 ) ,

...

M A C C B C

M A C C B C

M A C C B C

x x x t t x x t t x
y y y t t y y t t y
z z z t t z z t t z

      
      

      
 (2.63) 

Следует отметить, что уравнение (2.62) полностью совпадает с уравнением 

(2.19), но представлено в другой форме. Отсюда можно сделать вывод, про одина-

ковые геометрические свойства полученных уравнений дуг парабол 2-го порядка. 

 

 

 

 

( ) (1 2 ) ( ) (2 1) .M A C t t B C t t C        
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2.4.2 Точечное уравнение дуги кривой 3-го порядка 

с двумя несобственными точками 

 

Определим вершины трехмерного 

симплекса 1 2 3 4A A A A , как точки, при-

надлежащие кривой 3-го порядка (рис. 

2.8). Тогда пары прямых 1 2A A  и 3 4A A , 

1 4A A  и 2 3A A  составляют пары проти-

воребер, то есть скрещивающихся 

прямых. Также кривая третьего поряд-

ка будет проходить через точки 5A  и 

6A . 

Определим точки 12H , 23K  и 34F , 

которые принадлежат соответственно 

ребрам 1 2A A , 2 3A A  и 3 4A A , с помощью 

трех параметров: 

12 1 2H Ah A h  ; 

23 2 3K A k A k  ; 

34 3 4F A f A f  . 

(2.64) 

Точку 41L  на ребре 1 4A A  определим, как пересечение прямой 1 4A A  с плоско-

стью 12 23 34H K F . Для этого на ребре 1 4A A  зададим текущую точку P : 

4 1 .P A l A l   (2.65) 

Находим объем пирамиды 12 23 34 41H K F L , который должен равняться нулю. Со-

гласно v теоремы  БН-исчисления [5], получим: 

0 0
0 0

0
0 0

0 0

l l
k k

f f
h h

 . (2.66) 

Рисунок 2.8. Построение персече-
ния прямой с гранями тетраедра 
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Отсюда находим параметр l : 

khfl
khf khf




; 1 khfl l
khf khf

  


. (2.67) 

Подставляем значения параметров (2.67) в уравнение (2.65), получаем: 

41 1 4
khf khfL A A

khf khf khf khf
 

 
. (2.68) 

Аналогичным образом определяем точки 12'H , 34'F , 23'K  и 41'L : 

12 1 2' ' 'H A h A h  ; 34 3 4' ' 'F A f A f  ; 23 2 3' ' 'K A k A k  ; 

41 1 4
' ' ' ' ' ''

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
k h f k h fL A A

k h f k h f k h f k h f
 

 
. 

(2.69) 

Точка 123I  принадлежит плоскости 1 2 3A A A . Определим точку 123I , как пересе-

чение прямых 12 23H K  и 12 23' 'H K  в локальном симплексе 1 2 3A A A . Для этого на 

прямой 12 23H K  определим текущую точку P , с помощью параметра u : 

 12 23 1 2 3P H u K u A hu A hu ku A ku      , де 1u u  . (2.70) 

Тогда для определения точки 123I  площадь треугольника 12 23' 'PH K  должна 

равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-исчисления [5], получим: 

' ' 0 0
0 ' '

hu hu ku ku
h h

k k


 . (2.71) 

Определим значение параметра u  из соотношения (2.71): 

' ' '
' '

h k h ku
hk h k





. (2.72) 

Далее определяем u : 

' ' '1
' '

hk h ku u
hk h k


  


. (2.73) 

Подставляем выражения (2.72) и (2.73) в уравнение (2.70) и после определен-

ных преобразований получим: 

   
123 1 2 3

' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '

kh h k kk h h hh k kh k h k hk h kI A h A A k
hk h k hk h k hk h k

     
  

  
. (2.74) 
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Аналогичным образом определим точку 134J , как пересечение прямых 41 34L F  

и 41 34' 'L F  в локальном симплексе 1 3 4A A A . Для этого на прямой 41 34L F  определим 

текущую точку P , с помощью параметра u : 

41 34 1 3 4
khf khfP L u F u A u A uf A u uf

khf khf khf khf
 

        
, де 1u u  . (2.75) 

Тогда для определения точки 134J  площадь треугольника 41 34' 'PL F  должна 

равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-исчисления [10], получим: 

' ' ' ' ' '0 0
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '

0 ' '

khf khfu uf u uf
khf khf khf khf

k h f k h f
k h f k h f k h f k h f

f f


 


 

. (2.76) 

Отсюда находим параметр u . 

  
   
' ' '

' ' 1 ' 1 ' '
k h khf khf f f

u
k h ff k h khf f h k

 


    
. (2.77) 

Теперь находим u : 

   
' ' ' ' ' '1

' ' 1 ' 1 ' '
khfk h f khfk h fu u

k h ff k h khf f h k


  
    

. (2.78) 

Подставим выражения (2.77) и (2.78) в уравнение (2.75) и после определен-

ных преобразований получим: 

 
   

   

   

134 1

3

4

' ' '
' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' ' '
' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' '.
' ' 1 ' 1 ' '

khk h f f
J A

k h f k h khf h k

khfk h f khfk h fA
k h f k h khf h k

khfk h khk h fA f
k h f k h khf h k


 

    


 

    




    

 (2.79) 
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Теперь рассмотрим 

геометрический алгоритм 

построения текущей точки 

дуги кривой 3-го порядка 

методом подвижного 

симплекса (рис. 2.9). Па-

раметрическая точка T , 

двигаясь по прямой 1 3A A , 

создает подвижный сим-

плекс 123 134TI J , который 

вращается вокруг оси 

123 134I J . Этот симплекс пе-

ресекаясь с противореб-

рами тетраэдра создает 

соответственно точки 12T , 23T , 34T  і 41T . Текущую точку M  кривой третьего по-

рядка определим, как пересечение двух прямых 12 34T T  и 23 41T T . 

Определим точку T  с помощью следующего точечного уравнения: 

1 3T A t A t  . (2.80) 

Теперь определим точку 12T , как пересечение прямых 1 2A A  и 123TI . Для этого 

на прямой 123TI  определим текущую точку P , с помощью параметра u : 

   

123 1

2 3

' ' '
' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' .
' ' ' '

h k h kP Tu I u A tu hu
hk h k

kh h k kk h h hh k k hk h kA u A k u tu
hk h k hk h k

       
      

     

 (2.81) 

Площадь треугольника 1 2A A P  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы 

БН-исчисления, получим: 

Рисунок 2.9. Геометрический алгоритм построе-
ния текущей точки дуги кривой 3-го порядка 
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   ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '
1 0 0 0.
0 1 0

kh h k kk h h hh k kh k h k hk h ktu hu u k u tu
hk h k hk h k hk h k

     
 

  
  (2.82) 

Отсюда определим параметр u : 

 
   

' ' '
' ' ' ' '

k hk h k
u

k hk h k t hk h k



  

. (2.83) 

Теперь находим u : 

 
   

' '
1

' ' ' ' '
t hk h k

u u
k hk h k t hk h k

 
  

  
. (2.84) 

Подставляем выражения (2.83) и (2.84) в уравнение (2.81): 

   
   

   
   

12 1 12 2 12 1

2

' ' ' ' ' '

' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' '

hk h k kt h k h k ht
T A t A t A

k hk h k t hk h k

h k kh kk h h hh k k
A t

k hk h k t hk h k

  
   

  

    


  

 (2.85) 

Аналогичным образом находим 23T  точку пересечения прямых 2 3A A  и 123TI . 

Площадь треугольника 2 3A A P  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-

исчисления, получим: 

   ' ' ' ' ' '' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '
0 1 0 0.
0 0 1

kh h k kk h h hh k kh k h k hk h ktu hu u k u tu
hk h k hk h k hk h k

     
 

  
  (2.86) 

Найдем параметр u : 

 
   

' ' '
' ' ' ' '

h k h k h
u

h k h k h hk h k t



  

. (2.87) 

Теперь находим u : 

 
   

' '
1

' ' ' ' '
hk h k t

u u
h k h k h hk h k t

 
  

  
. (2.88) 
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Подставляем выражения (2.87) и (2.88) в уравнение (2.85): 

   
   

   
   

23 2 23 3 23 2

3

' ' ' ' ' '
' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' '

kh h k kk h h hh k k
T A t A t A t

h k h k h hk h k t

h k h k ht hk h k kt
A

h k h k h hk h k t

     
   

  

  


  

 (2.89) 

Определим точку 34T , как пересечение прямых 134TJ  и 3 4A A  в симплексе 

1 3 4A A A . 

 
   

   

   

134 1

3

4

' ' '
' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' ' '
' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' ' .
' ' 1 ' 1 ' '

khk h f f
P Tu J u A u tu

k h f k h khf h k

khfk h f khfk h fA u tu
k h f k h khf h k

khfk h khk h fA f u
k h f k h khf h k

 
     

     
 

   
     




    

 (2.90) 

Площадь треугольника 3 4A A P  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы 

БН-исчисления, получим: 

 
 
 

 
 

 
 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' 1 ' ' 1 ' ' 1

' 1 ' ' ' 1 ' ' ' 1 ' '

0 1 0 0.
0 0 1

khk h f f khfk h f khfk h f khfk h khk h fu tu u tu f u
k h f k h k h f k h k h f k h

khf h k khf h k khf h k

  
 

             
     
                  

  (2.91) 

Найдем параметр u : 

 
     

' ' '
' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '

khk h f f
u

khk h f f tk h f k h tkhf h k



      

. (2.92) 

Теперь находим u : 

   
     

' 1 ' ' ' ' 1
1

' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '
tkhf h k tk h f k h

u u
khk h f f tk h f k h tkhf h k

    
  

      
. (2.93) 

Подставляем выражения (2.92) и (2.93) в уравнение (2.90): 



 71 

   
     

 
     

34 3 34 4 34

3

4

' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '

T A t A t

khk h f f t t khfk h f khfk h f
A

khk h f f tk h f k h tkhf h k

f khk h f khfk h
A t

khk h f f tk h f k h tkhf h k

  

  
 

      




      

 
(2.94) 

Аналогичным образом определим точку 41T . При этом площадь треугольника 

1 4A A P  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-исчисления, получим: 

 
 
 

 
 

 
 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' 1 ' ' 1 ' ' 1

' 1 ' ' ' 1 ' ' ' 1 ' '

1 0 0 0.
0 0 1

khk h f f khfk h f khfk h f khfk h khk h fu tu u tu f u
k h f k h k h f k h k h f k h

khf h k khf h k khf h k

  
 

             
     
                  

  (2.95) 

Найдем параметр u : 

   
' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '
khfk h f khfk h fu

khfk h f khfk h f tk h f k h tkhf h k



      

. (2.96) 

Теперь находим u : 

   
   

' 1 ' ' ' ' 1
1

' ' ' ' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '
khf h k k h f k h

u u t
khfk h f khfk h f tk h f k h tkhf h k

    
  

      
. (2.97) 

Подставляем выражения (2.96) и (2.97) в уравнение (2.94): 

   
   

 
   

41 4 41 1 41

1

4

' ' ' ' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '

' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' 1 ' 1 ' '

T A t At

t khfk h f khfk h f tkhk h f f
A

khfk h f khfk h f tk h f k h tkhf h k

tf khk h f khfk h
A

khfk h f khfk h f tk h f k h tkhf h k

  

  
 

      




      

 
(2.98) 

Определим текущую точку M  кривой 3-го порядка, как пересечение прямых 

12 34T T  и 23 41T T . Для этого на прямой 12 34T T  определим текущую точку Q : 

12 34 1 12 2 12 3 34 4 34Q T u T u A t u A t u A t u A t u      . (2.99) 
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Площадь треугольника 23 41QT T  должна равняться нулю. Составим матрицу 

параметров:  

12 12 34 34

23 23

41 41

0 0 0
0 0

t u t u t u t u
t t

t t

 
   
 
 

. (2.100) 

Вычеркиваем первый столбик матрицы. Полученный определитель должен 

равняться нулю. 

12 34 34

23 23

41

0 0
0 0

t u t u t u
t t

t
 . (2.101) 

Отсюда находим параметр u : 

12 23

12 23 23 34

t tu
t t t t




. (2.102) 

Тогда точечное уравнение дуги кривой 3-го порядка будет иметь следующий 

вид: 

12 23 34 12 23 34 12 23 34 12 23 34
1 2 3 4

12 23 23 34 12 23 23 34 12 23 23 34 12 23 23 34

t t t t t t t t t t t tM A A A A
t t t t t t t t t t t t t t t t

   
   

. (2.103) 

Либо в другой, более традиционной для БН-исчисления, форме: 

   

 

12 23 34 12 23 34
1 4 2 4

12 23 23 34 12 23 23 34

12 23 34
3 4 4

12 23 23 34

.

t t t t t tM A A A A
t t t t t t t t

t t tA A A
t t t t

    
 

  


 (2.104) 

На основе геометрической схемы конструирования дуги кривой 3-го порядка, 

проходящей через 6 точек (рис. 2.10), получим новую геометрическую схему кон-

струирования кривой 3-го порядка с двумя несобственными точками. 

Определим вершины трехмерного симплекса 1 2 3 4A A A A , как точки, принадле-

жащие кривой 3-го порядка (рис. 2.10). Тогда пары прямых 1 2A A  и 3 4A A ,  1 4A A  и 

2 3A A  составляют пары противоребер. 

Определим точки 41L , 23K  и 34F , принадлежащие соответственно ребрам 

1 4A A , 2 3A A  и 3 4A A , с помощью трех параметров: 
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41 4 1L A l A l  ;  23 2 3K A k A k  ;  34 3 4F A f A f  . (2.105) 

 

Учитывая, что прямые 23 41K L  и 12 34H F  параллельны, получим следующее со-

отношение: 

   
12 34 34 23 41

1 2 3 4 .

H F u Nu F K u L u

Alu A ku A ku f A f lu

     

      
 (2.106) 

Определим значение параметра u  по условию принадлежности точки 12H  

плоскости 1 2 3A A A . Согласно s  теоремы БН-исчисления, имеем: 

Рисунок 2.10. Построение пересечения прямой с гранями тетраедра 
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1 0 0 0
0 .

0 1 0 0
0 0 1 0

lu ku ku f f lu
fu
l

  

    (2.107) 

Подставим значение параметра u  в уравнение (2.106): 

12 1 2 3 .fl fk fk flH A A A
l l l

 
    (2.108) 

Аналогичным образом определим точку 34'F , принадлежащую плоскости 

1 3 4A A A . 

12 1 2' ' 'H A h A h  ;  41 4 1' ' 'L A l A l  ;  23 2 3' ' 'K A k A k  ; 

   
34 12 12 41 23

1 2 3 4

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' .

F H u N u H L u K u

A h l u A h k u A k u A l u

     

     
 

(2.109) 

Определим значение параметра u  по условию принадлежности точки 34'F  

плоскости 1 3 4A A A . Согласно s  теоремы БН-исчисления, имеем: 

' ' ' ' ' '
1 0 0 0 '0 .

'0 0 1 0
0 0 0 1

h l u h k u k u l u
hu
k

  

    (2.110) 

Подставим значение параметра u  в уравнение (2.109): 

34 1 3 4
' ' ' ' ' ' ' '' .

' ' '
h k h l h k h lF A A A

k k k
 

    (2.111) 

Точка 123I  принадлежит плоскости 1 2 3A A A . Определим точку 123I , как пересе-

чение прямых 12 23H K  и 12 23' 'H K  в локальном симплексе 1 2 3A A A . Для этого на 

прямой 12 23H K  определим текущую точку 123I , с помощью параметра u : 

123 12 23 1 2 3
flu fku klu fku flu kluI H u K u A A A
l l l

   
     . (2.112) 

Тогда для определения точки 123I  площадь треугольника 123 12 23' 'I H K  должна 

равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-исчисления, получим: 
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 
  

 
  

' ' 0 0,
0 ' '

' '
,

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

flu fku klu fku flu klu
l l l
h h

k k

h l k k
u

fh k l h k k f l fh k l

fh k l fh k k fh k l
u

fh k l h k k f l fh k l

   



 


   

  


   

 

(2.113) 

Подставим значение параметра u  в уравнение (2.112) и получим уравнение 

точки 123I  в симплексе 1 2 3A A A : 

 
  

 
  

 
  

123 1

2

3

' '
' ' ' ' ' '

' ' ' '
' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

fh l k k
I A

fh k l h k k f l fh k l

k fh k l fh k l
A

fh k l h k k f l fh k l

fh kk l fh l k k fh kk l
A

fh k l h k k f l fh k l


 

   


 

   

  


   

 (2.114) 

Аналогичным образом определим точку 134J , как пересечение прямых 41 34L F  

и 41 34' 'L F  в локальном симплексе 1 3 4A A A . Для этого на прямой 41 34L F  определим 

текущую точку 134J , с помощью параметра u : 

 134 41 34 1 3 4 .J L u F u A lu A fu A lu fu       (2.115) 

Тогда для определения точки 134J  площадь треугольника 134 41 34' 'J L F  должна 

равняться нулю. Согласно s  теоремы БН-исчисления, получим: 
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 
 

 

' 0 ' 0,
' ' ' ' ' ' ' '

' ' '
' ' ' ' ' ' ,

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

lu fu lu fu
l l

h k h l h k h l
k k k

fh k l fh k lu
h k l l fh k l fh k l

h k l l
u

h k l l fh k l fh k l




 




  




  

 

(2.116) 

Подставим значение параметра u  в уравнение (2.115) и получим уравнение 

точки 134J  в симплексе 1 3 4A A A : 

 
 

 
 

 
 

134 1

3

4

' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

l fh k l fh k l
J A

h k l l fh k l fh k l

fh k l l
A

h k l l fh k l fh k l

l fh k l fh k l
A

h k l l fh k l fh k l


 

  


 

  




  

 (2.117) 

Теперь рассмотрим геометрический алгоритм построения текущей точки ду-

ги кривой 3-го порядка с двумя несобственными точками методом подвижного 

симплекса (рис. 2.11). Параметрическая точка T , двигаясь по прямой 1 3A A , обра-

зует подвижный симплекс 123 134TI J , который вращается вокруг оси 123 134I J . Этот 

симплекс пересекаясь с противоребрами тетраэдра образует соответственно точки 

12T , 23T , 34T  и 41T . Текущую точку M  кривой третьего порядка определим, как пе-

ресечение двух прямых 12 34T T  и 23 41T T . 

Определим точку T  следующим точечным уравнением: 

1 3T A t A t  . (2.118) 

Теперь определим точку 12T , как пересечение прямых 1 2A A  и 123TI . Для этого 

на прямой 123TI  определим текущую точку 12T , с помощью параметра 12t : 

12 12 123 12.T Tt I t   (2.119) 
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Подставим уравнение (2.114) и (2.118) в (2.119), получим: 

 
  

 
  

 
  

12 1 12 12

2 12

3 12 12

' '
' ' ' ' ' '

' ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

fh l k k
T A tt t

fh k l h k k f l fh k l

k fh k l fh k l
A t

fh k l h k k f l fh k l

fh kk l fh l k k fh kk l
A tt t

fh k l h k k f l fh k l

 
   

     


 
   

   
  

     

 (2.120) 

Площадь треугольника 1 2 12A A T  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы 

БН-исчисления, имеем: 

12 12 12

1 0 0
0 1 0 0,
p q r

   (2.121) 

Рисунок 2.11. Геометрический алгоритм построения 
текущей точки дуги кривой 3-го порядка 
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где 12p , 12q , 12r  - соответствующие параметры из уравнения (2.120). 

Раскроем определитель (2.121): 

 
  12 12 12

' ' ' ' ' '
0.

' ' ' ' ' '
fh kk l fh l k k fh kk l

r tt t
fh k l h k k f l fh k l

  
  

   
  (2.122) 

Решим уравнение (2.122) относительно параметра 12t : 

  
     

   
     

12

12

' ' ' ' ' '
,

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

fh kk l fh l k k fh kk l
t

h k k ft lt fl fh k l fh k l k t

t fh k l h k k f l fh k l
t

h k k ft lt fl fh k l fh k l k t

   


     

   


     

 (2.123) 

Подставим значение параметра 12t  в уравнение (2.119): 

  
     

   
     

12

123

' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

fh kk l fh l k k fh kk l
T T

h k k ft lt fl fh k l fh k l k t

t fh k l h k k f l fh k l
I

h k k ft lt fl fh k l fh k l k t

   
 

     

   


     

 (2.124) 

Аналогичным образом определим точки 23T , 34T  и 41T  с помощью соответст-

вующих параметров 23t , 34t  и 41t . 

23 23 123 23.T Tt I t   (2.125) 

Подставив уравнения (2.114) и (2.118) в (2.125) получим: 

 
  

 
  

 
  

23 1 23 23

2 23

3 23 23

' '
' ' ' ' ' '

' ' ' '

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' '

fh l k k
T A tt t

fh k l h k k f l fh k l

k fh k l fh k l
A t

fh k l h k k f l fh k l

fh kk l fh l k k fh kk l
A tt t

fh k l h k k f l fh k l

 
   

     


 
   

   
  

     

 (2.126) 

Площадь треугольника 2 3 23A A T  должна равняться нулю. Согласно s  теоре-

мы БН-исчисления имеем: 



 79 

23 23 23

0 1 0
0 0 1 0,

p q r
  (2.127) 

где 23p , 23q , 23r  - соответствующие параметры из уравнения (2.126). 

Раскроем определитель (2.127): 

 
  23 23 23

' '
0.

' ' ' ' ' '
fh l k k

p tt t
fh k l h k k f l fh k l


  

   
 (2.128) 

Решим уравнение (2.128) относительно параметра 23t : 

 
    

    
    

23

23

' '
,

' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' 2 ' '
.

' ' ' ' ' ' ' '

fh l k k
t

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k
t

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k

 


       
       
       

 (2.129) 

Подставим значение параметра 23t  в уравнение (2.126): 

 
    

    
    

23

123

' '
' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' 2 ' '
.

' ' ' ' ' ' ' '

fh l k k
T T

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k
I

t fh k l h k k f l fh k l fh l k k

 
 

       
       
       

 (2.130) 

Определим точку 34T  с помощью параметра 34t . 

34 34 134 34.T Tt J t   (2.131) 

Подставив уравнения (2.117) и (2.130) в (2.131) получим: 

 
 

 
 
 

 

34 1 34 34

3 34 34

4 34.

' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

l fh k l fh k l
T A tt t

h k l l fh k l fh k l

fh k l l
A tt t

h k l l fh k l fh k l

l fh k l fh k l
A t

h k l l fh k l fh k l

 
   

    
 

      




  

 (2.132) 

Площадь треугольника 4 3 34A A T  должна равняться нулю. Согласно s  теоре-

мы БН-исчисления имеем: 
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34 34 34

0 1 0 0,
0 0 1

p q r
  (2.133) 

где 34p , 34q , 34r  - соответственно параметры из уравнения (2.132). 

Раскроем определитель (2.133): 

 
 34 34 34

' ' ' ' ' '
0.

' ' ' ' ' ' ' ' '
l fh k l fh k l

p tt t
h k l l fh k l fh k l


  

  
 (2.134) 

Решим уравнение (2.134) относительно параметра 34t : 

 
    

   
    

34

34

' ' ' ' ' '
,

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

l fh k l fh k l
t

t l fh k l fh k l th k l l

t fh k l fh k l th k l l
t

t l fh k l fh k l th k l l

 


   

  


   

 (2.135) 

Подставим значение параметра 34t  в уравнение (2.131): 

 
    

   
    

34

134

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

l fh k l fh k l
T T

t l fh k l fh k l th k l l

t fh k l fh k l th k l l
I

t l fh k l fh k l th k l l

 
 

   

  


   

 (2.136) 

       Определим точку  41T  с помощью параметра 41t . 

41 41 134 41.T Tt J t   (2.137) 

Подставив уравнения(2.117) и (2.118) в (2.137) получим: 

 
 

 
 
 

 

41 1 41 41

3 41 41

4 41.

' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

l fh k l fh k l
T A tt t

h k l l fh k l fh k l

fh k l l
A tt t

h k l l fh k l fh k l

l fh k l fh k l
A t

h k l l fh k l fh k l

 
   

    
 

      




  

 (2.138) 

Площадь треугольника 41 4 1T A A  должна равняться нулю. Согласно s  теоремы 

БН-исчисления имеем: 



 81 

41 41 41

0 0 1 0,
1 0 0

p q r
  (2.139) 

где 41p , 41q , 41r  - соответствующие параметры из уравнения (2.138). 

Раскроем определитель (2.139): 

 
 41 41 41

' ' '
0.

' ' ' ' ' ' ' ' '
fh k l l

q tt t
h k l l fh k l fh k l


  

  
 (2.140) 

Решим уравнение (2.140) относительно параметра 41t : 

 
    
    
    

41
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' ' '
,

' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' 2 ' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

fh k l l
t

h k l l t f t fh k l fh k l

h k l l t f t fh k l fh k l
t

h k l l t f t fh k l fh k l

 


   

   


   

 (2.141) 

Подставим значение параметра 41t  в уравнение (2.137): 

 
    
    
    

41

134

' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' 2 ' ' ' ' ' '
.

' ' ' ' ' ' ' ' '

fh k l l
T T

h k l l t f t fh k l fh k l

h k l l t f t fh k l fh k l
I

h k l l t f t fh k l fh k l

 
 

   

   


   

 (2.142) 

Определим текущую точку M  дуги кривой 3-го порядка, как пересечение 

прямых 12 34T T  и 23 41T T  в подвижном симплексе 123 134TI J . Для этого на прямой 12 34T T  

определим точку M  с помощью параметра u : 

 12 34 123 12 134 34 34 12 .M T u T u I t u J t u T t u t u       (2.143) 

Площадь треугольника 23 41MT T  должна равняться нулю. Согласно s  теоре-

мы БН-исчисления, имеем: 

12 34 34 12

23 23

41 41

0 0.
0

t u t u t u t u
t t

t t


   (2.144) 

Отсюда определим параметр u : 
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 
   

 
   

12 23 41 41 34 23

41 34 23 12 23 41 41 34 23 12 23 41

,    .
t t t t t t

u u
t t t t t t t t t t t t

 
 

     
  (2.145) 

Подставим значение параметра u  в уравнение (2.143). После определенных 

преобразований получим уравнение дуги кривой 3-го порядка с двумя несобст-

венными точками в симплексе 123 134TI J : 

 
   

 
   

   
   

41 34 12 23
123

41 34 23 12 23 41

12 23 34 41
134

41 34 23 12 23 41

12 23 34 41 41 34 12 23

41 34 23 12 23 41

.

t t t t
M I

t t t t t t

t t t t
J

t t t t t t

t t t t t t t t
T

t t t t t t


 

  


 

  

  


  

 (2.146) 

Переходим к симплексу 1 2 3 4A A A A . Для этого подставим уравнения (2.114), 

(2.117), (2.123), (2.129), (2.135) и (2.141) в (2.146). Поскольку искомое уравнение 

является достаточно сложным и большим, представим результат в виде расчетно-

го алгоритма. 

1. Определяем точки 123I  и 134J  соответственно из уравнений (2.114) и 

(2.117). 

2. Находим точку T  из уравнения (2.80). 

3. Определяем точки 12T , 23T , 34T  и 41T  с помощью соответствующих пара-

метров 12t , 23t , 34t  и 41t  из уравнений (2.124), (2.130), (2.136) и (2.142). 

4. Находим уравнение дуги кривой 3-го порядка с двумя несобственными 

точками с помощью уравнения (2.146). 

 

2.5 Способ конструирования геометрических моделей 

многокомпонентных систем 

 

Используя свойства БН-исчисления, в работах [47,63,74] был разработан ме-

тод подвижного симплекса, сущность которого состоит в возможности создания 

новых пространственных форм, используя геометрические объекты симплекса 

пространства, который, в свою очередь, движется в пространстве по каким-то за-
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конам. Если симплекс пространства будет подвижным, то есть каким-то образом 

менять свое положение в пространстве, то он становится прообразом новых про-

странственных форм. Предложенный в [47,63,74] метод по своему смыслу похож 

на кинематический способ создания пространственных форм. Однако он пред-

ставляет собой более широкое понятие и допускает обобщение на пространство 

более высоких размерностей. 

 

2.5.1 Геометрическая сущность метода подвижного симплекса 

 

Для более детального понимания предложенного способа, сначала рассмот-

рим понятие симплекса пространства. Симплекс либо n-мерный тетраэдр (от лат. 

Simplex – простой) – геометрическая фигура, которая является n-мерным обобще-

нием треугольника. В общем случае, симплекс – это выпуклая оболочка n+1 то-

чек, которые не принадлежат ни одной гиперплоскости n-мерного Эвклидова про-

странства. Эти точки называются вершинами симплекса. Для БН-исчисления 

вершины симплекса являются исходными данными. Как видно из определения, 

симплекс непосредственно связан с размерностью пространства, в котором рас-

сматриваются геометрические объекты. Так симплекс двух точек образует одно-

размерное пространство – линию. Симплекс трех точек образует двухмерное про-

странство – плоскость. Симплекс четырех точек образует трехмерное пространст-

во и т.д. 

Далее на примерах рассмотрим, как можно использовать метод подвижного 

симплекса для образования новых геометрических объектов. 

 

Метод подвижного симплекса одномерного пространства 

Рассмотрим геометрический алгоритм образования такого простого и, вместе 

с тем, широко используемого пространственного образа, как круг. Выберем про-

извольную прямую – одномерный симплекс двух точек и будем вращать ее вокруг 

одной из вершин симплекса, тогда другая вершина симплекса опишет дугу круга. 

Таким образом, методом подвижного симплекса одномерного пространства мож-
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но задать круг, причем положение этого кругу в пространстве более высоких раз-

мерностей будет зависеть от параметров (координат) вершин симплекса, заданно-

го в определенном пространстве. 

В подразделе 2.2 диссертационной работы было рассмотрено определение 

дуги параболы 2-го порядка, как кривой одного отношения, соответственно к гео-

метрической схеме конструирования дуги параболы 2-го порядка (рис. 2.2).  В 

этом случае прямая 1 2B B  – одномерный симплекс двух точек 1B  и 2B , движется по 

определенным законам: вершина симплекса 1B  движется по прямой 1 3A A  в на-

правлении точки 3A , а вершина симплекса 2B  движется по прямой 3 2A A  в направ-

лении точки 2A . В свою очередь, в подвижном симплексе 1 2B B  движется точка 

M по закону прямо связанным с законом движения точек 1B  и 2B . Совокупность 

движения подвижного симплекса 1 2B B  и точки M  в нем создает новый простран-

ственный образ – дугу параболы 2-го порядка, который определен в двухмерном 

пространстве. 

К аналогичным примерам можно отнести конструирование любой дуги кри-

вой линии в непрерывной геометрии, при условии существования непрерывного 

геометрического алгоритма конструирования дуги кривой. Также можно отме-

тить, что все разнообразие движения одномерного симплекса сводится либо к 

вращению этого пространства вокруг одной из вершин симплекса (фиксируется 

одна из вершин симплекса), либо к движению всего симплекса (обеих вершин) в 

пространстве более высокой размерности (в частности, в двумерном пространст-

ве) по определенному закону движения. 

Во втором разделе было рассмотрено несколько примеров использования ме-

тода подвижного симплекса одномерного пространства для конструирования дуг 

алгебраических кривых, проходящих через наперед заданные точки, не только по 

известным ранее геометрическим алгоритмам образования этих дуг кривых, а и 

предложены новые геометрические схемы конструирования дуг кривых с наперед 

заданными свойствами. 
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Метод подвижного симплекса двумерного пространства 

 

Для двумерного пространства, симплекс которого определяется тремя точка-

ми, движение симплекса может совершаться тремя способами. В общем случае 

движение симплекса может осуществляться в трехмерном пространстве (или в 

пространстве более высоких размерностей) по определенному закону, когда все 

вершины симплекса движутся независимо друг от друга. Если зафиксировать од-

ну из вершин симплекса, то получим вращение этого симплекса вокруг точки – 

фиксированной вершины в трехмерном пространстве. Если зафиксировать две 

вершины симплекса, то получим вращение симплекса вокруг оси в трехмерном 

пространстве, причем осью будет фиксированная сторона симплекса. 

Зададим в подвижном симплексе плоскости отрезок прямой либо дугу кри-

вой. Тогда, двигаясь вместе с симплексом, этот отрезок либо дуга опишет поверх-

ность, то есть двухпараметрическое множество точек, определенных в трехмер-

ном пространстве. Причем один из параметров будет управлять движением сим-

плекса плоскости в трехмерном пространстве, а другие – движением отрезка пря-

мой либо дуги кривой в симплексе плоскости. Таким образом, используя отрезок 

прямой в качестве прообраза, можно аналитически определить линейчатые по-

верхности. 

Обобщение метода подвижного симплекса 

для многомерного пространства 

 

Под многомерным пространством подразумевается аффинное пространство с 

размерностью более трех. Симплекс такого пространства соответственно будет 

определяться с помощью минимум четырех точек, и зависеть, непосредственно, 

от размерности самого пространства. Соответствующим образом изменится и ко-

личество способов движения подвижного симплекса, которое зависит от количе-

ства зафиксированных (либо, наоборот, подвижных) вершин симплекса. Напри-

мер, для одномерного подвижного симплекса, у которого количество вершин, ко-

торые определяют симплекс, равен двум, количество способов движения этого же 
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симплекса также равно двум, для двумерного – трем, для четырехмерного – четы-

рем и т.д. 

Рассмотрим применение метода подвижного симплекса в БН-исчислении. В 

общем случае, точечные уравнения геометрических объектов представляют собой 

комбинацию арифметических операций между вершинами симплекса и функцио-

нальными зависимостями (в отдельном случае, может быть действительное чис-

ло) при них, которые определяют положение точки в пространстве избранного 

симплекса. Вершины симплекса определяются параметрами (координатами), ко-

личество которых зависит от размерности пространства. А в зависимости от ко-

личества переменных параметров, которые входят в состав функциональной зави-

симости изменяется и геометрическая сущность предложенного объекта в сле-

дующем соответствии: однопараметрическое множество – линия, двухпараметри-

ческое – поверхность, трехпараметрическое – гиперповерхность и т.д. 

Например, если полученное точечное уравнение дуги кривой рассматривать в 

другом симплексе (поменять координаты вершин симплекса), то автоматически 

состоится аффинное преобразование дуги кривой. Изменение координат вершин 

симплекса, через которые задана кривая, геометрически означает движение кри-

вой в трехмерном пространстве, что позволяет формировать сегменты поверхно-

сти движением симплекса, порождая тем самым новый способ конструирования 

сегмента поверхности. В соответствии с рекомендациями специалистов из при-

кладной геометрии такой способ конструирования поверхностей получил назва-

ние – метод подвижного (переменного) симплекса. Но во время развития метода, 

стало понятным, что под подвижным симплексом можно использовать не только 

симплекс плоскости (двухмерный симплекс), но и симплекс пространства любой 

размерности. А практическая реализация этого метода для многомерного про-

странства, возможна в БН-исчислении, поскольку точечные уравнения допускают 

реализацию в пространствах с размерностью выше трех. Эта особенность метода 

подвижного симплекса в данной диссертационной работе реализована для гео-

метрического моделирования многопараметрических явлений и процессов, кото-

рый приведен ниже. 
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2.5.2 Конструирование геометрических моделей многофакторных 

явлений и процессов методом подвижного симплекса 

 

На основе метода подвижного симплекса [47,63,74], суть которого была про-

анализирована выше, автором разработан общий подход к геометрическому мо-

делированию явлений и процессов, который позволяет организовывать геометри-

ческий объект из множества точек, выбирая опорные контуры геометрического 

объекта и управляя движением текущих точек, составляющих геометрического 

объекта, который конструируется. Так однопараметрическим множеством точек в 

двухмерном пространстве является линия (рис. 2.12а), которая может быть пред-

ставлена, как однопараметрический процесс и определяется в общем случае сле-

дующим точечным уравнением: 

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .P A C p u B C q u C      (2.147) 

Следует отметить, что характер процесса напрямую зависит от выбора про-

извольных функций 1( )p u  и 1( )q u , зависящих в свою очередь, от геометрической 

схемы построения процесса, которая составляется на основе тщательного анализа 

экспериментальных данных исследований. 

Соответственно, двухпараметрическим множеством точек в трехмерном про-

странстве является отсек поверхности (рис. 2.12б), который может быть представ-

лен как двухпараметрический процесс. Причем, текущие точки 1P  и 2P  определя-

ют две опорные линии сегмента поверхности с помощью параметра u . Текущая 

точка 1Q , двигаясь с помощью параметра v , определяет образующую линию сег-

мента поверхности. Таким образом, сегмент поверхности является организован-

ным множеством точек, которые определяются двумя параметрами: u  и v . Ана-

литическое представление такого множества точек в БН-исчислении определяется 

с помощью следующей последовательности точечных уравнений: 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) .

P A C p u B C q u C
P A C p u B C q u C
Q P С v P С f v С

    
     
     

 (2.148) 
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Предложенная последовательность точечных уравнений является, по сути, 

расчетным алгоритмом, который позволяет выполнить необходимый расчет точек 

с помощью ЭВМ. Подставив уравнения текущих точек 1P  и 2P  в уравнение точки 

1Q , получим точечное уравнение сегмента поверхности, который определен в 

симплексе  трехмерного пространства 1 1 1 2A B C C . Но полученное уравнение будет 

достаточно сложным и объемным, к тому же, необходимо заранее определить 

точки 2A  и 2B  в симплексе 1 1 1 2A B C C  с помощью отношения ориентированных 

объемов (см. подраздел 1.3 данной диссертационной работы). Каждая из точек, 

которая определяется в симплексе трехмерного пространства и не является вер-

шиной симплекса, определяется минимум тремя фиксированными параметрами. 

То есть в состав уравнения (2.148) будут входить 6 фиксированных параметров и 

2 текущих, комбинация которых может быть достаточно сложной, в зависимости 

Рисунок 2.12. Геометрическая схема конструирования 
одно-, двух- и трехпараметрического процесса 
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от исходных данных моделирования. Также, следует учитывать, что модель двух-

параметрического процесса, приведенная на рисунке 2.12б и аналитически реали-

зованная с помощью последовательности точечных уравнений (2.148), это только 

принципиальная схема конструирования двухпараметрического процесса. В дан-

ном случае количество опорных контуров равно двум, но в зависимости от исход-

ных данных процесса, таких как матрица планирования и др., количество опор-

ных контуров может быть больше чем два. Например, геометрическая модель фи-

зико-механических свойств дегтебетона, предложена в 4 разделе. В данном случае 

количество параметров, которые определяют опорные точки, и количество точеч-

ных уравнений, аналогичных (2.148), увеличивается в разы, а вместе с этим и 

сложность полученного итогового уравнения двухпараметрического процесса. 

Поэтому для удобного программирования и для уменьшения ошибок во время ал-

гебраических преобразований, предлагается следующий расчетный алгоритм оп-

ределения сегмента поверхности в симплексе  трехмерного пространства 

1 1 1 2A B C C : 

1. Выбираем четыре точки, которые будут вершинами симплекса трехмерно-

го пространства. В общем случае вершины симплекса могут не совпадать с ис-

ходными точками. Но выбирая симплекс пространства из исходных точек, мини-

мизируем количество операций необходимых для расчета точек симплекса. Это 

уменьшает на двенадцать количество параметров итогового уравнения и тем са-

мым оптимизирует итоговый расчетный алгоритм в программном смысле. 

2. Определяем в симплексе трехмерного пространства точки, которые не во-

шли в состав точек симплекса, с помощью параметров, которые определяются от-

ношением ориентированных объемов. 

3. Далее определяем все необходимые точечные уравнения опорных линий 

сегмента поверхности. Следует отметить, что уравнения опорных линий могут 

быть не однотипными и описывать не только дуги алгебраических кривых, а и от-

резки прямых, в зависимости от исходных данных процесса. Но движение точек, 

которые определяют эти геометрические объекты связываются с помощью одного 

и того же самого параметра u , как было показано в (2.148). 
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4. Через все опорные линии проводим образующую линию 1Q  (уравнение 

2.148), которая определяется с помощью параметра v . 

Используя методы обобщения и аналогии, получим сегмент гиперповерхно-

сти как трехпараметрическое множество точек в четырехмерном пространстве 

(рис. 2.12в), который можно представить как трехпараметрический процесс. В 

этом случае, линии 1Q  и 2Q , которые являются образующими для соответствую-

щих сегментов поверхностей, и связаны между собой с помощью одних и тех же 

текущих параметров u  и v , одновременно являясь опорными линиями сегмента 

гиперповерхности, которая определяется движением текущей точки M  с помо-

щью текущего параметра w . Аналитически это можно представить следующей 

последовательностью точечных уравнений: 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 4 4

1 1 2 1 2 2 1 2

2 3 4 2 4 4 2 4

1 4

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ,
(

P A C p u B C q u C
P A C p u B C q u C
P A C p u B C q u C
P A C p u B C q u C
Q P С v P С f v С
Q P С v P С f v С
M Q С




    
    
    
    
    
    

  2 4 4) ( ) ( ) ( ) .w Q С w С 










   

 (2.149) 

Предложенная последовательность точечных уравнений – это, по сути, рас-

четный алгоритм определения сегмента гиперповерхности, который можно рас-

крыть относительно аналогичной последовательности точечных уравнений 

(2.148), что было приведено выше. 

Аналогичным образом можно сконструировать любой геометрический объ-

ект и получить его аналитическое представление в виде расчетного алгоритма, 

представленного последовательностью точечных уравнений. 

Таким образом, как видно из эволюции геометрической схемы модели про-

цесса от рисунка 2.12а до рисунка 2.12в, любая сложная геометрическая модель 

процесса, складывается из нескольких простых моделей, формируя своего рода 

«дерево» модели процесса, каждая ветвь которого является также моделью про-

цесса, но более низкого порядка относительно общей модели процесса. Используя 
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такой подход, можно создавать геометрические модели явлений и процессов лю-

бой сложности. При этом, количество параметров, задействованных в формиро-

вании процесса, будет определять размерность пространства, в котором будет оп-

ределена геометрическая модель процесса. 

Поскольку все опорные линии модели процесса определяются как линии, ко-

торые проходят через заданные точки (являются исходными данными), то полу-

ченная предложенным способом геометрическая модель процесса является более 

стойкой относительно  к исходным данным в сравнении с регрессионной моде-

лью. Необходимые для этого точечные уравнения дуг кривых и способы их кон-

струирования были рассмотрены выше. 
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ВЫВОДЫ ПО РАЗДЕЛУ 2 

 

1. Выполнен обзор существующих способов моделирования дуг алгебраиче-

ских кривых и предложены новые способы моделирования дуг алгебраических 

кривых в БН-исчислении, которые соответствуют наперед заданным условиям, с 

целью построения геометрических объектов, как упорядоченного множества то-

чек, воспроизводящего характер протекания процесса. Выполненный анализ под-

твердил необходимость и целесообразность применения математического аппара-

та БН-исчисления, который позволяет решить задачи моделирования сложных 

процессов, упрощает их программную реализацию и уменьшает затраты ресурсов. 

2. Разработаны и исследованы в БН-исчислении способы геометрического 

моделирования дуг алгебраических кривых, проходящих через заданные точки, 

что значительно расширило инструментальную базу БН-исчисления, как аппарата 

геометрического моделирования и дало возможность создания многопараметри-

ческих моделей явлений и процессов как многомерных геометрических объектов 

в многомерном пространстве. 

3. Предложен способ геометрического моделирования дуг алгебраических 

кривых на основе полиномов Бернштейна, который можно эффективно использо-

вать для создания многопараметрических моделей явлений и процессов методом 

подвижного симплекса. Используя предложенный способ, в БН-исчислении опре-

делены параболические дуги кривых с 2-го по 6-й порядок, что значительно рас-

ширило инструментарий БН-исчисления и позволяет сразу использовать полу-

ченные дуги кривых непосредственно для геометрического моделирования явле-

ний и процессов. 

4. Предложен и реализован в  БН-исчислении алгоритм построения обвода 

нулевого порядка гладкости на основе дуги кривой 2-го порядка, которая опреде-

ляется 5 точками, что позволяет значительно уменьшить «кусочность» опуклых 

обводов. 

5. Получено и исследовано в БН-исчислении точечное уравнение дуги пара-

болы 2-го порядка, которое является основой для интерполяции с помощью пара-
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болических дуг кривых, сегментов поверхностей, гиперповерхностей, др., что по-

зволяет создавать адекватные геометрические модели многопараметрических яв-

лений и процессов.  

6. Рассмотрена геометрическая сущность и исследованы свойства метода 

подвижного симплекса, который позволяет конструировать геометрические объ-

екты в пространстве и представлять их как организованные определенным обра-

зом множества точек пространства. 

7. Разработан в БН-исчислении способ использования геометрических объек-

тов многомерного аффинного пространства для моделирования многопараметри-

ческих процессов в БН-исчислении. Этот способ позволяет получить аналитиче-

ские зависимости в виде точечных уравнений и расчетные алгоритмы на их осно-

ве, что обеспечивает эффективное моделирование в многомерном аффинном про-

странстве, получая при этом относительно несложную программную реализацию. 

8. Разработан расчетный алгоритм определения сегмента поверхности в сим-

плексе трехмерного пространства, который позволяет программную реализацию, 

предложенного выше способа конструирования геометрических моделей двухпа-

раметрических явлений и процессов, на примере которого предложено обобщение 

для конструирования геометрических моделей многопараметрических явлений и 

процессов. 

9. Установлено, что в качестве симплекса соответствующего геометрической 

модели размерности пространства необходимо использовать точки, которые яв-

ляются исходными данными геометрического моделирования явлений и процес-

сов. Это позволяет сократить и оптимизировать итоговый расчетный алгоритм в 

программном смысле. 
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РАЗДЕЛ 3 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 

ПАРАМЕТРОВ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА ПРОИЗВОДСТВА 

ГАЗОБЕТОНА 

 

Основная идея геометрического моделирования многообразия процессов и 

явлений в БН-исчислении заключается в том, что для любых факторов, влияющих 

на состояние процесса или явления, ставится в соответствие точки, как геометри-

ческие объекты многомерного пространства. При этом наблюдается следующая 

закономерность. 

Размерность пространства n , а, следовательно, и количество координат, 

определяющих геометрический объект в пространстве, напрямую зависит от 

количества факторов варьирования k : 1n k  . 

Это же утверждение можно перефразировать следующим образом. 

Количество факторов варьирования соответствует количеству текущих 

параметров, определяющих геометрический объект в многомерном пространст-

ве. 

Например, геометрической интерпретацией однофакторного эксперимента 

является дуга кривой или отрезок прямой линии, как однопараметрическое мно-

жество точек принадлежащих двумерному пространству. А геометрической ин-

терпретацией двухфакторного эксперимента является отсек поверхности, как 

двухпараметрическое множество точек принадлежащих трехмерному пространст-

ву и т.д. 

Например, если планируется провести эксперимент с изменением двух па-

раметров, то кодируемых факторов варьирования будет 6: 3 для одного параметра 

и 3 для второго, а их комбинаций – 9. Т.е. геометрически задача сводится к опре-

делению отсека поверхности, которая проходит через 9 точек и определяется 

двумя параметрами. Обобщая такой подход, получим необходимое количество 
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экспериментальных данных: для трёхпараметрического эксперимента – 27, для 

четырёхпараметрического – 81 и т.д. 

Таким образом, получим зависимость необходимого количества исходных 

данных для моделирования y  от количества факторов варьирования: 

,ky x  

где x  – количество измерений, полученных для каждого фактора; 

k  – количество факторов варьирования. 

Следует отметить, что данная зависимость справедлива исключительно для 

случая, когда количество экспериментов относительно каждого параметра являет-

ся величиной постоянной, что достаточно часто встречается при исследовании и 

математическом моделировании физико-механических свойств строительных ма-

териалов. Но сам аппарат геометрического моделирования, реализованный в БН-

исчислении, является универсальным и может создавать математические модели 

для любого количества экспериментальных измерений и любого количества па-

раметров. При этом рост количества измерений приводит к увеличению порядка 

аппроксимирующей кривой, а рост количества параметров – к увеличению раз-

мерности пространства в котором рассматривается геометрический объект. 

Также само количество экспериментов для каждого конкретного фактора 

варьирования может быть различным. Минимальное количество экспериментов – 

один. Для аналитического описания геометрических моделей в зависимости от 

количества экспериментальных данных для каждого фактора варьирования необ-

ходимо иметь многообразие дуг кривых проходящих через наперед заданные точ-

ки, которые и соответствуют экспериментальным значениям конкретного фактора 

варьирования. Эти исследования с необходимым для практики набором дуг кри-

вых приведены во второй главе данных исследований. 

Чтобы определить необходимое и достаточное количество эксперименталь-

ных значений для последующего геометрического моделирования можно вос-

пользоваться таблицей 3.1. 
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Таблица 3.1 - Определение необходимого и достаточного количества 

экспериментальных данных 

Количество экспериментов для каждого конкретного фактора Количество 

факторов 

варьирования 
2 3 4 5 6 7 8 

1 2 3 4 5 6 7 8 

2 4 9 16 25 36 49 64 

3 8 27 64 125 216 343 512 

4 16 81 256 625 1296 2401 4096 

5 32 243 1024 3125 7776 16807 32768 

6 64 729 4096 15625 46656 117649 262144 

7 128 2187 16384 78125 279936 823543 2097152 

 

В таблице 3.1 представлены 49 комбинаций, которые позволяют определить 

геометрический объект, а, следовательно, и аналитически описать модель процес-

са в пространстве. Для большего количества экспериментов данные не приводят-

ся, но их можно вычислить аналогичным способом. При этом следует учитывать, 

что во время моделирования количество факторов варьирования может ограничи-

ваться только размерностью пространства, в котором будет располагаться геомет-

рический объект, соответствующий модели процесса. С другой стороны, увеличе-

ние количества экспериментов для каждого конкретного фактора приводит к ус-

ложнению линейных геометрических объектов (например, увеличению степени 

полинома в случае использования полиномиальных функций). 

Также следует учесть, что в таблице 3.1 используется, если так можно выра-

зиться, «квадратный план». Т.е. для каждого отдельного фактора варьирования 

количество экспериментов является одинаковым. Тем не менее, в инженерной 

практике могут встречаться модели, как на «прямоугольном плане», так и на пла-

не более сложной формы. В таком случае нужно рассматривать каждую конкрет-

ную модель отдельно, и она будет иметь своё уникальное решение, в зависимости 

от исходных данных поставленной задачи. 
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На основании исследований большого количества статистических данных, 

исследований зарубежных и отечественных учёных в области математического и 

экспериментально-статистического моделирования физико-механических свойств 

композиционных строительных материалов, был сделан вывод о том, что количе-

ство изменений факторов варьирования равняется трём: «-1», «0» и «+1». С точки 

зрения геометрического моделирования такие процессы (явления) лучше всего 

описываются с помощью параболической дуги кривой второго порядка. Тем не 

менее, на основании приведенных во второй главе исследований, возможно также 

использование эллиптических и гиперболических дуг, если они более точно ха-

рактеризуют протекание процесса. 

 

3.1 Геометрическое моделирование зависимости предела прочности при сжа-

тии образцов газобетона после тепловлажностной обработки от напряженно-

сти электростатического поля и длительности электрообработки 

 

В соответствии с [112], для оптимизации параметров электростатической ак-

тивации газобетонной смеси использован метод планирования эксперимента ПФЭ 

2k. Основными факторами, влияющими на эффективность электростатической ак-

тивации, являются, знак и величина электрического потенциала, подаваемая на 

форму от внешнего источника высокого напряжения на стадии интенсивного 

вспучивания. При постановке плана эксперимента исходная область значений на-

пряженности электрического поля была выбрана согласно данным [139], а также 

по результатам выполненных ранее исследований кинетики структурообразова-

ния газобетонных смесей. 

Для построения геометрической модели зависимости предела прочности при 

сжатии образцов газобетона после ТВО от напряженности электростатического 

поля и длительности электрообработки были проанализированы и реструктуриро-

ваны исходные данные, полученные в работе [112], и представленные в виде 

план-матрицы эксперимента, в которой приведены натуральные и кодируемые 

значения варьируемых факторов (табл. 3.2). Изначально два исследуемых пара-
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метра были закодированы факторами варьирования на трех уровнях: -1, 0 и +1. 

Всего для проведения полного факторного эксперимента была реализована мат-

рица из 9 комбинаций факторов варьирования. Для геометрического моделирова-

ния исследуемой зависимости необходимо было перейти от кодированных значе-

ний к натуральным значениям и перестроить исходные данные в необходимом 

для моделирования виде (табл. 3.2). 

Таблица 3.2 - План-матрица эксперимента и значения варьируемых факторов 

Значение факторов варьирования 

Кодированные Натуральные 

Среднее значе-

ние параметра 

оптимизации 

№ 

п/п 

Напряжен-

ность элек-

тростатиче-

ского поля, 

Е, кВ/см 

Длитель-

ность элек-

трообра-

ботки, 

τ, мин 

Напряжен-

ность элек-

тростатиче-

ского поля, 

Е, кВ/см 

Длитель-

ность элек-

трообра-

ботки, 

τ, мин 

Предел прочно-

сти при сжатии 

образцов газо-

бетона после 

ТВО, Rсж, МПа 

1 -1 -1 1,0 10 5,06 

2 0 -1 1,5 10 5,03 

3 +1 -1 2,0 10 4,39 

4 -1 0 1,0 20 5,14 

5 0 0 1,5 20 6,79 

6 +1 0 2,0 20 4,24 

7 -1 +1 1,0 30 5,02 

8 0 +1 1,5 30 4,46 

9 +1 +1 2,0 30 4,26 

 

В данном случае предел прочности при сжатии газобетона зависит от двух 

факторов: напряженности электростатического поля и длительности электрообра-

ботки. С геометрической точки зрения объект, который определяется с помощью 

двух параметров, является отсеком поверхности, расположенным в трёхмерном 

пространстве. Для построения такой поверхности воспользуемся методом под-
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вижного симплекса [10] и выделим из девяти имеющихся точек, которым соот-

ветствуют натуральные значения факторов варьирования и среднее значение па-

раметра оптимизации, три направляющих дуги, которые соответствуют длитель-

ности электрообработки 10 мин., 20 мин. и 30 мин. Воспользуемся точечным 

уравнением дуги параболы второго порядка, проходящей через три наперед за-

данные точки [11], для параболической интерполяции экспериментальных дан-

ных. Выбор параболической интерполяции обусловлен количеством наперед за-

данных точек дуги кривой и напрямую зависит от количества проведенных экспе-

риментов. Точечные уравнения направляющих дуг, согласованные с помощью 

параметра u , будут иметь следующий вид: 

   
   
   

10 10 10
10 1 1,5 2

20 20 20
20 1 1,5 2

30 30 30
30 1 1,5 2

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

M A u u A uu A u u

M A u u A uu A u u

M A u u A uu A u u

    

    

    

 (3.1) 

где j
iA соответствует среднему значению параметра оптимизации при i -й 

напряженности электростатического поля и j -й длительности электрообработки, 

которые принимаются в соответствии с план-матрицей, представленной в таблице 

3.2. 

По этим направляющим параболическим дугам движется симплекс трёх то-

чек 10M ,  20M  и  30M , в котором зададим образующую дугу параболы с помощью 

аналогичного точечного уравнения: 

   10 20 301 2 4 2 1 .M M v v M vv M v v      (3.2) 

В результате получим последовательность точечных уравнений, зависящих 

от двух параметров u  и v , которые определяют поверхность, проходящую через 

девять наперед заданных точек. Причём значению параметра u , который меняет-

ся в пределах от 0 до 1, соответствует напряженность электростатического поля, 

изменяющаяся в пределах от 1 кВ/см до 2 кВ/см, а значению параметра v , кото-

рый также меняется в пределах от 0 до 1, соответствует длительность электрооб-

работки, изменяющаяся от 10 мин. до 30 мин. Для программной реализации, ап-
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робации и визуализации предложенной последовательности однотипных точеч-

ных уравнений использован программный пакет Maple (рис. 3.1). 

Следует отметить, что на рисунке 3.1 для корректной геометрической интер-

претации поверхности отклика выбран разный масштаб по осям глобальной де-

картовой системы координат. 

 

 
Рисунок 3.1. Графическая визуализация поверхности отклика зависимости преде-

ла прочности при сжатии образцов газобетона после ТВО от напряженности элек-

тростатического поля и длительности электрообработки 

 

Проанализируем полученные результаты и сравним их с математической мо-

делью, полученной в работе [112]. Результаты анализа приведены в таблице 3.3. 
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Таблица 3.3 - Сравнительный анализ эффективности математического мо-

делирования зависимости предела прочности при сжатии образцов газобетона по-

сле ТВО от напряженности электростатического поля и длительности электрооб-

работки 

Предел прочности при сжатии 

образцов газобетона после ТВО, 

Rсж, МПа 

Погрешность, % 

№ 

п/п 

Напря-

женность 

электро-

статиче-

ского 

поля, 

Е, кВ/см 

Длитель-

ность 

электро-

обработ-

ки,  

τ, мин 

Нату-

ральные 

значения 

Регрес-

сионный 

анализ 

Геомет-

рическое 

модели-

рование 

Регрес-

сионный 

анализ 

Геомет-

рическое 

модели-

рование 

1 -1 -1 5,06 5,119 5,06 1,2 0 

2 0 -1 5,03 5,717 5,03 13,7 0 

3 +1 -1 4,39 4,387 4,39 0,1 0 

4 -1 0 5,14 5,455 5,14 6,1 0 

5 0 0 6,79 6,053 6,79 10,9 0 

6 +1 0 4,24 4,723 4,24 11,4 0 

7 -1 +1 5,02 4,603 5,02 8,3 0 

8 0 +1 4,46 5,201 4,46 16,6 0 

9 +1 +1 4,26 3,871 4,26 9,1 0 

 

Как видно из таблицы 3.3 регрессионный анализ дал неплохой результат. 

Его погрешность не превышает 17%. В то же время геометрическое моделирова-

ние погрешности не имеет, поскольку все необходимые условия были изначально 

заложены на стадии формирования поверхности отклика. Также следует отме-

тить, что в работе [112] в процессе моделирования были задействованы не нату-

ральные параметры, а соответствующие им кодированные факторы варьирования, 

что не даёт возможности осуществить пересчёт результатов моделирования в на-

туральных параметрах. При этом теряется сам смысл моделирования. Кроме этого 

в работе [112] приведены номограммы, которые, как утверждает автор, получены 
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на основе программы «CurveExpert 1.3». Результаты, полученные на основе этой 

программы в работе [112] не приводятся, но приводится расчетный коэффициент 

корреляции и стандартная ошибка.  

 

ВЫВОДЫ ПО РАЗДЕЛУ 3 

 

1. Сформулирована основная идея геометрического моделирования процес-

сов и явлений в БН-исчислении. Разработаны теоретические основы моделирова-

ния процессов и явлений применительно к научной специальности 05.23.05 

строительные материалы и изделия, которые позволяют определить необходимое 

количество экспериментов для построения адекватной геометрической модели 

процесса. 

2. Получена последовательность аналитических зависимостей, определяю-

щих геометрическую модель зависимости предела прочности при сжатии образ-

цов газобетона после ТВО от напряженности электростатического поля и дли-

тельности электрообработки, что позволяет использовать полученную модель как 

средство прогнозирования и дает возможность оптимизировать параметры элек-

тростатической активации газобетонной смеси. Кроме этого выполнено сравнение 

полученной модели с существующими моделями, что подтверждает эффектив-

ность применения методов геометрического моделирования при аналитическом 

описании природных, технических и технологических процессов и явлений. 
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РАЗДЕЛ 4 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ СОСТАВА 

КОМПОЗИЦИОННЫХ СТРОИТЕЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ НА ПРИМЕРЕ  

КОМБИНИРОВАННОГО ЗАПОЛНИТЕЛЯ МЕЛКОЗЕРНИСТОГО 

БЕТОНА 

 

Физико-механические свойства мелкозернистого бетона, композиционного 

строительного материала (КСМ), напрямую зависят от его состава. Поэтому оп-

тимизация состава КСМ, является актуальной научной прикладной задачей, кото-

рая широко представлена в работах отечественных [139-142, 145] и зарубежных 

[143, 144, 146, 147] учёных. Вместе с тем возникает вопрос, что понимать под оп-

тимизацией КСМ? С помощью подбора состава КСМ можно добиться повышения 

качества материала, снижения цены и т.д., но очень часто эти целевые функции 

оптимизации являются взаимоисключающими. В данной работе предлагается оп-

тимизация состава комбинированного заполнителя мелкозернистого бетона для 

получения заданных физико-механических эксплуатационных характеристик бе-

тона на основе геометрического моделирования в БН-исчислении [138, 5, 63, 116, 

121], с последующим использованием методов математического анализа. Т.о. оп-

тимизация состава определяется таким составом заполнителей, который будет 

обеспечивать либо минимальную среднюю плотность, либо максимальный предел 

прочности при сжатии. Оптимизация комбинации целевых функций в данной ра-

боте не рассматривается и является перспективным направлением дальнейших 

исследований авторов. 

 

4.1 Построение геометрической модели зависимости физико-механических 

свойств мелкозернистого бетона от состава комбинированного заполнителя 

из отходов промышленности 

Известно, что свойства и технологические показатели мелкозернистого бе-

тона определяются пустотностью заполнителя [113]. Если же этот показатель ос-
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тавить неизменным, то характеристика бетона будет зависеть от расхода цемента 

и воды, а также от структурообразующей роли заполнителя. Как установлено 

[113], структурообразование смеси заполнителей зависит от кислотно-основных 

свойств ее ингредиентов. В связи с этим по симплексному плану были изучены 

зависимости водопотребности и средней плотности бетонной смеси, а также 

прочности на трехкомпонентной системе заполнителей: шлак мартеновский 

(МШ) - шлак доменный гранулированный (ГрШ) - горелая порода (ГП). Соотно-

шение заполнитель - цемент М400 6:1. Количество воды подбирали из условия 

получения бетонной смеси с осадкой конуса 1-4 см. Составы заполнителей и 

свойства пропаренных бетонов приведены в таблице 4.1. 

Таблица 4.1 - Влияние состава заполнителей на свойства мелкозернистого 

бетона 

Свойства бетонов Содержание в смеси 

по массе заполнителей, % 
№ 

c-ва 
МШ ГрШ ГП 

В/Ц о, 

кг/м3 

сж
пр, 

МПа 

1 0 0 100 0.60 1997 6.4 

2 33 0 67 0.66 1939 9.2 

3 67 0 33 0.80 1895 6.7 

4 100 0 0 0.80 1735 3.8 

5 67 33 0 0.80 1691 2.9 

6 33 67 0 0.90 1691 2.3 

7 0 100 0 0.86 1691 2.1 

8 0 67 33 0.76 1910 2.6 

9 0 33 67 0.73 1749 6.8 

10 33 33 33 0.73 1676 4.1 

 

Данные, полученные в работе [113], показывают, что водопотребность бе-

тонной смеси выше в составах, содержащих доменный гранулированный шлак, 

который отличается повышенной шероховатостью и открытой пористостью. Для 

получения подвижной смеси на его основе необходимо увеличение расхода воды 
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и цемента. При неизменном же соотношении цемент-заполнитель плотность сме-

си оставалась сравнительно низкой (1691 кг/м3).  

В данном случае содержание заполнителей в смеси определяется процент-

ным соотношением и вместе составляет единое целое. Итак, имеем три компонен-

та заполнителя: мартеновский шлак, горелая порода  и доменный граншлак, кото-

рые составляют единую смесь заполнителя с разным долевым участием. Посколь-

ку суммарное участие всех трёх компонентов всегда составляет 100%, один из 

компонентов можно исключить. На геометрической схеме (рис. 4.1) в качестве 

компонентов используется мартеновский шлак и доменный граншлак, что позво-

ляет абсолютно точно определить смесь заполнителя. Далее исключаем лишние 

комбинации компонентов заполнителя, из условия, чтобы сумма долевого участия 

всех трёх компонентов всегда 

равна 100%. Таким образом, чис-

ло выполненных экспериментов 

равно 10 (табл. 4.1). Полученные в 

результате эксперимента 10 точек 

распределим следующим образом: 

первый опорный контур состоит 

из четырёх точек, второй – из 

трёх, третий – из двух и четвёр-

тый – из одной точки (рис. 4.1). 

Первый опорный контур 

можно аналитически описать с помощью точечного уравнения дуги кривой 

третьего порядка, проходящей через четыре наперед заданные точки, которое бы-

ло получено ранее в [116]. Второй и третий опорные контуры определим соответ-

ственно с помощью точечных уравнений параболы [98, 116] и прямой: 

Рисунок 4.1. Геометрическая схема 
построения модели зависимости 

мелкозернистого бетона от состава 
комбинированного заполнителя 
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           

    

 

 (4.1) 

Образующую такой поверхности определим с помощью следующего точеч-

ного уравнения: 
3 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 3
3 4

2,5 9 4,5

4,5 9 2,5 .

M M v v v vv M v v vv

M v v vv M v v vv v

           
           

 (4.2) 

В итоге получен вычислительный алгоритм построения поверхности откли-

ка для определения физико-механических свойств мелкозернистого бетона от со-

става комбинированного заполнителя, который можно записать в виде следующе-

го точечного уравнения: 

    
 

3 2 2 2 2
1 2 3 2 2

2 2 2 2 3
3 4

2 2
1 2 3

2 2 2 2 3
1 2 1

2,5 9 4,5
2,5

4,5 9 2,5

1 2 4 2 1 9 4,5

4,5 9 2,5 .

A u u u uu A u u uu
M v v v vv

A u u uu A u u uu u

B u u B uu B u u v v vv

C u C u v v vv D v v vv v

                                
         

            

 
(4.3) 

В данном случае точечное уравнение (4.3) соответствует геометрической 

схеме конструирования поверхности отклика и является универсальным по отно-

шению к исходным данным для моделирования, приведенным в таблице 4.1. Под-

ставляя поочерёдно в уравнение (4.3) отношение В/Ц, значения средней плотно-

сти бетона и предела прочности при сжатии, получим три геометрических моде-

ли, графическая визуализация которых приведена в таблице 4.2. 

 

 

 

 

 

 



 107 

Таблица 4.2 - Геометрическое моделирование физико-механических свойств 

мелкозернистого бетона в зависимости от состава комбинированного заполнителя 

№ 

п/п 

Физико-

механические свой-

ства бетона 

Графическая визуализация 

1 В/Ц 

 

2 о, кг/м3 

 

3 сж
пр, МПа 

 
Во всех трёх случаях для более наглядного изображения результатов, мас-

штаб по оси z  был утрирован и не совпадает с масштабом по осям x  и y . 

 

4.2 Оптимизация состава комбинированного заполнителя на основе 

геометрической модели зависимости физико-механических свойств мелко-

зернистого бетона 

Исследуем полученные отсеки поверхности на наибольшее и наименьшее 

значение в соответствии с необходимыми физико-механическими свойствами 

мелкозернистого бетона. Для этого на основе уравнения (4.3) составим систему 
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уравнений с частными производными для проекции соответствующего отсека по-

верхности на ось z .  

 

 

0;

0.

M U

M V

z

z

  


 

 (4.4) 

Решая эту систему уравнений, получим некоторое количество комбинаций 

действительных и мнимых пар корней. Из этой выборки пар корней системы 

уравнений нужно отобрать те, которые соответствуют интервалу значений пара-

метров u  и v  от 0 до 1. В результате получаем одну или две комбинации пара-

метров u  и v , простой подстановкой которых, определяем минимум и максимум 

отсека поверхности. 

Далее необходимо исследовать границы области определения отсека по-

верхности, которые определяются тремя дугами кривых. Это можно сделать дос-

таточно легко воспользовавшись графической визуализацией поверхности откли-

ка, приведенной в таблице 2, с последующим исследованием необходимой дуги 

кривой на экстремумы. Для автоматизации процесса исследования использован 

программный пакет Maple. Результаты приведены в таблице 4.3. 

Таблица 4.3 - Оптимизация физико-механических свойств мелкозернистого бе-

тона в зависимости от состава комбинированного заполнителя 

Содержание в смеси 

заполнителей, % 
№ 

п/п 

Физико-

механические 

свойства бетона 

Категория 

значений 

Значение 

целевой 

функции* МШ ГрШ ГП 

Min 0,59 0,064 0 99,936 
1 В/Ц 

Max 0,91 81 19 0 

Min 1671 44,1 31,6 24,3 
2 об, кг/м3 

Max 1997 0 0 100 

Min 1,32 0 86,7 13,3 
3 сж

пр, МПа 
Max 9,24 29,4 0 70,6 
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*Под целевой функцией в данном случае понимается конкретное физико-

механическое свойство мелкозернистого бетона, которое соответствует оси z  де-

картовой системы координат (табл. 4.2). 

Как видно из анализа экспериментальной информации, обработанной мето-

дами геометрического моделирования с последующим применением математиче-

ского анализа (табл. 4.3), минимальная плотность, а соответственно и минималь-

ная масса мелкозернистого бетона, достигается при следующем соотношении ме-

жду заполнителем с различными кислотно-основными свойствами: мартеновский 

шлак (44,1%), доменный граншлак (31,6%) и горелая порода (24,3%). Таким обра-

зом, при средней плотности бетона 1671 кг/м3 предел прочности при сжатии 3,7 

МПа. С другой стороны, максимальный предел прочности при сжатии 9,24 МПа 

при средней плотности 1691 кг/м3 достигается при следующем составе заполните-

лей: мартеновский шлак  (29,4%) и горелая порода (70,6%). Таким образом, опти-

мальным, в данном случае, можно считать состав заполнителя: мартеновский 

шлак  (29,4%) и горелая порода (70,6%), который даёт максимальный предел 

прочности при сжатии и при этом достаточно небольшую плотность бетона. Для 

автоматизации поиска более оптимальных решений необходимо введение весо-

вых коэффициентов, соответствующих «важности» той или иной целевой функ-

ции, что является перспективным направлением дальнейших исследований. 
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ВЫВОДЫ ПО РАЗДЕЛУ 4 

 

1. Разработан геометрический алгоритм и аналитические зависимости, ко-

торые определяют поверхность отклика, описывающую физическое состояние 

мелкозернистого бетона в зависимости от долевого участия компонентов в соста-

ве комбинированного заполнителя из техногенного сырья, что является основой 

для последующей оптимизации состава заполнителей и получения проектируе-

мых физико-механических свойств мелкозернистого бетона. 

2. На основе предложенной методики обработки и анализа эксперименталь-

но-статистической информации, получен состав комбинированного заполнителя 

из отходов промышленности, который является оптимальным для соответствую-

щей целевой функции оптимизации, которая отвечает конкретному физико-

механическому свойству мелкозернистого бетона. Установлено, что заполнитель 

в составе: мартеновский шлак (29,4%) + горелая порода (70,6%), даёт максималь-

ный предел прочности при сжатии 9,24 МПа и при этом достаточно небольшую 

плотность бетона 1691 кг/м3. 
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РАЗДЕЛ 5 

 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ 

СВОЙСТВ КОМПОЗИЦИОННЫХ СТРОИТЕЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 

5.1 Геометрическая модель зависимости средней плотности и прочности це-

ментно-песчаной матрицы от содержания химических добавок 

 

В работе [114] было установлено, что газообразователь в газобетонах обра-

зует сравнительно крупную ячеистую пористость, практически не влияя на ка-

пиллярную и гелевую пористость межпоровых бетонных перегородок (бетонной 

матрицы). Поэтому физико-механические свойства бетонной матрицы определя-

ют свойства ячеистого бетона и одним из основных направлений формирования 

оптимальной структуры газобетонов является получение бетонной матрицы с 

максимально возможными прочностью и плотностью, низкими показателями от-

крытой пористости и влажностных деформаций [11, 87]. Учитывая это, а также 

значительное влияние добавок лигносульфоната натрия (ЛСТ) и гидроксида на-

трия (NaOH) на процесс образования ячеистой структуры, сложность получения 

газобетонов с точно воспроизводимой средней плотностью подробные исследова-

ния влияния добавок на прочность, пористость и влажностные деформации вы-

полнены именно на непоризованных бетонных матрицах. 

Результаты исследования влияния количества добавок и условий твердения 

на среднюю плотность и прочность образцов бетонной матрицы приведены в 

табл. 5.1. 
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Таблица 5.1 - Влияние добавок ЛСТ и NaOH на среднюю плотность и проч-

ность цементно-песчаной матрицы 

Расход добавок в % 

от массы цемента 

Средняя плотность, кг/м3, 

после 

Предел прочности при сжа-

тии, МПа, после 

ЛСТ NaOH 
28 суток 

н.т.* 

пропа-

ривания 

авто-

клави-

рования 

28 суток 

н.т. 

пропа-

ривания 

авто-

клави-

рования 

Эталон с 15% из-

вести 
1230 1230 1235 15,2 11,4 31,7 

0 0 1265 1260 1270 19,6 15,2 30,4 

0,15 0 1355 1350 1375 22,5 17,8 35,0 

0,30 0 1390 1390 1420 25,4 20,2 38,4 

0,60 0 1430 1435 1465 18,6 19,8 40,6 

0 0,15 1270 1265 1285 21,6 16,8 34,4 

0,15 0,15 1380 1375 1400 24,1 19,2 38,5 

0,30 0,15 1430 1430 1455 27,4 22,0 42,3 

0,60 0,15 1480 1490 1515 23,8 20,2 42,2 

0 0,30 1295 1290 1315 20,8 18,4 39,4 

0,15 0,30 1385 1390 1410 25,6 21,0 42,7 

0,30 0,30 1460 1460 1485 28,4 24,2 44,8 

0,60 0,30 1510 1520 1550 30,2 26,0 49,2 

0 0,60 1320 1320 1340 14,0 13,4 32,1 

0,15 0,60 1405 1405 1430 15,6 12,8 31,6 

0,30 0,60 1475 1480 1505 19,2 14,8 35,3 

0,60 0,60 1550 1560 1580 21,7 16,3 38,7 

*Примечание. Н.Т. – нормальное твердение. 

Определим геометрическую модель зависимости средней плотности и проч-

ности цементно-песчаной матрицы от добавок ЛСТ и NaOH, аналогично разделу 

3. Отличительной особенностью этой модели является то, что вместо трёх факто-
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ров варьирования в данном случае используется четыре. В предыдущих работах 

для построения подобной модели методами регрессионного анализа было сделано 

упрощение, которое заключается в уменьшении количества факторов варьирова-

ния до трёх. Для построения геометрической модели искомой зависимости в уп-

рощениях необходимости нет, что является её бесспорным преимуществом. 

Составим геометрическую схему (рис. 5.1) моделирования зависимости сред-

ней плотности и прочности цементно-песчаной матрицы от добавок ЛСТ и NaOH 

в соответствии с план матрицей эксперимента (табл. 5.1). В данном случае на ри-

сунке 5.1 показана геометрическая схема зависимости средней плотности после 

28 суток нормального твердения. Предложенная модель является универсальной и 

для других физико-механических свойств бетонной матрицы ячеистого бетона, 

меняются только исходные данные, приведенные в таблице 5.1. 

В соответствии с точечным уравнением дуги кривой 3-го порядка, проходя-

щей через 4 наперед заданные точки, которая была получена во втором разделе на 

основе полиномов Бернштейна, определены четыре опорных контура будущего 

отсека поверхности. 

Рисунок 5.1. Геометрическая схема моделирования зависимости средней 
плотности и прочности цементно-песчаной матрицы от концентрации  

добавок 
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Отметим, что точечным уравнением (5.1) описывается первый из четырех 

опорных контуров с помощью параметра u . Остальные уравнения имеют анало-

гичную структуру, меняются только точки, которые соответствуют факторам 

варьирования план-матрицы эксперимента. 
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M B u u u uu B u u uu

B u u uu B u u uu u

M C u u u uu C u u uu

           
           
           

           
        

2 2 2 2 3
3 4

3 2 2 2 2
4 1 2

2 2 2 2 3
3 4

4,5 9 2,5 .

2,5 9 4,5

4,5 9 2,5 .

C u u uu C u u uu u

M D u u u uu D u u uu

D u u uu D u u uu u

 
           
           

           

 (5.1) 

Аналогичным образом, определена образующая поверхности с помощью па-

раметра v : 
3 2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 3
3 4

2,5 9 4,5

4,5 9 2,5 .

M M v v v vv M v v vv

M v v vv M v v vv v

           
           

 (5.2) 

 

5.2 Геометрическое моделирование физико-механических свойств 

дегтеполимербетона 

 

Структурно-механические свойства дегтеполимербетона, исходя из условий 

работы его в конструктивных слоях покрытия нежесткой дорожной одежды авто-

мобильных дорог, должны обеспечивать сдвигоустойчивость при высоких поло-

жительных и трещиностойкость - при отрицательных температурах, водо-, моро-

зо-, атмосферо- и износостойкость, выносливость, а также расчетные значения 

модуля упругости и предела прочности на изгиб при растяжении покрытия авто-

мобильной дороги [110, 109, 111]. 
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Повышение долговечности дегтеполимербетона для работы в условиях ин-

тенсивного и грузонапряженного движения при воздействии агрессивных факто-

ров окружающей среды возможно при создании структуры дегтеполимербетона, 

которая рационально сочетает наиболее плотную упаковку полидисперсных час-

тиц минерального остова (микроструктура плавно переходит в мезоструктуру, а 

затем в макроструктуру) и непрерывную пространственную сетку эластичного 

вяжущего с высокими значениями адгезии и когезии при минимально возможной 

толщине асфальтовяжущего вещества. Важнейшей составляющей структуры дол-

говечного дегтеполимербетона является контактная зона - зона взаимодействия 

органического вяжущего с поверхностью минеральных материалов. Поэтому ин-

тенсификация процессов взаимодействия на поверхности раздела фаз «битумопо-

лимерное вяжущее - минеральный порошок» позволит значительно повысить фи-

зико-механические свойства. Таким образом, в дегтеполимербетоне необходимо 

создать устойчивый пространственный минеральный каркас, деформационно-

релаксирующее с высокими адгезионно-когезийными свойствами асфальтовяжу-

щее вещество, а объем остаточных пор в бетоне должен быть минимальным. 

Для определения оптимального состава дегтеполимербетона, который соот-

ветствует высоким физико-механическим показателям, в работах [119, 123, 138] 

выполнен ряд исследований, которые можно классифицировать следующим обра-

зом: 

1. Оптимизированны составы системы «каменноугольный дорожный деготь-

отсев поливинилхлорида – активатор на поверхности минерального порошка». 

При оптимизации состава комплексно модифицированного дегтевяжущего 

вещества изучали влияние на физико-механические свойства: времени механохи-

мической активации минерального порошка в среде олигомера; массовой концен-

трации олигомера на поверхности минерального порошка; оптимального сочета-

ния компонентов в системе каменноугольное вяжущее - отсев поливинилхлорида 

- модификатор на поверхности минерального порошка, на примере КФ-МТ (кар-

бамидоформальдегидной смолы). 
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2. Изучение поверхностных явлений и процессов в системе «дегтеполиви-

нилхлоридное вяжущее - активированный минеральный порошок». 

Модифицированный дегтеполимербетон - это не просто комбинация состав-

ляющих компонентов. Он имеет только ему присущие свойства. Эти свойства 

можно регулировать изменением адгезии между дегтеполивинилхлоридным вя-

жущим и минеральными материалами, заменой того или иного компонента. Адге-

зия между минеральными материалами и дегтеполимерным вяжущим - это из 

главных условий для получения композиционного материала с заданным ком-

плексом свойств. Адгезия способствует уплотнению матрицы вследствие образо-

вания более плотных слоев на поверхности раздела фаз. Это обеспечивает переда-

чу нагрузок от одной фазы к другой, в результате чего она равномерно распреде-

ляется между фазами. 

3. Исследование уплотнения дегтеполимербетонных смесей с комплексно 

модифицированной микроструктурой. 

Формирование структуры дегтеполимербетона с комплексно модифициро-

ванной микроструктурой начинается с момента объединения минеральных мате-

риалов с дегтеполивинилхлоридним вяжущим и завершается при уплотнении уп-

лотняющими средствами и затем автомобильным транспортом. Уплотнение дег-

теполимербетонных смесей приводит к сближению минеральных зерен, формиро-

ванию микроструктурных связей и макроструктуры и обеспечению максимальной 

плотности. 

4. Деформационно-прочностные свойства. 

Рассмотрение комплексной модификации микроструктуры дегтеполимербе-

тонов на их свойства по сравнению с традиционными [111] показывает, что мо-

дификация приводит к повышению плотности и длительной водостойкости дегте-

полимербетона, снижения температурной чувствительности механических 

свойств модифицированных систем по сравнению с горячими дегтебетонами. 

5. Атмосферная стойкость дегтеполимербетона с комплексно модифициро-

ванной микроструктурой. 
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Проверялась атмосферная устойчивость дегтеполимербетонов в климатиче-

ской камере ИП-1. Температура прогрева образцов мелкозернистого дегтеполи-

мербетона составляла 60С. Образцы подвергались также ультрафиолетовому об-

лучению. В качестве показателя, характеризующего изменение свойств дегтепо-

лимербетона, принят предел прочности при сжатии при 20С. 

Основными контрольными испытаниями дегтеполивинилхлоридного вяжу-

щего (ДПВ) являются: условная вязкость; температуры размягчения и хрупкости; 

растяжимость и эластичность при 0С. 

Теоретико-экспериментальное изучение свойств модифицированных дегте-

полимербетонных смесей и опыт их внедрения определили оптимальные области 

применения - устройство верхних и нижних слоев дорожных одежд автомобиль-

ных дорог II и III категорий. 

В результате выполненных исследований получены следующие эксперимен-

тальные данные, приведенные в таблицах 5.2 и 5.3, на основе которых были раз-

работаны две геометрические модели зависимости физико-механических свойств 

асфальтополимербетона от его состава. 

Использование первой геометрической модели [117] предлагается при проек-

тировании модифицированных дегтеполимербетонов, для которых большое зна-

чение имеет зависимость предела прочности при сжатии от температуры дегтепо-

лимербетона. Анализ этой зависимости позволяет определить необходимое коли-

чество модификаторов, а следовательно и состав дегтеполимербетона, от чего за-

висят его качество и цена. Экспериментальные исследования предела прочности 

при сжатии дегтеполимербетона выполнены при температуре 0С, 20С и 50С. 

Но часто на практике возникает необходимость определения свойств дегтеполи-

мербетона при использовании его в других температурных режимах. Во время ис-

следований, совместно с аспирантами кафедры «Автомобильные дороги и аэро-

дромы» Донбасской национальной академии строительства и архитектуры, авто-

ром были экспериментально определены следующие физико-механические свой-

ства дегтеполимербетона (табл. 4.1). 
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Расшифруем некоторые сокращения, которые были использованы в таблице 

4.1: ПВХ – поливинилхлорид; МП – модификатор поверхности минерального по-

рошка; КФ-МТ – карбамид-формальдегидная малотоксичная смола. 

Таблица 5.2 - Физико-механические свойства дёгтеполимербетона 

Предел прочности при   

сжатии, МПа, при 
№ 

п/п 

Состав дегтевяжущего вещества в мелкозерни-

стом бетоне (тип В) 
0С 20С 50С 

1 
Деготь, 10

30 195C   с 1,5% ПВХ; МП  доломито-

вая пыль не активированная 
6,0 2,0 0,6 

2 
Деготь, 10

30 195C   с 1,5% ПВХ; МП  доломито-

вая пыль активированная 0,5% КФ-МТ 
8,0 3,3 0,9 

3 
Деготь, 10

30 195C   с 1,5% ПВХ; МП  доломито-

вая пыль активированная 1% КФ-МТ 
9,0 3,8 1,2 

4 
Деготь, 10

30 195C   с 1,5% ПВХ; МП  доломито-

вая пыль активированная 2% КФ-МТ 
8,6 3,3 1,0 

5 
Деготь, 10

30 195C   с 1,5% ПВХ; МП  доломито-

вая пыль активированная 4% КФ-МТ 
7,3 3,0 0,9 

 

Рассмотрим геометрическую схе-

му моделирования физико-

механических свойств дегтеполи-

мербетона (рис. 5.2). Поскольку 

графическая визуализация мате-

матической модели будет выпол-

няться в программном пакете 

Maple, определим математиче-

скую модель в глобальной декар-

товой системе координат, которая 
Рисунок 5.2. Геометрическая схема 

моделирования физико-механических 
свойств дегтеполимербетона 
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определяется симплексом пространства 1 2 3OE E E . Установим соответствие между 

осями декартовой системы координат (рис. 5.2) и физико-механическими свойст-

вами дегтеполимербетона (табл. 5.2). Пусть оси Ox  декартовой системы коорди-

нат будет соответствовать температура дегтеполимербетона; оси Oy  – концентра-

ция карбомидоформальдегидной смолы (КФ-МТ), которая является модификато-

ром поверхности  минерального порошка дегтеполимербетона; оси Oz   предел 

прочности при сжатии. 

С геометрической точки зрения модель, которая графически отображает фи-

зико-механические свойства дегтеполимербетона, является отсеком поверхности, 

которая определяется пятью опорными линиями: 1 2 3A A A , 1 2 3B B B , 1 2 3C C C , 1 2 3D D D  

и 1 2 3E E E . Определим эти линии точечными уравнениями, как дуги парабол 2-го 

порядка. Для линии 1 2 3A A A  точечное уравнение дуги параболы 2-го порядка имеет 

следующий вид: 

   1 1 2 31 2 4 2 1 ,M Au u A uu A u u      (5.3) 

где 0 1;u 

 

1 .u u   

Для других опорных линий точечные уравнения будут аналогичными урав-

нению (5.3) и также определяться параметром u . Образующую линию отсека по-

верхности, которая отражает физико-механические свойства дегтеполимербетона, 

представим как дугу кривой, проходящей через пять точек: 1M , 2M , 3M , 4M  и 

5M , точечное уравнение которой было получено во втором разделе: 

 

4 3 2 2 3 3 2 2 3
1 2

3 2 2 3 3 2 2 3
3 4

3 2 2 3 4
5

13 13 64 1616
3 3 3 3

16 6412 40 12 16
3 3

13 13 .
3 3

M M v v v v v vv M v v v v vv

M v v v v vv M v v v v vv

M v v v v vv v

             
   

         
 

      
 

 (5.4) 

Учитывая все вышесказанное, получим расчетный алгоритм построения гео-

метрической модели физико-механических свойств дегтеполимербетона: 

1. Вводим все необходимые исходные данные из таблицы 5.2. 
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2. Определяем опорные линии 1 2 3A A A , 1 2 3B B B , 1 2 3C C C , 1 2 3D D D  и 1 2 3E E E  в со-

ответствии с уравнением (5.3). 

3. С помощью уравнения (5.4) определяем текущую точку сегмента поверх-

ности, которая графически отображает физико-механические свойства дегтепо-

лимербетона. 

Воспользуемся программным пакетом Maple  для визуализации полученной 

геометрической модели физико-механических свойств дегтеполимербетона (рис. 

5.3). Листинг программы визуализации приведен в приложении В.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.3 Геометрическая модель зависимости предела прочности при  

сжатии от четырех факторов 

 

Вторая, предложенная в диссертационной работе, геометрическая модель 

[121,122] построена на основе экспериментальных данных (табл. 5.3) зависимости 

предела прочности при сжатии от четырех факторов: вязкости дегтя − 10
30С , кон-

центрации отсева поливинилхлорида в каменноугольном дорожном  дегте − Х
m
ПВС , 

концентрации активатора  на поверхности минерального порошка − Ì
m
ÊÌ ÒÑ   и 

температуры образцов мелкозернистого дегтеполимербетона. 

 

Рисунок 5.3. Визуализация геометрической модели физико-
механических свойств дегтеполимербетона 
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Таблица 5.3 - Экспериментальные данные зависимости предела прочности при 

сжатии от четырех факторов 

№ 

п/п 
10
30 ,С с  

,%mС  

ПВХ 

,%mС  

КМ-МТ 

0 ,R  

МПа 

20,R  

МПа 

50,R  

МПа 

1 2 3 4 5 6 7 

1 52 0,5 0 4,9 1,8 0,5 

2 52 0,5 0,5 5,6 2,0 0,6 

3 52 0,5 1,0 5,8 2,4 0,8 

4 52 1,25 0 5,5 2,9 1,0 

5 52 1,25 0,5 5,3 2,7 0,95 

6 52 1,25 1,0 6,0 3,0 1,2 

7 52 2,0 0 5,6 2,2 0,7 

8 52 2,0 0,5 6,0 3,0 0,8 

9 52 2,0 1,0 7,3 2,9 1,0 

10 130 0,5 0 7,3 3,0 1,1 

11 130 0,5 0,5 7,5 3,1 1,0 

12 130 0,5 1,0 7,6 3,2 1,0 

13 130 1,25 0 7,3 2,9 0,9 

14 130 1,25 0,5 10,0 4,0 1,3 

15 130 1,25 1,0 8,6 3,8 1,2 

16 130 2,0 0 9,8 4,1 1,0 

17 130 2,0 0,5 11,0 5,1 1,4 

18 130 2,0 1,0 10,2 4,9 1,3 

19 208 0,5 0 7,1 3,0 0,9 

20 208 0,5 0,5 8,0 3,5 1,2 

21 208 0,5 1,0 9,2 3,8 1,3 

22 208 1,25 0 8,7 4,3 1,3 

23 208 1,25 0,5 9,7 4,5 1,5 

24 208 1,25 1,0 10,2 4,9 1,6 
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Продолжение таблицы 5.3 

1 2 3 4 5 6 7 

25 208 2,0 0 9,2 3,8 1,2 

26 208 2,0 0,5 10,1 4,2 1,5 

27 208 2,0 1,0 12,0 5,4 1,6 

 Как видно из таблицы 5.3 предел прочности при сжатии был определен при 

температурах 0С − 0R , при 20С − 20R  и при 50С − 50R . 

Здесь следует остановиться на существующей матрице планирования экспе-

римента. Дело в том, что при использовании регрессионного анализа значения 

факторов варьирования кодируется тремя значениями: -1, 0 и +1. С геометриче-

ской точки зрения, если речь идёт об однопараметрическом объекте, который со-

ответствует однопараметрическому процессу, то задача сводится к определению 

дуги кривой проходящей через три точки. Точечные уравнения таких дуг, были 

исследованы автором во второй главе. Они позволяют интерполировать эти три 

точки с помощью параболической дуги кривой, что достаточно точно соответст-

вует характеру протекания процесса. 

Если планируется провести эксперимент с изменением двух факторов, то ко-

дируемых факторов варьирования будет 6: 3 для одного фактора и три для второ-

го, а их комбинаций – 9. Т.е. геометрически задача сводится к определению отсе-

ка поверхности, которая проходит через 9 то-

чек и определяется двумя параметрами. 

Обобщая такой подход, получим необходи-

мое количество экспериментальных данных: 

для трёхпараметрического эксперимента – 27 

и т.д. 

Поскольку в данном случае исследуется 

зависимость физико-механических свойств 

мелкозернистого дегтеполимербетона от че-

тырех факторов, то количество таких экспе-

риментов должно быть 81. 

Рисунок 5.4 .Установление  за-
висимости двух факторов 
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Для лучшего понимания построения математической модели процесса опре-

деления предела прочности при сжатии, представим геометрическую модель, ко-

торая зависит от четырех факторов, в виде трех этапов. Во-первых, установим за-

висимость предела прочности при сжатии от концентрации активатора на поверх-

ности минерального порошка и концентрации отсева поливинилхлорида в орга-

ническом вяжущем при температуре 0С (рис. 5.4). Поскольку количество точек 

опорных и образующих дуг равно трем, используем для геометрического модели-

рования точечное уравнение дуги параболы (5.3), которая проходит через три 

точки. Полученный отсек поверхности фактически является поверхностью типа 

«лупа» и выражается следующей последовательностью аналитических зависимо-

стей в виде точечных уравнений: 

   
   
   
   

52 52 52
52 1 2 3

52 52 52
52 1 2 3

52 52 52
52 1 2 3

52 52 52 52

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 .

P A u u A uu A u u

Q B u u B uu B u u

R C u u C uu C u u

M P v v Q vv R v v

     


    


    
     

 (5.5) 

Во-вторых, установим соответствие между предыдущими двумя факторами 

это: концентрация отсева поливинилхлорида в органическом вяжущем ( Х
m
ПВС ) и 

концентрация активатора на поверхности минерального порошка ( Ì
m
ÊÌ ÒÑ  ), и 

третьим фактором – вязкостью дегтя. Для этого необходимо трижды построить 

поверхность типа «лупа» при вязкости дегтя 52, 130 и 208 при температуре 0С 

(рис. 5.5), трижды используя последовательность точечных уравнений (5.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 Рисунок 5.5. Установление зависимости трех факторов 



 124 

Из геометрической схемы (рис. 5.5) видно, что опорными контурами отсека 

гиперповерхности есть образующие дуги трех отсеков поверхности типа «лупа». 

Поскольку количество опорных контуров равно трем, используем в качестве об-

разующей отсека гиперповерхности дугу параболы 2-го порядка, которая будет  

проходить через 3 точки, образуя гиперповерхности типа «гиперлупа»: 

   
   
   
   

52 52 52 52

130 130 130 130

208 208 208 208

0 0 0
0 52 130 208

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 .

M P v v Q vv R v v

M P v v Q vv R v v

M P v v Q vv R v v

N M w w M ww M w w

    


    
     
     

 (5.6) 

В-третьих, установим зависимость между четвертым фактором с предыду-

щими тремя. Для этого нужно трижды использовать полученную ранее гиперпо-

верхность типа «гиперлупа» при температурах 0С, 20С и 50С (рис. 5.6). В дан-

ном случае опорными контурами будут три образующие гиперповерхности, а об-

разующей – дуга параболы 2-го порядка, проходящей через три точки. Эта после-

довательность аналитических зависимостей представлена точечными уравнения-

ми в (5.7). 

   
   
   

   

0 0 0
0 52 130 208

20 20 20
20 52 130 208

50 50 50
50 52 130 208

0 20 50

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 ,

1 2 4 2 1 .

N M w w M ww M w w

N M w w M ww M w w

N M w w M ww M w w

T N w w N ww N w w

     


    


    
     

 (5.7) 

Таким образом, имеем расчетный алгоритм (в виде последовательностей то-

чечных уравнений) математической модели зависимости предела прочности при 

сжатии от концентрации активатора на поверхности минерального порошка, кон-

центрации отсева поливинилхлорида в органическом вяжущем, вязкости дегтя и 

температуры испытания. 

Как видно из последовательностей точечных уравнений (5.5), (5.6) и (5.7), все 

тройки точек увязаны с помощью однотипного уравнения дуги параболы 2-го по-

рядка, что облегчает программирование такого расчетного алгоритма. В диссер-

тационной работе была разработана программная реализация предложенной ма-
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тематической модели в программном пакете Maple для расчета предела прочности 

при сжатии в зависимости от четырех переменных факторов, которая приведена в 

приложении В.2. Все необходимые исходные данные для программирования при-

ведены в таблице 5.3. Также по результатам этих исследований был получен акт 

внедрения в производство ООО ГАК «Автомобильные дороги Украины». 

Предложенные математические модели являются примером использования 

математического аппарата БН-исчисления для моделирования многопараметриче-

ских явлений и процессов. В данном случае использовались те исходные данные, 

которые были получены в практике проектирования асфальтобетонов. Аналогич-

ным образом количество увязанных между собой факторов может быть больше, 

чем четыре. 

Следует отметить, что предложенный выше расчетный алгоритм состоит из 

точечных уравнений, которые, по сути, являются символьной записью, а для пе-

рехода к системе параметрических уравнений нужно сделать покоординатный 

расчет точек (подраздел 1.3 первого раздела). Но, как видно из рисунка 1.3 перво-

го раздела при параллельном проецирования, если одна из трех координат трех-

мерного пространства равна нулю, то получим проекцию геометрического объек-

та на одну из плоскостей проекций, а если две из трех координат трехмерного 

пространства равны нулю, то получим проекцию - на одну из осей проекций пря-

моугольной декартовой системы. Обобщая эту логическую последовательность, 

можно сделать вывод, что для определения любой из характеристик процесса, ис-

пользуя особые уравнения БН-исчисления, достаточно произвести расчет только 

по необходимой характеристике, то есть по одной координате многомерной сис-

темы координат. Например, если нужно определить предел прочности при сжатии 

0R  мелкозернистого дегтеполимербетона, то нет смысла делать покоординатный 

расчет для всех пяти координат пятимерного пространства, к которому принадле-

жит геометрическая модель процесса (рис. 5.6), достаточно сделать расчет только 

по одной координате, которая характеризует предел прочности при сжатии 0R . 
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В качестве примера использования предложенной модели решим задачу: рас-

считать предел прочности при сжатии 0R  мелкозернистого дегтеполимербетона, 

если вязкость дегтя 10
30 150С  с, концентрация отсева поливинилхлорида в органи-

ческом вяжущем 1Ï ÂÕ
mÑ  %, концентрация активатора поверхности минерального 

порошка 0,3ÊÌ Ì Ò
mÑ   % и температура дегтеполимербетона 35T  С. 

Рисунок 5.6. Установление зависимости четырех факторов  
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Решение. По геометрическому смыслу параметров, u , v , w  и t , входящих в 

состав соответствующих однотипных точечных уравнений (5.5), (5.6) и (5.7), ко-

торый вытекает из уравнения (2.53) и геометрической схемы конструирования ду-

ги параболы 2-го порядка (рис. 2.7) второго раздела, видно, что соответствующие 

параметры изменяются линейно в пределах  0;1 . Рассмотрим по очереди их соот-

ветствие физико-механическим факторам, влияющим на состояние дегтеполимер-

бетона. Так параметру u  прямо пропорционально соответствует концентрация ак-

тиватора на поверхности минерального порошка ÊÌ Ì Ò
mÑ  , которая также меняется 

в пределах  0;1 , следовательно 0,3u  . Аналогично параметру v  соответствует 

концентрация отсева поливинилхлорида в каменноугольном вяжущем Ï ÂÕ
mÑ , ко-

торая меняется в пределах  0.5;2 . То есть значению концентрации отсева поли-

винилхлорида в каменноугольном вяжущем 1Ï ÂÕ
mÑ  % соответствует значение 

параметра 0,33v  . Параметру w  соответствует вязкость дегтя 10
30С , которая изме-

няется в пределах  52;208 . Тогда вязкости дегтя 10
30 150С  с соответствует значе-

ние параметра 0,63w  . И наконец, параметру t  соответствует температура дег-

теполимербетона T , которая меняется в пределах  0;50 . А значит значению тем-

пературы 35T  С соответствует значение параметра 0,7t  . 

Подставив полученные значения параметров u , v , w  и t  в программу, лис-

тинг которой приведен в приложении В.2, получим следующее значение предела 

прочности при сжатии 0 2,31R   МПа. Проанализировав экспериментальные дан-

ные, приведенные в таблице 5.3, можно сделать вывод об адекватности получен-

ной геометрической модели и, полученного на ее основе, расчетного алгоритма. 
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ВЫВОДЫ ПО РАЗДЕЛУ 5 

 

1. Получена геометрическая модель зависимости средней плотности и проч-

ности цементно-песчаной матрицы от концентрации добавок ЛСТ и NaOH в соот-

ветствии с существующей план-матрицей эксперимента. Установлено, что ранее 

для построения подобной модели методами регрессионного анализа было сделано 

упрощение, которое заключается в уменьшении количества факторов варьирова-

ния до трёх. Для построения геометрической модели искомой зависимости в уп-

рощениях необходимости нет, что является её бесспорным преимуществом. 

2. Разработаны две геометрические модели физико-механических свойств 

дегтеполимербетона в зависимости от состава и количества его компонентов, как 

пример возможностей БН-исчисления для геометрического моделирования мно-

гопараметрических явлений и процессов, что позволяет уменьшить количество 

необходимых и дорогостоящих экспериментов для аналитического описания и 

исследования необходимых свойств. 

3. Получены аналитические зависимости, определяющие расчетный алгоритм 

геометрической модели физико-механических свойств дегтеполимербетона, что 

помогает инженеру-проектировщику определить необходимое количество моди-

фикаторов, а значит и состав дегтеполимербетона, от чего напрямую зависят его 

цена и качество. 

4. Получен на базе БН-исчисления, расчетный алгоритм, который позволяет 

рассчитать предел прочности при сжатии мелкозернистого дегтеполимербетона в 

зависимости от концентрации активатора на поверхности минерального порошка, 

концентрации отсева поливинилхлорида в каменноугольном вяжущем, вязкости 

дегтя и температуры. 

5. Внедрены результаты работы в производство для геометрического моде-

лирования многопараметрических явлений и процессов, а также в учебный про-

цесс Донбасской национальной академии строительства и архитектуры, что под-

тверждает актуальность темы и завершенность проведенных исследований. 
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ВЫВОДЫ  

 

Диссертация посвящена геометрическому моделированию физико-

механических свойств композиционных строительных материалов. Полученные в 

работе модели представлены упорядоченным множеством точек многомерного 

пространства в БН-исчислении методом подвижного симплекса. 

При этом получены результаты, имеющие научную и практическую цен-

ность: 

1. Выполнен критический анализ существующих способов математического 

моделирования показателей физико-механических свойств многокомпонентных 

КСМ. Установлено, что для оптимизации составов и структур КСМ используется 

регрессионный анализ, который имеет ряд недостатков и ограничений. Критиче-

ский анализ подтвердил необходимость и целесообразность применения матема-

тического аппарата БН-исчисления, который позволяет решать задачи моделиро-

вания многопараметрических процессов, упрощает их программную реализацию и 

уменьшает затраты ресурсов. 

2. Разработаны и исследованы в БН-исчислении способы аналитического оп-

ределения дуг алгебраических кривых, проходящих через наперёд заданные точ-

ки, что значительно расширило инструментальную базу БН-исчисления, как ап-

парата геометрического моделирования многопараметрических явлений и про-

цессов. 

3. Разработан в БН-исчислении способ использования геометрических объек-

тов многомерного аффинного пространства для моделирования многопараметри-

ческих процессов в БН-исчислении. Этот способ позволяет получить аналитиче-

ские зависимости в виде точечных уравнений и расчетные алгоритмы на их осно-

ве, что обеспечивает эффективное моделирование в многомерном аффинном про-

странстве, получая при этом относительно несложную программную реализацию. 

На основе предложенного способа моделирования в работе получено пять опти-

мальных геометрических моделей физико-механических свойств композицион-
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ных строительных материалов в зависимости от состава и от параметров техноло-

гических режимов. 

4. Разработана методика оптимального планирования эксперимента с учётом 

его дальнейшего аналитического описания с помощью геометрических моделей 

многомерного пространства, что даёт значительную экономию материальных, 

временных и вычислительных ресурсов. 

5. На основе предложенной методики обработки и анализа эксперименталь-

но-статистической информации, получен состав комбинированного заполнителя 

из техногенного сырья, который является оптимальным для соответствующей це-

левой функции оптимизации, которая отвечает конкретному физико-

механическому свойству мелкозернистого цементного бетона. Установлено, что 

комбинированный заполнитель состава: мартеновский шлак (29,4%) - горелая по-

рода шахтных отвалов (70,6%) обеспечивает максимальный предел прочности при 

сжатии 9,24 МПа и при этом достаточно высокую плотность бетона 1691 кг/м3. 

6. Разработан комплекс геометрических и компьютерных моделей зависимо-

сти показателей физико-механических свойств дегтеполимербетона от состава и 

структуры, которые наглядно демонстрируют возможности БН-исчисления как 

аппарата геометрического моделирования многофакторных процессов и явлений, 

что позволяет уменьшить количество дорогостоящих экспериментов для аналити-

ческого описания и исследования необходимых свойств композиционных строи-

тельных материалов с последующей оптимизацией их состава. 

7. Результаты работы внедрены в ООО ГАК «Автомобильные дороги Украи-

ны» для геометрического моделирования процесса физико-механических свойств 

асфальтобетона в зависимости от состава при строительстве автомобильных до-

рог с нежесткими дорожными одеждами, а также в учебный процесс Донбасской 

национальной академии строительства и архитектуры, при подготовке бакалавров 

по направлению 08.03.01 «Строительство» в дисциплинах «Физико-химическая 

механика строительных материалов», «Инженерная графика» и аспирантов по на-

правлению подготовки 09.06.01 «Информатика и вычислительная техника» по 
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Приложение А 

Копии документов о внедрении результатов исследований 
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Приложение Б 

Анализ эффективности использования регрессионного анализа 

по сравнению с исходными данными на примере математического 

моделирования зависимости физико-механических свойств 

композиционного строительного материала 
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Б.1. По результатам диссертационной работы Рыбалко И.Ф. [110]. 

1 0( ),Y R МПа 2 20( ),Y R МПа 3 50( ),Y R МПа 
№ 

з/п 
10
30 ,C с  

mC  

ОПВХ, 

% 

mC  

ПОЕС, 

% 
1Y  1Y  % 2Y  2Y  % 3Y  3Y  % 

1 0,051 1 0,5 7,8 12,10 55,1 3,1 5,95 47,9 1,15 1,74 33,8 

2 0,133 1 1,5 11,8 12,29 4,2 5 6,41 22,0 1,56 1,85 15,7 

3 0,215 1 2,5 12 12,49 4,0 6 6,87 12,6 1,65 1,96 15,9 

4 0,051 1,5 1,5 9,1 12,46 37,0 4,1 6,54 37,3 1,5 1,89 20,7 

5 0,133 1,5 2,5 12,3 12,66 2,9 5,7 7,00 18,6 1,65 2,00 17,7 

6 0,215 1,5 0,5 12,8 12,85 0,4 6,2 6,38 2,8 1,7 1,82 6,5 

7 0,051 2 2,5 9,8 12,83 30,9 4,5 7,13 36,9 1,62 2,05 20,9 

8 0,133 2 0,5 11,1 13,02 17,3 5 6,51 23,2 1,5 1,86 19,3 

9 0,215 2 1,5 15,2 13,22 -13,1 7,1 6,97 -1,9 1,9 1,97 3,7 

10 0,051 1 2,5 8,1 12,10 49,4 4,2 6,67 37,0 1,58 1,94 18,4 

11 0,215 1 0,5 12,7 12,49 -1,7 5,5 6,15 10,5 1,6 1,76 9,2 

12 0,051 2 0,5 9 12,83 42,6 4,4 6,41 31,4 1,6 1,85 13,4 

13 0,215 2 2,5 14,6 13,22 -9,5 7,4 7,33 -1,0 2 2,07 3,5 

Зеленым цветом выделена наименьшая погрешность. 

Красным цветом выделена наибольшая погрешность. 
10
30 ,C с  – вязкость дегтя. 

mC ОПВХ, % – концентрация вязкого дегтеполивинилхлорида. 

mC ПОЕС, % – концентрация полимерсодержащего отхода производства эпок-

сидных смол на поверхности шлама нейтрализации Харцизского сталепроволочно-

канатного завода. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные в ходе эксперимен-

та, которые являются исходными данными для регрессионного анализа. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные на основе уравне-

ний регрессии. 

% – отклонение экспериментальных данных от тех, что получены на основе 

уравнений регрессии. 
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Б.2. По результатам диссертационной работы Самойловой Е.Э. [109]. 

1 0( ),Y R МПа 2 20( ),Y R МПа 3 50( ),Y R МПа 
№ 

з/п 
25,П

град
 

mC  El, 

% 

mC  

ПОЕС, 

% 
1Y  2Y  % 2Y  2Y  % 3Y  2Y  % 

1 0,15 1,5 0,5 8,8 13,89 57,8 2,1 2,64 20,4 1,1 1,39 20,8 

2 0,1 1,5 1,5 10,6 13,32 25,6 2,2 2,82 22,0 1,25 1,48 15,4 

3 0,05 1,5 2,5 10,1 11,56 14,5 2,9 3,00 3,5 1,1 1,57 30,0 

4 0,15 2 1,5 8,2 16,00 95,2 2,3 2,88 20,1 1,15 1,50 23,1 

5 0,1 2 2,5 10,5 14,24 35,6 2,6 3,06 15,0 1,3 1,59 18,0 

6 0,05 2 0,5 8,8 16,30 85,3 2,5 2,64 5,5 1,1 1,42 22,6 

7 0,15 2,5 2,5 11 17,58 59,8 2,7 3,12 13,4 1,5 1,60 6,3 

8 0,1 2,5 2,5 10 17,47 74,7 2,6 3,10 16,1 1,4 1,61 13,1 

9 0,15 2,5 1,5 13 19,25 48,1 3,2 2,92 -9,7 1,2 1,52 21,1 

10 0,15 1,5 2,5 10 11,73 17,3 2,5 3,04 17,7 1,3 1,55 16,2 

11 0,05 1,5 0,5 9,3 13,72 47,6 2,8 2,60 -7,5 1,1 1,40 21,2 

12 0,15 2,5 0,5 9,1 19,74 116,9 2,1 2,72 22,7 1,1 1,44 23,6 

13 0,05 2,5 2,5 13,5 17,36 28,6 3,1 3,08 -0,5 1,3 1,62 19,8 

14 0,1 2 1,5 9,7 15,91 64,0 2,5 2,86 12,6 1,4 1,50 6,8 

Зеленым цветом выделена наименьшая погрешность. 

Красным цветом выделена наибольшая погрешность. 

25,П град  – вязкость (пенетрация) битума. 

mC El, % – концентрация термополимера Элвалой АМ в битуме, 

mC ПОЕС, % – концентрация полимерсодержащего отхода производства эпок-

сидных смол на поверхности шлама нейтрализации Харцизского сталепроволочно-

канатного завода. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные в ходе эксперимен-

та, которые являются исходными данными для регрессионного анализа. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные на основе уравне-

ний регрессии. 

% – отклонение экспериментальных данных от тех, что получены на основе 

уравнений регрессии. 
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Б.3. По результатам диссертационной работы Ходун В.Н. [111]. 

1 20( ),Y R МПа 2 50( ),Y R МПа 3 0( ),Y R МПа 
№ 

п/п 
10
30 ,C ñ  

,%mC  

ПВХ 

,%mC  

КФ-

МГ 

1Y  Y  % 
2Y  Y  % 

3Y  Y  % 

1 0,208 0,5 0 3 4,30 30,3 0,9 1,34 33,0 7,1 9,96 28,7 

2 0,052 2 0 2,2 5,00 56,0 0,7 1,51 53,8 5,6 13,2 57,6 

3 0,052 0,5 1 2,4 4,06 40,9 0,8 1,26 36,7 5,8 10,00 42,0 

4 0,208 2 1 5,4 5,15 -4,9 1,6 1,51 -5,7 12 14,25 15,8 

5 0,208 0,5 1 3,8 4,25 10,5 1,3 1,30 0,3 9,2 10,30 10,7 

6 0,052 2 1 2,9 4,91 41,0 1 1,47 32,1 7,3 13,88 47,4 

7 0,208 2 0 3,8 5,20 27,0 1,2 1,55 22,8 8,7 13,52 35,7 

8 0,052 0,2 0 1,8 3,98 54,8 1,5 1,26 -18,9 4,9 9,30 47,3 

9 0,208 1,25 0,5 4,5 4,95 9,0 1,5 1,48 -1,2 9,7 12,00 19,2 

10 0,052 1,25 0,5 2,7 4,75 43,2 0,95 1,44 34,1 5,3 11,70 54,7 

11 0,13 2 0,5 4,8 5,29 9,2 1,4 1,57 10,6 11 14,02 21,5 

12 0,13 0,5 0,5 3,1 4,41 29,7 1 1,36 26,3 7,5 10,29 27,1 

13 0,13 1,25 1 3,8 4,59 17,3 1,2 1,39 13,6 8,6 11,82 27,2 

14 0,13 1,25 0 2,9 4,66 37,8 0,9 1,43 37,0 7,3 11,32 35,5 

15 0,13 1,25 0,5 4 4,85 17,5 1,3 1,46 11,0 10 11,86 15,7 

Зеленым цветом выделена наименьшая погрешность. 

Красным цветом выделена наибольшая погрешность. 
10
30 ,C ñ- вязкость дегтя. 

,%mC , ПВХ – отсев поливинилхлорида. 

,%mC , КФ-МГ – активатор поверхности минерального порошка. 

1 20( ),Y R МПа – предел прочности на сжатие при 20�С, R20. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные в ходе эксперимен-

та, которые являются исходными данными для регрессионного анализа. 

iY  – значение предела прочности при сжатии полученные на основе уравне-

ний регрессии. 

% – отклонение экспериментальных данных от тех, что получены на основе 

уравнений регрессии. 
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Б.4. По результатам диссертационной работы Аль-Шамси Халед Али 

Саида [114]. 

1 1( ),Y R МПа  2 2 ,Y R МПа № 

з/п 

Расход ЛСТ, от 

массы цемента, 

% 

Расход  NaOH, 

от массы це-

мента, % 
1Y  1Y  % 2Y  2Y  % 

1 0 0 15,2 23,9 36,4 30,4 45,2 32,7 

2 0 0,30 18,4 22,8 19,3 39,4 44,3 11,0 

3 0 0,60 13,4 20,6 34,9 32,1 41,8 23,3 

4 0,30 0 20,2 24,5 17,6 38,4 46,4 17,3 

5 0,30 0,30 24,2 23,4 -3,5 44,8 45,4 1,4 

6 0,30 0,60 14,8 21,1 29,9 35,3 42,9 17,7 

7 0,60 0 19,8 24,8 20,2 40,6 47,4 14,4 

8 0,60 0,30 26,0 23,7 -9,9 49,2 46,4 -6,1 

9 0,60 0,60 16,3 21,4 23,7 38,7 43,8 11,6 

Зеленым цветом выделена наименьшая погрешность. 

Красным цветом выделена наибольшая погрешность. 

ЛСТ – лигносульфонат натрия. 

NaOH – гидроксид натрия. 

1Y  – значение предела прочности при сжатии после пропаривания получен-

ные в ходе эксперимента, которые являются исходными данными для регресси-

онного анализа. 

1Y  – значение предела прочности при сжатии после пропаривания получен-

ные на основе уравнений регрессии. 

2Y  – значение предела прочности при сжатии после автоклавирования полу-

ченные в ходе эксперимента, которые являются исходными данными для регрес-

сионного анализа. 

2Y  – значение предела прочности при сжатии после автоклавирования полу-

ченные на основе уравнений регрессии. 

% – отклонение экспериментальных данных от тех, что получены на основе 

уравнений регрессии. 
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Приложение В 

Листинг программ по компьютерной апробации результатов  

исследований в программном пакете Maple 
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В.1. Визуализация геометрической модели физико-механических свойств 

дегтеполимербетона  

> restart: 

> x1:=xa1*(1-u)*(1-2*u)+4*xa2*u*(1-u)+xa3*u*(2*u-1); 

> y1:=ya1*(1-u)*(1-2*u)+4*ya2*u*(1-u)+ya3*u*(2*u-1); 

> z1:=za1*(1-u)*(1-2*u)+4*za2*u*(1-u)+za3*u*(2*u-1); 

> x2:=xb1*(1-u)*(1-2*u)+4*xb2*u*(1-u)+xb3*u*(2*u-1); 

> y2:=yb1*(1-u)*(1-2*u)+4*yb2*u*(1-u)+yb3*u*(2*u-1); 

> z2:=zb1*(1-u)*(1-2*u)+4*zb2*u*(1-u)+zb3*u*(2*u-1); 

> x3:=xc1*(1-u)*(1-2*u)+4*xc2*u*(1-u)+xc3*u*(2*u-1); 

> y3:=yc1*(1-u)*(1-2*u)+4*yc2*u*(1-u)+yc3*u*(2*u-1); 

> z3:=zc1*(1-u)*(1-2*u)+4*zc2*u*(1-u)+zc3*u*(2*u-1); 

> x4:=xd1*(1-u)*(1-2*u)+4*xd2*u*(1-u)+xd3*u*(2*u-1); 

> y4:=yd1*(1-u)*(1-2*u)+4*yd2*u*(1-u)+yd3*u*(2*u-1); 

> z4:=zd1*(1-u)*(1-2*u)+4*zd2*u*(1-u)+zd3*u*(2*u-1); 

> x5:=xe1*(1-u)*(1-2*u)+4*xe2*u*(1-u)+xe3*u*(2*u-1); 

> y5:=ye1*(1-u)*(1-2*u)+4*ye2*u*(1-u)+ye3*u*(2*u-1); 

> z5:=ze1*(1-u)*(1-2*u)+4*ze2*u*(1-u)+ze3*u*(2*u-1); 

> x:=x1*((1-v)^4-(13*v*(1-v)^3)/3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(1-

v)*v^3)+x2*(16*v*(1-v)^3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+(16*(1-

v)*v^3)/3)+x3*(-12*v*(1-v)^3+40*v^2*(1-v)^2-12*(1-

v)*v^3)+x4*((16*(1-v)^3*v)/3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+16*(1-

v)*v^3)+x5*(-v*(1-v)^3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(13*v^3*(1-

v))/3+v^4); 

> y:=y1*((1-v)^4-(13*v*(1-v)^3)/3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(1-

v)*v^3)+y2*(16*v*(1-v)^3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+(16*(1-

v)*v^3)/3)+y3*(-12*v*(1-v)^3+40*v^2*(1-v)^2-12*(1-

v)*v^3)+y4*((16*(1-v)^3*v)/3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+16*(1-
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v)*v^3)+y5*(-v*(1-v)^3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(13*v^3*(1-

v))/3+v^4); 

> z:=z1*((1-v)^4-(13*v*(1-v)^3)/3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(1-

v)*v^3)+z2*(16*v*(1-v)^3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+(16*(1-

v)*v^3)/3)+z3*(-12*v*(1-v)^3+40*v^2*(1-v)^2-12*(1-

v)*v^3)+z4*((16*(1-v)^3*v)/3-(64*(1-v)^2*v^2)/3+16*(1-

v)*v^3)+z5*(-v*(1-v)^3+(13*v^2*(1-v)^2)/3-(13*v^3*(1-

v))/3+v^4); 

> xa1:=0;xb1:=0;xc1:=0;xd1:=0;xe1:=0; 

xa2:=20;xb2:=20;xc2:=20;xd2:=20;xe2:=20; 

xa3:=50;xb3:=50;xc3:=50;xd3:=50;xe3:=50;  

> ya1:=0;ya2:=0;ya3:=0; yb1:=0.5;yb2:=0.5;yb3:=0.5; 

yc1:=1;yc2:=1;yc3:=1; yd1:=2;yd2:=2;yd3:=2; 

ye1:=4;ye2:=4;ye3:=4; 

> za1:=6;za2:=2;za3:=0.6; zb1:=8;zb2:=3.3;zb3:=0.9; 

zc1:=9;zc2:=3.8;zc3:=1.2; zd1:=8.6;zd2:=3.3;zd3:=1; 

ze1:=7.3;ze2:=3;ze3:=0.9; 

> plot3d([x,y,z],v=0..1,u=0..1,grid=[20,20]); 

 

В.2. Расчет предела прочности при сжатии мелкозернистого дегтеполи-

мербетона в зависимости от концентрации активатора поверхности мине-

рального порошка, концентрации отсева поливинилхлорида, вязкости дегтя 

и температуры. 

> restart: 

> A1520:=4.9;A2520:=5.6;A3520:=5.8; 

B1520:=5.5;B2520:=5.6;B3520:=6; 

C1520:=5.6;C2520:=6;C3520:=7.3;                               

A11300:=7.3;A21300:=7.5;A31300:=7.6; 

B11300:=7.3;B21300:=10;B31300:=8.6; 

C11300:=9.8;C21300:=11;C31300:=10.2;                
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A12080:=7.1;A22080:=8;A32080:=9.2; 

B12080:=8.7;B22080:=9.7;B32080:=10.2; 

C12080:=9.2;C22080:=10.1;C32080:=12;             

A15220:=1.8;A25220:=2;A35220:=2.4; 

B15220:=2.9;B25220:=2.7;B35220:=3; 

C15220:=2.2;C25220:=3;C35220:=2.9;                               

A113020:=3;A213020:=3.1;A313020:=3.2; 

B113020:=2.9;B213020:=4;B313020:=3.8; 

C113020:=4.1;C213020:=5.1;C313020:=4.9;                

A120820:=3;A220820:=3.5;A320820:=3.8; 

B120820:=4.3;B220820:=4.5;B320820:=4.9; 

C120820:=3.8;C220820:=4.2;C320820:=5.4;           

A15250:=0.5;A25250:=0.6;A35250:=0.8; 

B15250:=1;B25250:=0.95;B35250:=1.2; 

C15250:=0.7;C25250:=0.8;C35250:=1;                               

A113050:=1.1;A213050:=1;A313050:=1; 

B113050:=0.9;B213050:=1.3;B313050:=1.2; 

C113050:=1;C213050:=1.4;C313050:=1.3;                

A120850:=0.9;A220850:=1.2;A320850:=1.3; 

B120850:=1.3;B220850:=1.5;B320850:=1.6; 

C120850:=1.2;C220850:=1.5;C320850:=1.6;    

> u:=0.3; v:=0.33; w:=0.63; t:=0.7; 

> P520:=A1520*(1-u)*(1-2*u)+4*A2520*u*(1-u)+A3520*u*(2*u-

1); 

> Q520:=B1520*(1-u)*(1-2*u)+4*B2520*u*(1-u)+B3520*u*(2*u-

1); 

> R520:=C1520*(1-u)*(1-2*u)+4*C2520*u*(1-u)+C3520*u*(2*u-

1); 

> P1300:=A11300*(1-u)*(1-2*u)+4*A21300*u*(1-

u)+A31300*u*(2*u-1); 
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> Q1300:=B11300*(1-u)*(1-2*u)+4*B21300*u*(1-

u)+B31300*u*(2*u-1); 

> R1300:=C11300*(1-u)*(1-2*u)+4*C21300*u*(1-

u)+C31300*u*(2*u-1); 

> P2080:=A12080*(1-u)*(1-2*u)+4*A22080*u*(1-

u)+A32080*u*(2*u-1); 

> Q2080:=B12080*(1-u)*(1-2*u)+4*B22080*u*(1-

u)+B32080*u*(2*u-1); 

> R2080:=C12080*(1-u)*(1-2*u)+4*C22080*u*(1-

u)+C32080*u*(2*u-1); 

> P5220:=A15220*(1-u)*(1-2*u)+4*A25220*u*(1-

u)+A35220*u*(2*u-1); 

> Q5220:=B15220*(1-u)*(1-2*u)+4*B25220*u*(1-

u)+B35220*u*(2*u-1); 

> R5220:=C15220*(1-u)*(1-2*u)+4*C25220*u*(1-

u)+C35220*u*(2*u-1); 

> P13020:=A113020*(1-u)*(1-2*u)+4*A213020*u*(1-

u)+A313020*u*(2*u-1); 

> Q13020:=B113020*(1-u)*(1-2*u)+4*B213020*u*(1-

u)+B313020*u*(2*u-1); 

> R13020:=C113020*(1-u)*(1-2*u)+4*C213020*u*(1-

u)+C313020*u*(2*u-1); 

> P20820:=A120820*(1-u)*(1-2*u)+4*A220820*u*(1-

u)+A320820*u*(2*u-1); 

> Q20820:=B120820*(1-u)*(1-2*u)+4*B220820*u*(1-

u)+B320820*u*(2*u-1); 

> R20820:=C120820*(1-u)*(1-2*u)+4*C220820*u*(1-

u)+C320820*u*(2*u-1); 
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> P5250:=A15250*(1-u)*(1-2*u)+4*A25250*u*(1-

u)+A35250*u*(2*u-1); 

> Q5250:=B15250*(1-u)*(1-2*u)+4*B25250*u*(1-

u)+B35250*u*(2*u-1); 

> R5250:=C15250*(1-u)*(1-2*u)+4*C25250*u*(1-

u)+C35250*u*(2*u-1); 

> P13050:=A113050*(1-u)*(1-2*u)+4*A213050*u*(1-

u)+A313050*u*(2*u-1); 

> Q13050:=B113050*(1-u)*(1-2*u)+4*B213050*u*(1-

u)+B313050*u*(2*u-1); 

> R13050:=C113050*(1-u)*(1-2*u)+4*C213050*u*(1-

u)+C313050*u*(2*u-1); 

> P20850:=A120850*(1-u)*(1-2*u)+4*A220850*u*(1-

u)+A320850*u*(2*u-1); 

> Q20850:=B120850*(1-u)*(1-2*u)+4*B220850*u*(1-

u)+B320850*u*(2*u-1); 

> R20850:=C120850*(1-u)*(1-2*u)+4*C220850*u*(1-

u)+C320850*u*(2*u-1); 

> M520:=P520*(1-v)*(1-2*v)+4*Q520*v*(1-v)+R520*v*(2*v-1); 

> M1300:=P1300*(1-v)*(1-2*v)+4*Q1300*v*(1-v)+R1300*v*(2*v-

1); 

> M2080:=P2080*(1-v)*(1-2*v)+4*Q2080*v*(1-v)+R2080*v*(2*v-

1); 

> M5220:=P5220*(1-v)*(1-2*v)+4*Q5220*v*(1-v)+R5220*v*(2*v-

1); 

> M13020:=P13020*(1-v)*(1-2*v)+4*Q13020*v*(1-

v)+R13020*v*(2*v-1); 

> M20820:=P20820*(1-v)*(1-2*v)+4*Q20820*v*(1-

v)+R20820*v*(2*v-1); 
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> M5250:=P5250*(1-v)*(1-2*v)+4*Q5250*v*(1-v)+R5250*v*(2*v-

1); 

> M13050:=P13050*(1-v)*(1-2*v)+4*Q13050*v*(1-

v)+R13050*v*(2*v-1); 

> M20850:=P20850*(1-v)*(1-2*v)+4*Q20850*v*(1-

v)+R20850*v*(2*v-1); 

> N0:=M520*(1-w)*(1-2*w)+4*M1300*w*(1-w)+M2080*w*(2*w-1); 

> N20:=M5220*(1-w)*(1-2*w)+4*M13020*w*(1-w)+M20820*w*(2*w-

1); 

> N50:=M5250*(1-w)*(1-2*w)+4*M13050*w*(1-w)+M20850*w*(2*w-

1); 

> T:=N0*(1-t)*(1-2*t)+4*N20*t*(1-t)+N50*t*(2*t-1); 
 
 


